MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS SAV, VIII, 1 - 1958

O NEKTERYCH VLASTNOSTECH PICARDOVYCH
POSLOUPNOSTI

ZDENEK HUSTY, Brno

1. V diferenciadlni rovnici
¥ ==y (1.1)
udiime o funkei f(x,y) predpoklad, #e je spojitd a monotonni vzhledem
k y v dvojrozmérném intervalu D: |z| < a, |y| < b, kde a = konst > 0,
b = konst > 0. UvaZujme o Fefenich diferencidlni rovnice (1.1), kterd pro-

chazeji podatkem a jsou definovéna jen pro z = 0.
Rovnicemi

@) = [ ML a1 dt, k=12, (1.2)

je urdena v jistém intervaluJ = {0, ¢ > (¢ < a) Picardova posloupnost funkei,

patiicich k diferencidlni rovnici (1.1), k bodu (0, 0) a k libovolné zvolené

vychozi funkei y,(x), kterd mé v &sle 0 hodnotu 0, m4 viude derivaci a jeji
hodnoty lezf vesmés v intervalu {—b, ).

Necht znadi {ZP*}, {4%} (n ptirozené, k =1, 2,
posloupnosti funkei definovanyeh v intervalu J takto:

ey 0=1,2 ... n)

Z§t = yo(®) — fl@: Yua()],
Nsw - \_H% ”STCx.IlL - \_”& Qw«l..lu”_ k= Hv N. e i = wu wu e M, Awwv

4 = ,\ ZE At = Yo ppyion — Yentior-

2, Hummm.on@m&Bm nejdiive, Ze ?Ewom f(z, 3 v intervalu D vzhledem
k Q neklesé. Jestlize v néjakém intervalu ,N ‘cd je

Ns|H ANs[u v
w@w ﬁo&m ﬁ wv E@& v J dﬁ.oSSmS

AFz0  (AF<0),
ZFEz0 (s 0).



Utitime tedy predpoklad, %e pro pevné n plati v J*
Yo = flz, yus(@)] (% < fl2, Yus(2)])- (2.1)
Potom &aste&ns posloupnosti

ﬁm\wiwu ﬁw\ﬂ%.*uy Mw\e3+mr & Wils g ﬁw\v{l.:lwvv ¥= Ou Hu mv.: & s AM.MV

jsou monoténni, takie existuje v J’ stejnomérng

lim y,,., = Y,(), §=0,1,2,...,n — 1 (viz na pt. [4]).

1o

Funkce Y (x) vyhovuji systému diferencislnich rovnic

Y = flz, Y,
Y; = flx, ¥,
(2.3)
Hﬂ\siu = \_”&. Nq:lmu.
M\m = \ﬁ.&u H\:lL.

Ukazme, e systém (2.3) mé jenom Fefeni tvaru ¥y =¥, = ... = _—
= y(x), kde y(x) je FeSeni rovnice (1.1). Pfedpokladejme tedy, ze vSechny
funkce Y (z) v intervalu J' nesplyvaji a bez Gjmy obecnosti mieme pted-
pokladat, Ze Yy (x) — ¥, () = 0. Existuje bod 0 == ceJ’ takovy, e na pf.
Yy(e) > Y, (c). Vzhledem k spojitosti obou funkei existuje dile nejvétsi interval

A&?GV@@WOQ,NQOM&@AP M\cA&cv”M\uAﬁav“u\cA&vW M\uAHvﬁHo&mA&?ov.
Integraci rovnice . '
Yi — Y = flz, Yo(2)] — flz, Yi(2)]

v intervalu <(z,, ¢) dojdeme k nerovnosti
Yy(c) = Yy(c).
Podobnym zpiisobem odvodime spornou relaci

Y, (c) > H\_Amv =Ye)= ... > Y, 4(c) = Y,(c).

Do#li jsme k tomuto vysledku:
KdyZ funkee f(, y) v intervalu D vzhledem k y nekless a mezi dvéma funkcemi
Yo(2), Y.(z) Picardovy posloupnosti (1.2) plat{ v n&jakém intervalu J' CJ
nerovnost (2.1), pak Picardova posloupnost v intervalu J* stejnomérné konver-
guje k YeSeni diferencilni rovnice (1.1).

Poznimka 2.1. Z dikagu je patrné, Ze misto (2.1) mazeme predpoklidat

\_“&v w\eAnGV“_ W .\H.&u ”Sl.:A%z. Qﬁ&» m\eARz M \_ﬂ.&u m\e+:A.§v“_Y ANPV

eventuilng
m\»%%v W m\.—l‘:Anﬁv A.q\.—.A&v Im.. Qal.:A.ﬁvvu

v = libovolné pfirozené &islo.

3. Necht funkce f(x, y) v intervalu D vzhledem k y neroste. Jestlize v né-
jakém intervalu J' c J je
Z% =0 (ZE < 0),

i—]

pak podle (1.3) plati v J' nerovnosti

Vi 4 < 0),

<0 (2= 0)

Predpoklidejme tedy, Ze plati (2.1). Je-li n suds, pak ¢isteéné posloupnosti
(2.2) jsou monotonni, stejnomérng konverguji v intervalu J' a jejich limity
vyhovuji systému (2.3). Jestlife systém (2.3) mé fefeni, kde ¥ o{) == Yy(x)
t$4,4,7=0,1,2 ..., n—1, pak Picardova posloupnost, patiici k diferen-
cidlni rovnici (1.1), k bodu (0, 0) a k vychozi funkei ¥, i(x) je periodicka. Jestlize
systém (2.3) md pouze jediné Tefeni, pak ¥y =¥, = ... — 1 = Y(z), kde
y(x) je jediné fedeni diferencidlni rovnice (1.1) (viz [5], str. 89) a posloupnost
(1.2) stejnomérné v J* konverguje. ,

Pozndmka 3.1. Opé&t misto (2.1) miZeme predpokiadat (2.4).

4. V dalsich vivahdch se omezime na p¥ipad n — 2. Predpoklidéme tedy,
Ze mezi n&kterou funkei y,(z) Picardovy posloupnosti (1.2) a nasledujici funkei
Yu11() plati v n&jakém intervalu J' = (0, &> nerovnost

YA2) Z [z, y,41(2)] (¥(2) < {2, y,1a(2)]) (4.1)

a Ze funkce f(, y) vzhledem k y v intervalu {—b, b) neroste. Pak &istetns
Picardova posloupnost funkef o sudych [lichych] indexech v intervalu J’
stejnomé&rng konverguje monotonng shora nebo zdola [zdola nebo shora] k jisté
funkei Yo(z) [Y,(z)], viz [3]. Funkece Y (z), Yy(x) jsou fefenim systému diferen-
cidlnich rovnic

Y M. = \ _“H , ¥ u”_w

Y, = f[z, Y. (£2)

a maji v bodé 0 hodnotu 0. Uvedeme n&které vlastnosti funkei Y, Y;:

1° Jestlize v n&kterém bod& ¢ € (0, x) je Yo(c) & Yy(c), pak Yy(x) &= yy(x)
pro viechna z € (¢, x). - :

V opatném pifpads existuje z, € (c, x) takové, Ze Y(z,) = Y,(x,)
Yo(z) 2= Yy(z) pro z € <c, x,). Predpoklddejme, Ze plati na pi. nerovnost

Yo(z) > Y,(x) pro x € <c, %,). (4.3)
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Pak
\ﬁ.ﬁv H\c?ﬁv“_ M \_Hnuu M\HA.\GVHT

Yy(eo) — V(o) = | flz, Yo(@)] do < Jite. Vi@ a2 = Ty — 7o

Posledni nerovnosti jsou vzhledem k (4.3) nemo#ns.
2° Jestlize v n&kterém bodé ¢ € (0, &) je Yy(c) > Y. 1(c), pak

Yo(z) = Y,y (x) pro viechna z € <0, x). (4.4)

Neplati-li nerovnost (4.4) pro viechna z € (0, &>, pak mnoZina &isel, pro
né% (4.4) neplati, ma dolni hranici m € <0, x> a vzhledem k spojitosti funkei
Yy(2), Y1(2) je Y4(m) = Y, (m). Je m < « a podle 1° je také m < ¢. Zvolme
0 < z < ¢ — m. Podle definice &isla m existuje v intervalu (m, m -+ €) aspoii
jedno &islo @ takové, Ze ¥ (%) < Y,(%), coi podle 1° neni mo#né.

Poznémka 4.1. Jestlize plati Yy(c) > Y,(c) pro ¢ € (0, x>, pak existuje
nejvétsi interval {(z,, x) apwodw Ze 0 < zy < ¢, Yy(x,) = Yy (), Yol2) > Yy(2)
Pro z € (x, a), Yo(z) = Yy() pro « € 0, z,>. Jestlize z, & 0, pak Picardova
posloupnost (1.2) v intervalu <0, z,> konverguje. AJLQ&EE li tuto mo#nost,
pak mideme stile wummwo_wwmmm& Ze

Yoz} > Y, (x) pro z € (0, o). (4.5)

Nyni uéinime doplitujiei pfedpoklad, %e funkee f(x, ) vzhledem k y v intervalu
{—b, b> kless.
3° JestliZe v n&jakém bod& c €'(0, &) plati Y,(c) > y(c), pak Yo(z) = y(x)
pro viechna x € {¢, &) [y(«) je jediné Fefeni diferenciilni rovnice (1.1)].
Predpoklddejme opak. Hvo&m Perronovy metody indukee v kontinuu existuje
dislo m € (¢, &) amWodo Ze

M\a«gv = QASVV
"(4.6)
Yym) < y'(m).
Av$ak s ohledem na ?.3 je
Yo(m) = f[m, Yy(m)] > fim, ¥Yo(m)] = fim, y(m)] = y'(m),
coZ nenf podle (4.6) mozné.
- 4° Plati aspoii jedna z nerovnost{
Y, o 4.7)
oﬁa.v = y(@), pro viechna x € <0, «). (&7
Yy(z) < y(x) , . (4.8)
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JestliZe neplati ani jedna z nerovnosti (4.7) [(4.8)], pak mno#ina téch bodd,
pro které neplati (4.7) [(4.8)], mé jistou dolni hranici m; < & [m, <¢ 4]. Podle
Perronovy indukee v kontinuu je

Yo(m,) = y(m,),

Yiimy) < o (my), (£9)
Y, (m,) = y(my)
rﬁé = y/(my) J e

Musi byt m; = 0 [m, = 0], nebot v opaném piipadsd jesohledem na (4,5)

Yo(m;) = f[m,, Y (my)] > f [y, Yolm,)] = Himy, y(my)] = y'(my),
Eﬂsmv = flmy, ¥Yo(ma)] < flm,, ¥Yy(m,)] = flmy, y(my)] = y'(my)].

Tyto nerovnosti divaji spor vzhledem k (4,9), (4,10).
Zvolme 0 < ¢ < ». Podle definice &isla m, = 0 existuje &slo z, € (0, &)

takové, Ze
Yo(zy) < yla). (4.11)

Podle definice &isla m, = 0 ‘existuje &islo x, € (0, ;) takové, Je

Yi(#) > y().
Podle (4,5) je také
Yo(za) > y(z),
takie (4.11) je ve sporu s tvrzenim odstavee 3°, nebof x, < ;.
5° Obé& nerovnosti (4.7), (4.8) plati soudasné. Necht na pt. plati (4.7). V bo-

dech, ve kterych se vyskytuje znaménko rovnosti, je nerovnost (4.8) podle
(4.5) splnéna. NuZe jak vypadé situace v libovolném bodé ¢ € (0, «), v némd je

Yy(e) > yle).
Pro viechna z € €0, ¢) je podle (4.7)

Yi(z) = flz, Yo(2)] < flz; y(2)] = ¥'(2),
takze

7,(0) = | fiz, Yu(a) < J 11z, yta = y(0).

Poznimka 4.2. Z dikazu odst. 5° vyplyvé, Ze pro viechna x € (0, «) plati
nerovnosti Yo(x) > y(z) > Yy(x).

Poznimka 4.3. JestliZe f(x, 0) = 0 pro viechna z € <0, &), pak funkce
Yo(x) [Y(x)] je pro x € (0, &) stile kladnd [zdpornd] a roste [klesd].

Poznimka 4.4. Necht funkee f(z, y) splituje tyto piedpoklady:
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a) f(z,0) = 0 pro x € {0, x);

b) pro y < 0[y > 0] v intervalu D vzhledem k y klesi nebo roste [roste
nebo klesa].

Jestlite plati v intervalu <0, > nerovnosti (4.1), pak Picardova posloup-
nost (1.2) v intervalu <0, x> konverguje.

Z piedpokladu plyne, ze funkce {[z, ] je v intervalu D bud stale nezaporna
nebo nekladna. Jsou tedy obé funkce Y (x), Y,(z) soudasné nezdporné nebo
nekladné. Stadi tedy uvaZovat o feSeni systému (4.2) bud v intervalu D,:
0<z<a, 0<y=<bmnebo D;0=2x=<a,0=y=—>b. Jestlite funkce
v D, roste, pak podle vysledku odst. 2 je Yo (x) = Y,(x). Jestlize funkece v D,
kless, pak podle pozn. 4.2 je Y(x) = Y,(z) = 0. Stejny zadvér plati pro inter-
val D,. :

Pozniamka 4.5. Necht funkce f(z, y) spliiuje tyto pfedpoklady:

a) vzhledem k y v intervalu D kless;

b) vzhledem k y je v intervalu D lichou funkei.

Kazdé feSeni Yo(x), Y,(x) systému (4.2) vyhovuje rovnici

Yi(x) = —Y (). (4.12)
Jestlize Y(x), ¥;(z) je feSeni systému (4.2), kde funkce f(z, y) vzhledem
k y klesa, pak funkce ¥, = —Y,, Y; jsou fefenim systému
Yy = —f[x, 1],
M\m = !\m&u M\ou_u

kde funkce —f(x, y) vzhledem k y roste. Podle odst. 2 je Y(z) = ¥y(z) =
= y(z), kde y(zx) je Feleni diferencidlni rovnice y' = —f(z, ¥).

Odtud vyplyvi postadujici podminka pro periodiénost Picardovy posloup-
nosti: Picardova posloupnost, patiici k funkei f(z, y) [jeZ vzhledem k y je
lichou funkei a klesa v intervalu D], k bodu (0,0) a k vychozi funkei y,(x) [jez
je Tefenim diferencidlni rovnice y' = —f(=z,
¥)], je tvaru

(@), (@), wul®), nla), ...,
fl kde :

= t, yo(t)] di.
\ 3(2) = J £t 9o(0)]
Y00
7 & 5. Predpoklddejme, Ze funkee f(z, %), kterd
- vzhledem k yklesd, md spojitou parcidlni
derivaci podle z v intervalu D a nechf

Obr.1 , Pz, y) = cs fi(x, 7) dt.

Potom
[o(z.y) dz + f(z, y)dy =0, (5.1)

K=04B0

kde orientace kiivky K byla zvolena podle obr. 1, pfi éem funkee Y (x), ¥y(x)
jsou fefenim systému (4.2) a maji vlastnost uvedenou v poznimee 4.2.
Rovnici (5.1) miZeme upravit na tvar

z  Yot) Y(x)
fat [ fit,w)du = [ f(=z, y)dy. (5.2)
0 ¥i(t) ¥y(=z)

Vidime, %e slozky Fefeni systému (4.2) miZeme hledat mezi funkcemi, které
vyhovuji rovnici (5.2). V dalsich odstaveich ukiZeme, Ze v nékterych pfipa-
dech mutZeme hledat slofky fefeni systému (4.2) mezi funkcemi, které vyho-
vuji jednodudii rovnici, nez je (5.2). Pfipometime, Ze se zajimédme pouze o Feeni
systému (4.2), kterd prochdzeji podatkem a jsou definovina pro z = 0.

1° Necht funkce y(x), 2(x) jsou FeSenim systému (4.2). Potom

y(z) y{z)

.\ fulx, w)du = 0 <> | f(x, u)du = 0.
2{z) z(z)

Tvrzeni vyplyva z rovnice (5.2).

2° Poloime
Yy

Kz, y) = [ f(=, 1) dt

0
a uvaZujme o rovnici

F(z,y,2) = G(z, y) — Oz, 2) = 0. (5.3)
Piedpoklddejme, Ze existuje spojitd funkce
2= ¢(,y), (5:4)

definovans v.intervalu D:0 <z <x<a, |y|<ph, 0<p =konst <b,

kterd v intervalu D spliiuje rovnice

.NMW«“ Y, ﬂA&v HSH_ = Ou QAO- Ov = 0. Am.mv

Necht y(x) je FeSeni diferencidlni rovnice
¥ = flz, o(z, ¥)], . (5.6)
vyhovujiel poditedni podmince y(0) = 0 a necht
2(z) = glz, y(2)]. (8.7)

Poznimka 5.1. V rovnici (5.7) ptedpoklddéame, Ze | y(z) | < B, |2(x) | < b
pro z € {0, ). Tento predpoklad zajisté nedini nase tvahy méné obecnymi.
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.Rovnice (5.7) je podle (5.3) v intervalu <0, &> ekvivalentni s rovnicf
Glz, y(x)] = Glz, =(=)]. v (5,8)

Jestlize funkce y(x), z(x) spliuji jedtd podminku

¥(=z)

\v folm,w)du =0,  2€0,0), (5.9)

pak derivaci (5.8) s ohledem na (5.9), (5.6) obdriime vztah

flz, ¢z, y(@2)] . {&'(x) — flx, y()]} = 0. (5.10)

Rovnice (5.10) oviem vyZaduje existenci funkce 2'(x).
JestliZe pomoci rovnice (5.10) dojdeme k zavdru, %e pro 0 < z < « plati

2'(x) = fl=, y(=)],
Y
pak funkee y(z), z(x) [definované rovnicemi %}&, u) du = 0, (5.6), (5.7), (5.9)]

jsou v intervalu (0, x) Fefenim systému (4.2).

Pozndmka 5.2. Rovnice (5.3) mé vidy trividlni fefenf z = y, které spliuje
podminky (5.5). JestliZe y,(x) je Fefeni diferencidlni rovnice y' = f(z, y),
pak funkee y(z), 2(x), kde y(x) = 2(x) = y,(x), jsou fefenim systému (4.2).
_ V dalsich odstaveich se budeme zajimat

hlavng o existenci netrividlntho fefeni
7  rovnice (5.3).
3° Je-li f(z, 0) == 0, pro viechna x € {0,
&), mé rovnice (5.3) pouze trividlni Fe-
Seni y = z (viz [1], odst. 220, str. 342).
Gy 4° Necht f(z, 0) = 0 pro viechna z€ (0,
a). Pak plati tato tvrzeni:
A. Rovnice (5.83) md jediné netrividing #e-
Seni (5.4).
B. Funkce (5.4) je m%&&@
C. Jestlize funkce y(x), z(x) Q&a y(x)
je Fefemim rovmice (5.8) takové, Ze y(0) =
=0, z(x) = ¢[x, y(x)]] splituji podminkw (5.9), pak jsou Fefenim m.@&mS\z (4.2).

Poznédmka 5.3. VEimnéme si, Ze f(z, y) >0(<< 0) pro y < 0 (> 0). Funkee
G (z,y) pro y < 0(>0) p¥i pevném € €0, s> <Nr_mmm5 w Q Hdmeo cmomm.v, Hﬁ.H
gem? G(x, 0) = 0.

Dikaz tvrzeni A. ,

Bud (=, ) libovolny bod v jistém vhodném dvojrozmérném intervala D;:
Oszx=w& —b =y =<b, 0<b;—konst. < b, i=12 Pak mbteme najit
jedinou- hodnotu z € (—b,, b,), kterd m4 tyto vlastnosti (viz obr. 2):

Obr. 2
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a) QTRu y) = QA&u NY

b)y2 0250,

) y=0<=2=20. ;

Odtud plyne, Ze rovnice (5.3) m4 v intervalu D, jediné netrivislni Fefent (5. 3
které spliiuje (5.5) a podminku:

z=g(z,y) 20y S0,
pri demz
O @, y)+y pro y=0.

Dikaz tvrzeni B. rozdélme na dvé dasti.

«) Funkee ¢(z, y) je spojitd v kaZdém bods (z,, y,) € D, ktery nele#i na ose ,
b.j. 41 % 0. Oznadéme z; = ¢(x,, ¥,). Podle véty o implicitnich funkeich (viz [1],1. c.)
existuje pravé jedna funkee z ='¢(z, %), definovana v jistém okoli © ¢ D, bodu
(21, 1,), kterd splituje podminku-

Flz, y, 9(x,y)] =0 pro 2,y€D, Pz, ;) = #.

Vzhledem k odstavei A. plati identicky ¢(x, y) = @(, ¥) pro viechna z, y € O.
Podle véty o implicitnich funkeich je funkee @(z, y) spojits v .
B) Zvolme & >0 a necht G(z, —e) = —4,(z), Kz, &) = —Ay(x), Ay(z) >
>0, d,(z) > 0.
Funkce 4,(z), 4,(x) jsou spojité pro viechna 0 < z < « a nabyvaji pro
~ £ >0 jen kladnych hodnot. Nechf 4, >0, [4, > 0] znadf minimum funkece
Ay(x)[Ay(x)] v intervalu <0, x> a bud A = min [4,, 4,]. Plati implikace

G y) | <4 = |y|<e
Gz, y)+4=0

Rovniei

je definovdna pro y € (0, &) [y € (—¢, 0)] v intervalu (0, x) pravé jedna
kladné [zdporna] spojitd funkee y = #y(2)[y = 7o) (viz [1], L c.). Oznadme
71 >0, [, > 0] minimum funkee #,(x) [ | 7() | ], v intervalu (0, aya Eworm
7 = min [n;, 7). Pak je pro | ¥ | < 7 a vSechna z € <0, x>

|G, y) | = |Gz, 2) | < 4,
takZe :
. lz|= o 9| <e.

- Existuje tedy k libovolnému &islu ¢ > 0 ¢islo 9 > 0 takové, %e pro viechna
z€0,a), |y|<n E@S nerovnost | ¢(z, .S | A e. Tim je Qowm&mg spojitost
funkee @(z, y)v bods A.& 0, 0< 2 < o

Diikaz tvrzeni C.-
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Polozme Gz, y(x)] = u(x). Funkce u(z) m4 spojitou derivaci, takze podle
véty o implicitnich funkeich (viz [1], L. ¢.) m4 i funkee z(z), kterd vyhovuje
rovnici Gz, 2(z)] = u(x), derivaci pro viechna 0 < z < . Z (5.3) vyplyva,
Ze g(z, ) > 0[< 0] pro y < O[> 0]; podle (5.6) funkee y(x) pro y(x) >0 [< 0] roste
[Klesd], takie f[z, p(x, y(x))] 3= 0pro 0 % 2 < &. Z (5.10) vychézi, fe pro viechna
0 3= z < « plati rovnice .

' (x) = flz, y(=)].

Polozime-li jesté 2'(0) = 0, pak (5,11) plati pro vdechna z € (0, o>. Podle
(5.6), (5.11) pak soudime, Ze tvrzeni C. je spravné.

5° Vysledek odstavee 4° se d4 bezprostfedné aplikovat na funkei f(z, y) =
== I(z) . g(y), kterd splituje pozadované predpoklady, nebof rovnice

(5.11)

y(x) y(z)
%E§3m@u§@£wszeup
¥z) ¥(z)
%;ss&niﬁxassno

jsou vidy splnény, jestlize plati

y(z)

N%ESQQHP

G;&

V piipadé A(zx) = 0 pro viechna x € (0, > kazd4 dvojice funkei y(z), z(z) .
(majicich derivace a spliiujicich posate¥ni podminky (0) = 2(0) = 0), kters vy-
hovuje rovnici (5.2), vyhovuje také rovnici (5.12). Nebot &istednou integract
levé strany rovnice (5.2) obdriime vztah

H k(t) {gly(®)] y'(¢) — gl=()] 2'(5)} dt = 0,

odkud snadno plyne (5.12). TakZe v tomto pifpads feseni systému (4.2) mi-
Zeme hledat pouze mezi feSenimi rovnice (5.12).
Rovnice (5.3), (5.4),:(5.6) maji nyni tvar

Gly) =6(), == oly)
"= Ha) - glo(y)] (5.6

[ st
glo(y)]

o

Jestlize integral
(5.13)

diverguje, mé diferencidlni rovnice (5.6’) pouze jediné fe¥enf y = 0 (viz [2],
str. 20), takZe i systém (4.2) m4 pouze jediné Yefeni ¥, = ¥, = 0.
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Odtud plyne, Ze Picardova posloupnost (1.2),.pro kterou plati jedna z ne-
rovnosti (4.1), konverguje, jestlize funkce f(z, ) = h(z) . g(y) vzhledem k y
kless [g(0) = 0, k(z) &= 0 pro viechna z € <0, &>] a splituje podminku (5.13).

Priklad. Necht h(z) = 1, g(y) = ylog |y |, 9(0) = 0. Funkee g(y) v inter-
valu ¢ — 1 , 1
e’ e
minka (5.13) je spln&na, nebot integral

> je spojitéd a klesi. Rovnice (5.3) mé fefeni z — —¥ a pod-

dy
—_— —_——— T — (4] “—o
.\@Em:\* (log m_w\_uc

diverguje. Picardova posloupnost patiicf k funkei y log |y |, k bodu (0,0)
a k jisté vychozi funkei y,(z), vidy konverguje k fefeni y = 0 v jistém inter-
valu (0, &), jestlize v tomté¥ intervalu plati mezi dvéma po sobg nasledujicimi
funkcemi jedna z nerovnosti (4.1).
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O HEKOTOPBIX CBOMCTBAX
INOCJTEZOBATEJIBHOCTEN MUKAPJA

3IEHEK I'YCTHI

o,

+ BRIBOXH

Iycrs nocneposarenvuocts QyHwmmii ITukapra

{ga(@}, n=1,2,... (1)
NPUHAJUIeRALIAasa K hﬂ%&mcmmnsmavmezw YPaBHEHHIO
Yy = f(z, y) (2)

K Touke (0,0) u K xaroit-nm6o HagvaabHOI PyHRUME Yo(%) ¥ mycTh cnpaBe;IMBO OfHO H3
HEPaBeHCTR g

Yo 2 7 yaa@]  wmw g S [, Yay(2)].
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Ecan dyuxnus f(x, y) B cmay y moHoTomma, TO HomnociefosareasHocty Ilurapna
{ywnt+s}, =0, 1, 2, ..., n—1 cxomgares paBHOMEpPHO ¥ npefeisl Y, yIOBIETBOPAIT
cucreMe nAddepeHnuanEuNX ypaBHeHHil

Yi=flz,Yeyl, =12 ...,n — 1, ¥g = flz, ¥p_y] (3)

[ecom f(x, y) B cmy y me Boapacraer, To Hamo NpemmONATATH, UTO 7 getHoOe].

Ecan gynxnus f{=, y) B cuny y He ybuisaer, Torna (3) umeer ToTLEO TPUBUAJIBHOE Pelienne
rupa Yo=Y;=... =¥, = y(z), rae y(z) seusercs peureHEeM ypaBHeHHA (2), Takr
aro (1) cxopures.

Ecam Qymxnna f(z, y) B cuiy y He BospacTaer, T0 CHCTeMa (3) GntBaer B COCTOAHMHN HMETDH
pelIrenre, KOMBOHEHT:E KOTOPOro He copnmajfair. Ecmu f(z, ¥) B cmity y yOniBaer, To IS n=
= 2 H A HeTPHBRAJLHOIO PCIICHHA HA KaroM-iuGo oTpeske (0, ord cnpaBeIuBs HepaBeH-
crea Yo(z) > y(x) > ¥,(x). OTTyna BHTEKaOT cuenywmue ciegcrsua: a) Ecenm f(x, y)
s y < 0y > 0] B cmay y yOsiBaeT min B03pacraer {Bo3pacraer WiH yGniBaer], f{x, 0) =0,
TO cucreMa (3) Ans o= 2 MMeeT TOMBKO TPUBHANLHOG pemrenme m (1) cxoputes. 6) Ecam
dysxnnn f(z, y) Hederna, To pemenue Yy, ¥y cucremut (3) yRoBierBOpAET ypaBHEHHIO Y, =
= —Y; ¥ ramuad w3 Qynrmuit Y,, ¥, nBuserca peiieHneM ypasHeHHA ¥ = — f(z, ¥).

Ecau f(z, y) B cany y yOoisaer H mMceT HempepHBEYIO OPOU3BOAHYIO 10 MepeMeHHOH z,
10 QyRKIUE Y, ¥ YAOBICTEOPAIOT yPABHEHHIO

T Yolt), Toz)
[t [ fit, ) du = | f(z, y) dy.
0 X,(t) Yy(z)

B pampHedlieM yKazaHH yCJIOBHA, KOLAA KomnoieHts Yo, ¥, BO3MOMKHO ONpefeHTh KaK
PelieHds ypaBHeHHs

T
[ Hz, 9y dy =o.
Ty

UBER EINIGE EIGENSCHAFTEN
DER PICARDSFOLGEN

ZDENEK HUSTY

Zusammenfassung
Es sei

o 5 A@Sa»&wv n=0,12,... (1)

-

die Picard-Folge der m;:ﬂuwﬁoﬁob. die zu der Differentialgleichung

Y = f(z, ¥) (2)

zum Punikt (0, 0) und zur bestimmten »P:mmmﬂmmms._wiob Yo(x) gehort, und es gelte eine
von den Ungleichungen

Y Z Iz, Yasl@)]  oder  y < fla, Yasl@)]-
. Wenn die Funktion f(z, ¥) mit Wﬂowmwown auf y monoton ist, dann konvergieren die
Picard-Teilfolgen {Yvnts}, 8=0,1,2,...,n — 1 gleichmiBig und ihre Grenzwerte Y,
erfiillen das Differentialgleichungssystem ’

Yo =flt,¥susl, s = 1,2, ...,n — 1, ¥ = f(z, Vo) (3)
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[wenn f(w, y) mit Riicksicht auf y nicht wichst, dann muB man voraussetzen, daf3 » eine
gerade Zahl ist].

‘Wenn die Funktion f(z, y) mit Riicksicht auf y nicht abnimmt, dann hat das System (3)
nur eine Triviallésung der Form Y, =Y, = ... =Y, ; = y(z), wo y(x) die Losung der
Gleichung (2) ist, so dal die Folge (1) konvergiert.

Wenn die Funktion mit Riicksicht auf y nicht wichst, dann kann das System eine
solche Losung haben bei der die Komponenten nicht zusammenfallen. Wenn f (z, ) mit
Riicksicht auf y abnimmt, dann gelten fir » = 2 fiir die nicht triviale Losung im be-
stimmten Intervall (0, «> die Ungleichungen Y,(z) > y(z) > ¥y(x). Daraus folgen fol-
gende Folgerungen:

a) Wenn f(z, y) fir y < 0 [y > 0] mit Riicksicht auf y abnimmt oder zunimmt
[zunimmt oder abnimmt], f(x, 0) = 0, dann hat das System (3) nur eine Triviallésung
und die Folge (1) konvergiert.

b) Wenn f(, y) eine ungerade Funktion ist, dann erfiillt die Lésung Y,, ¥; des Sys-
tems (3) die Gleichung ¥, = —Y,; und jede von den Funktionen Y, Y, ist eine Losung der
Gleichung ¥’ = —f(z, y). “

Wenn die Funktion f(z, y) mit Riicksicht auf y abnimmt und wenn sie eine stetige

z  Yolt)
bv_o?gmbmhr&rm&,mmgoumﬁzmﬁ&mm,:bwomobmﬁuxfu\wﬁoﬁamorgm .\. & .\. .&9 505”

Yo(z) 0 ThY)
= .\ f(z, y) dy. Ferner werden Bedingungen beschrieben, unter welchen wir die Kompo-
Yy(z) ¥,
nenten Y, Y, als Losung der Gleichung .\ f(z, ¥) dy = 0 bestimmen koénnen.
i 6 1
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