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ROVNOVAZNE KONCENTRACIE PRI
VIACNASOBNE]J TERMICKEJ IONIZACII PLYNU

STEFAN VEI S, Bratislava

1. Uvod

Na urdovanie roznych fyzikdlnych velidin v atmosférach hviezd sa v astro-
. s . . e . 2
fyzike pousiva metéda, ktord spodiva na zistovani rovnovainych koncentrici

atomov, termicky ionizovanych v réznom stupni, pridom sa pouiva Sahova
rovnica [1]. MoZno ju hapisat v tvare

O:|u
— (n) -
Y = pK{(T), n=1,213,..., (1)
kde ¢,, €15 Cp, ... 80 rovnoviine koncentricie neutralnych atémov, jedno-

nasobne, dvojnisobne g viacnésobne ionizovanych atémov, ¢ je Tovnovazna
koncentricia elektrénov (koncentricia je urdend ako pomer poétu dastic daného

Nm@%”%:i Aw[ﬂvw \suwm
P =G ) et "

kdeg, ,, g, st Statistické vahy, m hmota elektrénu, & Planckova konitanta,
% Boltzmannova, konstanta, 7 teplota a I, =g, — £y n—1 €Nergia n-tej ioni-
zicie atému, .
. Sahova rovnica v tvare’ (1) neberie do uvahy vplyv vzdjomného pésobenia,
i6nov. V désledku toho nepodéva spravny obraz o rovnovéinych koncentrd-
cidch i6nov ani pri pomerne nizkych tlakoch.

B. L. Timan vo svojich précach [2, 3, 4] uvazoval o vplyve vzijomného
Pbsobenia idnov ang, zdklade tedrie Debye fmﬁa_m&oﬁa.u ktors predpoklads, fe

Vvzajomné posobenie idnov je coulombovské, odvodil spresnenti Sahovu rovnicu
v tvare

n—l1

C e,

Tt = PRP(T) exp(— (72 — 72, +-1) [e* IRCeabaEmy. ()
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Debye—Hiickelova tedria sa stéva, pre vyssie tlaky a pre nie velmi vysoké
teploty nepouzitelnou. Pri vysiich tlakoch je vzajomné posobenie idnov efte
vyraznejiie, lebo pri velmi malych vzdialenostiach nie je vzijomné poésobenie
iénov medzi sebou &isto coulombovsks.

Takto sa pred nami vynoril problém Presnejsie zachytit vplyv vzajomného
pdsobenia iénov. Debye—Hiickelova teéria viak nediva moznost daldieho
spresnenia. MoZno ho dosiahnut len na ziklade teérie N. N. Bogolubova.

2. Volna energia tplne ionizovaného plynu

Bogolubovova, teéria [5] pre Ztatistické systémy nabitych dastic vzijomne
na seba pdsobiacich dovoluje postavit Statistickd tedriu koncentrovanych roz-
tokov silnych elektrolytov[6, 7, 8], ktora je bez nedostatkov Debye —Hiickelove;j
tedrie. Vysledky ziskané na ziklade Bogolubovovej tedrie pre koncentrované
roztoky silnych elektrolytov mo#no s uspechom pouzit aj pre tplne ionizovany
plyn. Prednostou tejto teérie je, %e m4 platnost v Sirfom tlakovom intervale
nez tedéria Debye—Hiickelova. Zatial ¢o Debye— Hiickelova teéria plati len pre
velmi malé koncentricie, vysledky vyplyvajtce z novej tesrie st v dobrom
stlade s experimentom aj pre vysSie koncentrdcie. V désledku toho diva
Bogolubovova tedria moznost presnejsie urdif rovnovazne koncentracie aplne
ionizovaného plynu prave pri vyssich tlakoch. ‘

N. N. Bogolubov ukizal, e pri vzijomnom podsobeni iénov, ktoré uvidza
Coulombov zékon, mo#no uréit len nulté pribliZenie bindrnej funkecie roz-
loZenia, ktoré pre velmi malé r je divergentné. V pripade ziskania dalgicho
pribliZenia na zdklade coulombovského vzijomného pdsobenia sa t4to diver-
gentnost zvidsuje. Z tohto dévodu, ak by sme pouzili v Bogolubovovej teérii
Pbre vyjadrenie sil vzdjomného pdsobenia medzi iénami len &isto Coulombov
potencidl, ziskané vysledky by nepresahovalirdmec jednoduchej Debye—Hiicke-
lovej tedrie. A

Pri vyssich tlakoch a dostatoéne vysokych teplotich v tplne ionizovanom
plyne prevldda vzijomné pésobenie i6nov len na velmi malé vzdialenosti, pri
ktorych sa vyluduje existencia Sisto coulombovskych sil. Preto treba Coulom-
bov potencial nahradif potencislom, ktory by uvaZoval sily pdsobiace medzi
i6nmi pri velmi malych vzdialenostiach, bliziacich sa k nule.

Zo vieobecnych kvantovomechanickych predstiv, ako aj z empirickych
udajov mozno tento potencial vyjadrif pomocou potencidlnej funkeie vzajom-
ného pésobenia iénov v tvare E )

€,8,
7

Pup = [1 — A(r) e~or], (4)

kde & ~ 108 cm~2, A(r) je funkcia bliZiaca sa k 1 pre r — 0. Tento potenciél
vzdjomného poésobenia pri dostatoéne velkych  prechidza v Coulombov po-
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pripade uvazuje odpuzovacie sily.
. VySetrime na zéklade womoH.:wo<o<m._. tedrie tiplne ionizovany plyn a odvo-
Q:.Bo vyrazy pre volnt energiu, resp. chemické Ppotenciily ionizovanych plynov
bri pouZiti zjednodugeného VyTazu pre potencidlnu funkeiu vzijomného péso-
benia, a to v tvare
€€y
r

Pap = (1 — e, (5)

M@:N/Na ”&MN&Z& ”Ow . E Amv

a

kde N, ‘uo woam.a 10nov a-teho druhu g ¢ — 1,2,...,ss0 indexy druhov iénov.
Volnt energiu Systému moZno urdif na ziklade rovnice

is oF
@HQ.T%m]%. (7)

Integréciou tejto rovnice dostaneme

energie omwoi&.ﬁ.mo&. idedlnemu systému a dast odpovedajticu vzdjomnému
Pdsobeniu iénov podla (5) .

T
Fu+F, His\ﬁg@. _—

Strednd energiu U uréfme Pomocou Gibbsovho rozlofenia

1 K U
Py=—expl_ K _Ux
¥y P ﬁ T .E_v
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kde X je kinetickd energia, N celkovy podet Sastic v systéme a Uy je dané
vzfahom

Uy =32 pulry). (9)

1<ac<s
1<bxs

1Si<N,
1Zjs AN,

Vypodtom sa dé ukdzat, ¥e strednii energiu U mo#no tie# rozdelif na 2 dast

(]

Q HIQI& +r~d\»~5 AHOV

kde U,, je strednd energia odpovedajica idedlnemu systému @dz stredna
potencidlna energia vzijomného pésobenia iénov. Dosadenim (10) do (8)
dostaneme pre dast volnej energie v désledku vzdjomného pésobenia iénov
tento vztah

F, HIS\MES (1)

Podla [8] mozno U, pisat ako

- 4 1
Uy = 2, 5 NeNo [ gult) Fufr) 1= (12)

a, b

de V je objem a F,(r) je bindrna funkeia rozlozenia.
V pripade symetrického elektrolytu, teda aj v najom pripade binirna funkeia,
rozloZenia v prvom pribliZeni [8] je . )

v2 s

Nﬂav =1 l_l Q.HqulTﬂNvm?
alebo '
€ PP el — e

Fo,=1—uy
dnc ) e2n, P — ¢ r
c

5 - (18)

kde vyznam symbolov v tomto vzorei je uvedeny v pracach [6, 7], v = VN,
V je objem systému a N celkovy podet iénov; n, = N, [N koncentricia dastic
s-tého druhu; p?. ¢ =a12, p? + @* =0o2 a

1, _2 3
;,x1<m1w3§v

je Debye—Hiickelov polomer.
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Na zéklade wozm:&m bindrnej i Zeni Uy
j funkeie rozlozenia (13 Z g
upravit do tvaru (14) moino TR Y

Uy =—za3n2 w&MLFJQI#V e
' =\ p¢  pg+a(ptq+a (14

Po dosadeni (14) do (11) dostaneme
e ‘
Fo=—% M N Zi[I, — 1),
pridom
: a7
NH = e 2c »
VT

, ar
= aﬂuﬁ\h/fmm.~w+% m.ﬁ\ 2 7’
yple T telr ]

kde a =rJ¥T a ¢ = l/x a. !
Po integracii integrilov I, a I, » dostaneme pre volnt energiu F, vyraz

== Enall ]y (5o -5v)+4]) (15)

a 2ac?

o,
Chemicky potencisl H, je dany vztahom

; JA%
Yo =aw.l, , (16)

&' cast chemického potencidlu zivisls, od vzajomného pdsobenis, iénov 4 je
) ‘ae

__[oF,
\&&a’. %’a ﬁ.a..

Poderiviciia prislugngch vypottoch dostaneme pre orwsmo_a.\ Potencidl y,, vyraz

1 - . 1

Hoe = ——e 7 o1 — .
: — )
&g

2
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Chemicky potencidl u, n-ndsobne ionizovaného plynu dostaneme dosadenim
za 7, do (17) a pripoditanim g,

1 deyn 14
— . a2 D2 — 72
Mo = lnia 2 € N:Rnw _H“— |T okT AsMNo—Nsv g w. Aﬂmv
Tento vztah pre chemicky potencisl prejde do vyrazu vyplyvajaceho
z Debye —Hiickelovej teérie, ak rozvinieme vyraz v hranatej zitvorke do radu
a obmedzime sa na prvé dva &leny
322w i
Hn = fnsg — wIQW\ AM DiZ})

¢o je vyraz pre chemicky potencisl pouzity B. L. Timanom v prici [4].

3. Vplyv vzajomného posobenia iénov na ich rovnovazne koneentracie

Nech sa plyn nachod{ za teploty, pri ktorej sa dosiahne rovnoviha medzi
atémami ionizovanymi do n-tého a (n — 1}-ho stupiia. Vtedy pre chemické
potencidly musi platit rovnicd

Bn 0 =ty y, (19)
kde x, , a u, st chemické potencidly (n — 1)- a n-ndsobne ionizovanych

atémov a u chemicky potenciil elektrénov. .
Z rovnice (18) po dosadeni u,;, z [4, 9] dostaneme tieto vyrazy pre chemické

potencidly: .

| ; |
=k p, — BTV S exnl — BN i 2
£ & OXPl T p

2rch?
— w%.mma T — T + AMMH » %..NWVE-&“ (20a)
Yoy = BT In'p,_, l,g_nxsmm%\m ! ) ei — le,ﬁ — kT In kT —
— w%leaT - ﬁ 14 w@ﬁ 2 ?N&J,WV ; . (20b)
4 =kTInp, — S_smwﬂ%ﬁm mvl KT In BT —
- e
~ g ,T [+t (<2 pz2) | “ (200)
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Uogmmﬁg vyrazov (20a, b, ¢) do (19) a po jednoduche;j uprave, ak prejdeme
od ,ﬁ.mkoEF%or tlakov ku koncentrécidm podla vztahu p, =¢,p, dostaneme
rovnicu pre rovnovasne koncentricie (n — 1) - a n-nisobne ionizovanych

Cpn—

) Lo g = ]
= = pKM(T) exp Al MAN“., /- CWWT !T €+ deym A.M %_.vaﬁ wt

kT

kde K&(T') je dané rovnicou (2). &

Ak eommo@m plynu je »&EV Ze v plyne sa nachodia v podstate atémy (n — 1)-
nasobne ionizovans, tak stidet M P2 cez vietky druhy iénov v Plyne mége

byt nahradeny pribliznym vyrazom PraZi_; + p,, kde P. je parcidlny tlak
elektrénov, ktory mo#no vyjadrit ako p, = (n — 1) p.y. Na ziklade toho
mozZno pisat .

2 P8 =P T A Dy = Do (B o — 1) — P B+,
Ppretoze plati
P& Pu +p, =np,,,
kde p je o&Woﬁw.ﬁmw. Po uvézeni tychto zjednoduseni a dosadeni do (21)

dostaneme

Cna 1 e%x
ore PP M expl— Lz ) |1~

_ 4e TP e -4
(1422 Gyt n ) # | (22)
Z tejto rovnice mo#no rozvinutim vyrazu v okrihlej zdtvorke do radu
a uvazenim len prvych dvoch ¢lenov dostat vztah (7) v prici [4].

Obrétme sa teraz k blizsiemu vySetreniu pripadu rovnovéhy pre jedno-
nasobne a dvojnisobne ionizovany plyn. Rovnica, (22) prejde pre n=2do tvaru

M’w H%N%xnﬁv“w%w “l MMW.RT - A 1 x_rQMIM_ w\a’%v-ﬁv (23)

Ak vyraz v okrihlej zdtvorke rozvinieme do radu

de  — -w . wﬁ\m. — 6e?mr 20e*yYmd
H = —
A 7 VP v V=arip+ (kTP — A&%\m P+

a dosadime do (23), mmmnmﬁogm

< o 48 ynp[ 3¢ Vrp.  10ex |
L — pKgep /4 p ~ 4
v (T) 8%" (kT2 T kT (kT2 " u_— ’ (24)
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alebo ak oznadéime

.
A4, = — 40 fmp ,
(kT
_ 3efm
kAw - *xET MHv
_ 10e?np
kAu - AOnNh%vM k&.uu
mdzZeme rovnicu (24) pisat
2L — pEP(T) oxp {4, + Ay + 4y + ...} (25)
2

Ako priklad vySetrime z4vislost stupiia ionizicie dvojnisobne ionizovanych
atémov kyslika (potencigl dvojndsobnej ionizécie je 35,1 V) pri teplote 20 000°
a tlaku a% do 2000 atm. Vyrazy :

4, 4;, a A, v exponente rovnice 1
(25) pre rézne tlaky udava tab. 1,
kde stlpce 2, 4 a 6 udsvajii expo-
nenty prvého, druhého a treticho
pribliZenia pre exponent v rovnici
(23), ktory je uvedeny v stlpei 7.
Vietky hodnoty exponentov st vy- - 0.1

poditané pre tlaky a% do 2000 atm. /./ . <
Opravné koeficienty — exponen- // /JH%
cidlne vyrazy — ktorymi treba na- : PN

sobit vyraz pK#(T)v Sahovejrov-
nici pre rézne tlaky, st uvedené

na obr. 1 v zivislosti od tlaku. 0,01 _
Koeficienty vyplyvajice z rovnice 0 500 1000 1500 Hfatmy
(23) v zdvislosti od tlaku VYtVa-  Obr.1. Zévislost opravného koeficientu pre
raji krivka 5. Krivky 2, 3 a 4 kyslik O pri teplote 20 000° od tlaku : 1 bez
s prvé, druhé a tretie priblize- vzéjomného pésobenia iénov; 5 so vzédjomnym
nie, kde krivka 2 je totoZnd s vy-.  Dosobenim ISTi6v 2, 3 a 4 prvé, druhé
i L s - a tretie priblifenie krivky 5.

sledkami ziskanymi v praci [4] . .

V pripade tak vysokej teploty v
bude plyn tplne jednondsobne ionizovany a podet dvojnisobne lonizovanych
atémov bude velmi maly. Za tohto predpokladu mo¥no ur&it stupedt ionizs-
cie «, mdo._.z%mo_uzo, ionizovanych atémov. Stupeti ionizicie &, urdime ako po-
mer N,/N, kde N, a N je podet dvojndsobne ionizovanych atémov a podet até-
mov pred ionizdciou. .

6 2(1 — &)
e oy

(26)
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Tabulka 1

Hodnoty exponentov pre postupné priblienia v tlakovom intervale do 2000 atm.

Exponent
podla (23)

7

kAu +.»A.u+kﬁu

6

—0,927 —0,010 —0,937 —0,936

—L256 | —0027 | 1283 | 1580
300 1767 0,280 —1,487 | 040 —1,636 | —1.529
500 2’981 m“wmw lw.mmm i asy | Thm2e
—2, i —1, —0,108 | —17920 | 1900
600 —2.499 0,661 1,038 0,13 ; y
2 ’ i, —0,139 ‘N. 7 S
R
—2, , —o, —0,2156 | —.2353 | 9’304
900 —3,061 0,841 2,920 0.2 ; )
Y . - —0258 | 2478 | o414
1000 —3.296 0,934 2,292 . .
! / 58 —0,301 —2593 | 2’51
1100 —3384 1,028 2.356 1 ‘818
L . —2, —0,347 | 2703 | o461
1200 —3.534 1.121 2,413 . 7S
5 : —9, —0,395 | _27808 | 270
1300 —3.678 1.215 2,463 1 788
. 215 | 9 —0,446 | 29909 | _a'7
1400 —3.817 1,308 2,509 : 200
) , —o, —0,498 | 30007 | _o7g
1500 —3,951 1,402 2.549 0 ; o
S ; —2, —0,552 | 37701 | o4
1600 —4.081 1,495 2,586 : ‘013
. : —2, —0,609 | —3195 | _3%
1700 —4,206 1,588 2,618 ; 06
s ' —2, —0,667 | —3285 | _3
1800 — 4398 1,682 9,646 ; Ve
; i iy —0,726 | _ 337 —
1900 — 4,447 1,775 —2,672 | —0787 lm.»mw lwmww

2000 —4,562 . —0,850 —3,543 | 3272

Tabulka 2.

Hodnoty stupia ionizécie v tlakovom intervale do 2000 atm.

&y Stupen ionizdcie

Tlak
?&Wﬁ ) podla podla prvé _ druhé tretie
rov. (1) Tov. (27) pribliZenie | pribliZenie pribliZenie

100 9,27 23,63
200 4,64 16.67
M% 3,09 14,25 .
2,32 13,06 : 1
500 1,85 - 12,39 18,15 _wmw
800 1.55 1198 18,80 10,73
700 1,32 11,74 19,69 10,24
00 1,16 11,60 20.75 9.83
200 1,03 11,52 21,98 9,48
%oo 0,93 11,48 2334 9.17
e | g | OHE ) omm | x|
; y 26,46 8,63 12,81
1300 0,71 11,56 28,2 g ¥
1 i 29 8,38 13,08
1400 0,66 11,62 3 X .
\ X 0,11 8.14 13,38
1500 0,62 11,70 32,1 1 ;

v , 10 )13 7.91 13,74
f e | owm | M) gm | 4
wwmo 0,52 11,97 39,04 “%wm
1o 0 0,49 12,09 41,64 15.51

00 0,46 12,22 44,40 :
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Z rovnic (23) a (26) a uviZenim, e «, < 1, dostaneme pre «,

oy = 2 pEO(T) exp A 2 M[w T _ A 14 MIW d@v-ﬁv @7
alebo
oy = 2[pKP(T)exp {4, + 4, +- A+ ...}, . (28)

kde vyrazy 4,, 4, a A, pre rozne tlaky st uvedend v tab. 1. Hodnoty «, pre
tlaky do 2000 atm. st uvedené v tab., 2.

Pre porovnanie st hodnoty «, vynesené na obr. 2 v zavislosti od tlaku do
2000 atm. Krivka 1 uddva zdvislost o, od tlaku podla Sahovej rovnice. Krivka 5
uddva o, vyplyvajice z rovnice (27). Krivky 2, 3 a 4 uddvaja prvé, druhé
a tretie pribliZenie zavislosti «, od tlaku. Ako vidiet, stupefi dvojnisobnej
ionizdcie v désledku vzajomného -pdsobenia idnov je znadne vy3si, ako to
vyplyvazo Sahovej rovnice. Stupeti ionizdcie &, vyplyvajtci z Debye —Hiicke-
lovej tedrie — nafe prvé priblizenie (krivka, 2) — je vsalade s hodnotami vyply-
vajicimi z rovnice (27), ale len pre :

nizSie tlaky. Pre vysiie tlaky sa .
tieto rozdiely znadne zvadsuja. Druhé ia Mm. » \\ .
pribliZenie (krivka 3) sa priblizuje 2

edte viac ku krivke 5, najmi v ob-
lasti nizkych tlakov, ale z druhej
strany krivky. Je to spésobené tym,
Ze vyraz v exponente je konver-
gentny pre

30

20 fAX
q =
ale len relativne. Cleny tohto roz- 70P e S —
)
voja menia svoje znamienka. V d6- iy e
sledku toho postupné priblizenia sa "
blizia k vyslednej krivke 5 a okrem 0 re 00 75007, 7., 2000

toho prechddzaji z jednej strany viclost o e )
. druhd. {klad treti Obr. 2. Zavislost stupiia vojnésobnej
WH.:NW% na uhd Napriklad tretie ionizécie kyslika O pri teplote 20 000°

pribliZenie AE:NWW N.CWHV lyva s kriv- od tlaku : 1 bez vzéjomného pésobenia
kou 5 v dostatodne &irokom tlako- idnov; 5 8o vz4jomnym pdsobenim iénov;
vom intervale. 2, 3 a 4 prvé, druhé a tretie pribliZenie

Na zédklade toho vyplyva, #e hod- krivky 5.

noty pre-stupeil dvojndsobne;j ionizé- .

cie uvedené v préci [4] st najmi pre vyidie tlaky omnoho vidsie. Pre vysgie
S&m% sa vlak zaénl prejavovat vo videj miere odpudivé sily pri vzdjomnom
pdsobeni i6nov, pretoze sa v dosledku vysokych tepldt a tlakov dostavaji

do velmi malych vzdialenosti. Vplyv tychto odpudivych sil sa prejavuje opag-
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nym Géinkom ne sily pritazlivé, a preto hodnoty «, s pre vyigie tlaky mengie,
ako sii uvedené v Prici [4], ale podstatne vadiie, ako uddva Sahova rovnica.

.H_o@ E»Nowwmu.ﬂm vyplynie aj z toho, se prvy é&len rozvoja v exponente A4
— nase prvé priblizeniec — je totoiny s exponentom v prici [4]. Timanovo

Vv prvom pribliZend.
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POBHOBECHBHIE NOmEmI.:::rHSS B CJIYUAE
MHOTOKPATHOH TEPMUHYECKON
HOHU3ALLUY FA3A

MTE®AH BEIC

Busommr

B hom.::mmo NPHEBOIATCH YycosepmieHCcTBOBamEOE Ypasrerme Caxa gan POBHOBECHHIX KO-
UeHTpaueid WOHOR B CIydae MHOTOKpaTHOIL TepMAecKolt wonmsammy Taza. Ilpm Gonwmmmx

Cn—y (n) 1 2 )
= pK A 1t ml 2 ex de 7
e —PE? ( V%L 5 Zn N,1+:§T|?+§ %ANNLTT:V %

50

THe ¢, Cp—y, C4 POBHOBECHEIE KORIEHTPALHMH JICKTPOHOB, (2 — 1) W n — KpaTEO HORmIO-
BaHHKIX aTOMOB, P [aBIleRHe, NM;ASV KOHCTAHTA PABHOBECHS, e 3apay 3JIeKTpoRa, k mocrto-
AHHan BonemMmama, o Komcramta ~ 108, T reMueparypa, Z,.,, Z, ueane gmcia MAaHHLIe
COOTHOWIERYEM €; = Z;.e, Tie e; 3apay t— KPATHO MOHHM30BAHHOTO ATOMA.

EQUILIBRIUM CONCENTRATIONS AT MULTIPLE
THERMAL IONIZATION OF A GAS

STEFAN VEIS

Summary

In this paper, the exact Saha equation for the equilibrium concentrations of ions
at multiple thermal ionization of a gas is given. For higher pressures and temperatures,
the Saha equation is not valid, and the influence of the interaction of ions has to be con-
sidered. This interaction may be expressed by means of the potential based on the equa-
tion (§), which, for high values of r, assumes the form of a Coulomb potential, whereas,
for very small values of r, it comprises both exchange and polarization interactions. The
exact Saha equation may be written

Cnt "

. i1 s 2 4 -
1 — pRYT) ﬁll.mﬁlmml +yif1— ?+ = YR a, +n—1) %

where ¢, ¢,y, ¢, are the equilibrium concentrations of electrons and atoms with a degree
of ionization of (n — 1) and n, p the pressure, NM;QJ the equilibrium constant, ¢ the
charge of electron, k& Boltzmann constant, « & constant ~108, T the temperature, Z,_,,
Zy, are integers given by the relation € = Zji . ¢, where ¢; is the charge of an atom with
& degree of ionization of i.
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