ZPHMZ.?.HHOWO-M%NHW%HZM\ CASOPIS
ROCNIK VIIL : CIsLO 1

POZNAMKA O SEMIHOMOMORFISMECH
>HHMW2>HH<ZHOE OKRUHTU .

VACLAV HAVEL, Brno

1. K. Hua dokézal, e pro asociativni okruhy je pojem semihomomorfismu
rovnocenny s pojmem homomorfismu piimého anebo nepfimého ([2], véta 1).
I.. A. Skornjakov ukédzal na p¥ikladé, Ze piedchozi ekvivalenci nelze prenést
na okruhy alternativni (viz [5]). Ukolem této poznamky je najit nutnou
a postadujicf podminku pro to, aby zmindnou ekvivalenci bylo mo#no pfenést
i pro okruhy alternativni. Takovéto nutné a postatujici podminka mé téZ
geometricky smysl: Staudtova projektivita®! moufangovské pitmky o cha-
rakteristice == 22 se samodruznym bodem nulovym, jednotkovym a nevlastnim
je totiZ rovnocennd se semiautomorfismem soufadnicového alternativniho
télesa (viz [1], tvrzeni 3 a 4). A tedy zmindna nutné a postadujicipodminka
bude té% charakterisovat p¥ipad, kdy popsanou Staudtovu projcktivitu Ize
vystihnout pfimym anebo nepfimym automorfismem alternativniho télesa.
Autor dgkuje srdeéné docentu Dr. J akubikovi za jeho cenné piipominky.

Alternativni okruh je mnoZina s bindrnim sediténim a nasobenim, jejiZ
viecky prvky tvorli abelovskou grupu vidi seditdni, pfi Semz dale plati oba
distributivni zdkony pro nisobeni nad seditinim a identické rovnice x’y =
= z(xy), zy? = (2Y)y. Alternativni okruh d@auf\m se alternativnim télesem,
kdy?% existuje aspoil jeden nenulovy prvek a kdyZ ke kazdému nenulovému
prvku a a ke kazdému prvku b existuji jednoznadné uréené prvky z, y, pro néz
ax = b = ya. Je-li ¢ zobrazeni alternativniho okruhu A do alternativniho
okruhu B bez ddlitelt nuly, pak zkoumejme tyto podminky: .

(z 4 y)° = x4 y°, (x%)° o 2939, (zyx)° = x°y°x® * pro viechna x, y € A; (1)

(x + y)° = 2° + y°, (xy)® = x°Y° pro viechna x, y € 4; (2a)
(z'+ y)° = 2° + ¥°, (vy)° = y°x® pro viechna z,y € 4  (@2b)
2o (y*(xy)°) = (x°y°) (zy)° pro viechna z,y€4. =~ (3)

1 T.j. oboustranné zobrazeni, reprodukujici harmonické Stvetiny bodi.

2 T, j. pfimky, lefici v ‘n&které rovin¥, v ni% plati obecnd mald vita Desarguesova
a v ni¥ viecky tplné Styfrohy maji nekolinedrni diagonalni vrcholy. <

8 V alternativnim okruhu plati identita (yx) = (zy) %; viz {4, formule (7) na str. 158.
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Tvrzeni. Podminka (1) je rovnocennd s (2a) anebo s (2b), pravé kdyZ plati (3).

Dukaz. 1. Necht plati (1) & (3). Navazeme na postup, ktery pou#il pro
asociativni okruhy L. K. Hua v prici [2] pfi dikazu véty 1. Plati identita
(ab) ¢ + (cb) a = a(be) + clba) = (@ + ¢) bla + ¢) —aba — cbe? Tedy podle
(1) jest

((ab) ¢ + (cb) @)® = (a°b°) ¢* + (¢b) @ (4)

Dilo plati v,y = (@b — a®b°)((ab)e — b%*) = (ab)(ab)® + a2(b°) a” —
— ((a°b°) (ab)® + (ab)*(b°a®)). Podle (4), kde ¢ = ab, podle (3) a déle podle (1)
jest v, = ({ab)? + ab’a — (ab) (ab) — {ab) (ba))’, & tedy podle poznimky * pod

v

garou jest v, = 0- Ponévads v B nejsou zadni délitelé nuly, jest
pro kaidé a,b € A budto (ab)® = a®b® anebo (ab)’ = bea”. (5)

Necht nyni existuji takové prvky ¢, d € 4, pro néz (cd)e = c°d® =+ d°c’. Pak
pro keidé z € 4 plati (zd)° = z°d°.

[Kdyby tomu toti# tak nebylo, pak by z (5) plynulo pro jisté z € A (zd) =
— Joz° < z°d°, takie dle (5) 2 dle ¢°de % d°c® bylo by ¢’d’ + dox® = (cd)® +
+ (xd)°, coZ by se dale rovnalo budto vyrazu (¢® + z°) d° anebo vyrazu
de(c® + x%). Prvni vysledek odporuje pak nerovnosti d°z° = z°d®, druhy
vysledek predpokladu cod® %= dc°.]

Obdobné dokéZe se platnost rovnice (cx)® = c°x® pro kaZdé z € A.

Necht nyni existuje v A dvojice prvki, splitujicich rovnici (zy)® = 2°¥°
i dvojice prvki tuto rovnici nespliiujicich; posledni dva prvky oznatme c, d.
Jest (cd)’ = dvge % ¢°d°. Obdobné jako v predchozim vyplyvé platnost rovnic
(zd)y = deas, (cx)® = x°° pro kazdé x € A. ~
. Pak Vgpza=0a%" + acd® + ¢b° + &0 = ((@ + )(b + d))°. Déle jest budto
Vo on e (@0 + 800 + 3 anebo Vey53 = (O + d) (@ + )

Oboji vede ke sporu. Tedy z (1), (3) plyne budto (2a) anebo (2b).

Necht plati (1), nikoliv viak (3). Pak existuji prvky a,b€ A tak, Ze
(ab®) (ab)’ = a°(b°(ab)°), a tedy ©éZ 0,5 = 0. Ponévadz v B neni dslitelt nuly,
jest a®b? == (ab)® == b%a’. Tedy neplati ani (2a), ani (2b).

II. Provedeme jesté jiny dikaz predlozeného tvrzeni, aviak pouze Ppro
alternativni télesa A, B a pro oboustranné zobrazeni o. Budeme apli-
kovat postup, ktery wiil G. Pickert v knize [4] pfi dikazu véty 22 na
str. 121. :

Nejprve poukaZime na to, e pro prvky a, b, c(c = 0) z alternativniho télesa

4 V alternativnim okrubu plati identita (zy)(yz) = zy*z; viz [4], formule (18) a (20)
ne str. 160. — Plati-li pro prvky =, ¥, 2 alternativniho okruhu rovnice (xy)z = z(yz),
‘pek tyto prvky vytvotuji asociativni podekruh; viz [4], véta 5 na str. 161, Tedy z rov-
nice ac (be (ab)e) = (a° bo)(ab)e plyne téZ rovnice ((ab)obs) a? = (ab) (boas).
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plyne z rovnice (ab) ¢ = a(bc) téZ rovnice (ab) ¢! = a(bc™1).* Pro kazdé ne-
nulové z € A plati rovnice
(1) = (z) (6)

[Nebot z rovnice (x + y)° = x° + y° plyne pro x =y = 0 t67 0° = 0. Déle
2 rovnice (zx)° = &°x° plyne pro z = 1 rovnice 1° = 1919, a tedy budto 1° =0
anebo 19 — 1. ProtoZe zobrazeni o je oboustranné, jest 1° =1 a déle 6%
x° % 0 pro kaZzdé nenulové x € A. V rovnici (zyz)® = a°y°a® poloime Z + 0,

— z; dostaneme z° = 2°(x71)°2°, & tedy téz (z2)° = (=)™ jak bylo do-
kézat.]

V rovnici x°z° = {zz)° nahradme x vyrazem ¥ -+ ¥; PO kratkém vypodtu
odvodime rovnici

(zy)® + (yz)* = 2”y° + y°x° Ppro kazdé =, yEA. %)

Podle rovnic (xyx)® = z°y°x°, (6), (xy)™" = yiz 18 jest pro nenulové
z,y €A (yx)° = (x(y(ey)~y)2)’ = 2y ((zy)°)1y°) &° = (2°9°) ((2y)) H(y°a") ]
Tedy podle (7) jest z°y° + y'z’ = (zy)° + (2°¥) ((zy)"y ™) (y°a°), 2 tudiz
((xy)® — x°Y°) (zy)°)(zy) — y°x®) = 0. Odtud vychézi jako vysledek, Ze
pro viecka nenulovd z,¢ € A jest vidy budto (zy)’ = =Y’ anebo (ry)® =
= y°z°. Dalsi postup shoduje se jiz s postupem v &dsti 1. Vychézi opét, Ze plati
budto identita (xy)® = x°y° anebo identita (zy)® = y°z°.

Necht nyni plati (1) a neplati (3). Tedy existuji prvky a, beA tak, e
a’(b°(ab)®) == (a°b°)(ab)’, & tedy té% podle poznémky ° pod &arou plati, polo-
sime-li d = ((ab)°)~2, nerovnost .

a°(b°d) == (a°b°) d. (8)

Z (8) plyne daile (a(b°d)) (b°a°) =+ ((acb°) d) (b°a®) = . U.&m plati e =
= a%(b°db®) a® = ((a°(b°d) b°) a° = (a°(b°d)) (b%a),® takZe

e[ 9

Pro libovolné nenulové prvky z, y € 4 plyne z rovnice (7) postupem obdob-
nym k postupu za rovnici (7): -

2y + e = (ay)® + 2 (@y)) Y 7 (10)

5 Plati-li v alternativnim t&lese pro prvky @, b, ¢.rovnice (ab) ¢ = a(bo), pak prvky a»
b, ¢ vytvéieji asociativni podtsSleso. (Viz [3], odst. 4 na str. 428.)

¢ Viz (3], formule (8a) na str. 418. :
7 Zde uplatnime rovnost a(bc—1b) a = (abc—1)(ba), kterd vyplyvé z relaci (eb) ¢ = a(be),
¢ == 0; plati-li totiZ v alternativnim t&lesu (ab) ¢ = a(be), pak prvky a, b, ¢ vybvéreji
asociativni podtgleso. Viz [3], odst. 4 na str. 428. PoloZime & = 29, b =yo, c=(zy)°.

8 Uzili jsme identit x(yzy) = (x(y2)) y, resp. ((xy) 2) & = (xy){zz); viz [4], formule
(18) — (20) na str. 160. ) .
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7 (9) & (10) plyne kone&né 0 = —a%° — boa® + (ab)’ + e F —a’b® — b%a® +
sy f = (((ab)y — ac) d) (@b)e — brac), o tedy (ab)® ', (ab) & brar.
Dostavame hledany spor. Tvrzeni je dokizino, aviak nyni pouze pro alter-
nativni télesa a pro oboustranné zobrazeni o.
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3AMETKA O IIOJAYTOMOMOPOU3MAX
AJITEPHATVUBHBEIX KOJEI

BAIIJIAB TABEJ

BruiBognl

B stoit 3aMeTie BCCAeXyerca Heo6xoMOe ¥ JOCTATOYHOe YCJIOBMe il PABHOCHIIBHOCTH
mowyromomopduama ¢ TPAMEIM WK HeIIPAMEIM TOMOMOPOHAMOM MKy ABYMA ajITePHATHE-
HBIMY KOJBLIAMHA. JTHM yCIIOBUEM ABIACTCA BHIIOMHeHHe ToMKecTBa as ( b (ab)) = (ao bo) (ab)e
A Beex a, b H3 oTo6paKaeMOI0 AJTePHATHBHOTO KOIBNA, I/e ¢ mceaenoBaHHoe oTobpa-
senme. JLiA OKA3ATENHCTBA NIPAMEHFACTCH merox JI. K. Xya u I'. linrepra.

_ EINE BEMERKUNG
UBER DIE SEMI-HOMOMORPHISMEN
DER,ALTERNATIVRINGE | .

VACLAV HAVEL

Zusammenfassung

In der Bemerkung handelt es sich um eine notwendige und hinreichende Bedingung
fiir die Gleichwertigkeit der Semi-Homomorphismen mit direkten oder indirekten Homo-
morphismen zwischen pullteilerfreien Alternativringen. Die erwéhnte Bedingung ist die
Tdentitit -av (bo{ab)?) = (acbs )ab)e (fiir alle a, b aus dem abgebildeten Alternativring),
wobei ¢ die untersuchte Abbildung ist. Zum Beweis -verwendet man die Methoden von
1. K. Hua und G. Pickert.
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