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O REPREZENTACII JEDNODUCHYCH POLOGRUP

JAN IVAN, , Bratislava

Uvod

Clainok nadvizuje na autorove price [1], [2]. Jeho obsahom je riefenie nie-
ktorych otdzok tedrie reprezentdcie tzv. jednoduchych polograp typu A4,
t. j. takych kone&nych jednoduchych pologrip bez nuly, v ktorych sigin
lubovolnych dvoch idempotentov je opit idempotent (pozri definiciu 1.4 v [17).
Ukazuje stvislost medzi direktnym rozkladom takejto pologrupy aj jej re-
Prezenticiami pomocou matic. Ide tu vlastne o aplikdciu viet o radikali
a polojednoduchosti direktného stdinu algebier z [2] na algebru jednoduchej
pologrupy 8 typu 4 nad komutativnym telesom charakteristiky 0, ktors je
hlavnym predmetom $ttdia v tejto préci.

Algebra koneénej pologrupy S nad telesom K sa utvor; podobne ako algebra
konednej grupy (grupovy okruh). Vo vektorovom priestore nad K, ktorého

n
prvky st formilne sutty M As;, kde 2, € K a s(s — L,2,...,n) st elementy
i=1 )

pologrupy S, definujeme ndsobenie takto:

n

A,.MH&..EV AMz., Bisi) = M ( 2 xuB)s.

= =1 i=1 8.8, = 8;

Tento vektorovy priestor je zrejme algebra rddu  nad telesom K. Ttito algebru
nazveme algebrou pologrupy S nad telesom K abudeme ju znadit znakom g (S).
V celej prici budeme predpokladat, %e K je komutativne teleso charakte-
ristiky 0. . .

Pod reprezenticiou I stuptia r pologrupy S v telese K budeme rozumief

homomorfizmusg
S~ 8%,

kde 8* je multiplikativna, pologrupa matic stupiia r nad telesom K. Vypripade,
Ze zobrazenie § na §* je izomorfné, budeme hovorit 0 izomorfnej (vernej)
reprezentdcis.
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n
je reprezenticia, koneénej pologrupy S v telese a nech g = M 08 (0, €K,
i=1

5; € 8) je lubovolny element 7 algebry 9, (S). Potom zobrazenie [':

bude Zrejme reprezentécion algebry 9 «(S) v telese K. Naopak, kazds repre-
zentécia I' algebry Ux(S) indukuje reprezenticiu [ pologrupy 8. Pritom
ireducibilnost (reducibilnost, tplns reducibilnost) reprezenticie I’ m4 za nj-
sledok ireducibilnost (reducibilnost, uplnd reducibilnost) reprezenticie I

postupovat aj v tejto prici.

Préca sa sklad4 7 dvoch paragrafov. V § 1 sa vySetruje algebra, konednej
jednoduchej pologrupy bez nuly, ktorej kaidy element je idempotentny.
V stihlase s pracou [1] takuto pologrupu ozna&ime pismenom . Pomocou stop
a diskriminantu vreguldrnej reprezentscii dokézeme, Fe ak pologrupa & je rédu
722, tak algebra A(E) nie je polojednoduch4 a jejradikél je radun - 1(vetal.l).
Pomocou tejto vety, vety 3.2 g [1]a viet 34 4 5 [2] v druhom paragrafe po-
merne jednoducho dokiZeme, %e algebra 9,(3) jednoduchej pologrupy §
typu 4 je polojednoduchs, vtedy a len vtedy, ak S je grupa (veta 2.1) a jej
faktorovs algebra 9, (8)/% podla radikilu % je izomorfns s algebrou (),
kde @ je grupovy komponent pologrupy 8 (veta 2.2). Z toho a zo zékladnych
viet tedrie reprezentacie algebier vyplynie, %e jednoduchs pologrupa S typu 4
mé v komutativnom telese charakteristiky 0 prave tolko ireducibilnych

, -

pologrupy 8 (veta 2.3).

V préci sa pousiva t4 ists, symbolika ako v [1], resp. [2]. Pojmy jednoduchs
pologrupa, zlava (sprava) jednoduchi pologrupa, jednoduchs. pologrupa
typu A, grupovy komponent jednoduche;j pologrupy, direktny stdin polo-
grap, direktny stidin algebier a pod. maji ten isty vyznam ako v [1] a [2].

o polojednoduchosti algebry koneénej pologrupy 8. O reprezentécii konednych
Jjednoduchych pologrip hovori (z iného hladiska) aj préca [7]. Vyznam predlo-
Zenej price moino azda vidief v tom, Ze ukazuje stvis medzi -direktnym
rozkladom pologrip a ich reprezentéciou a pouZitelnost viet o direktnom
sidine algebier z prace [2].

§ 1. Ireducibilné reprezenticie pologrupy E

Podobne ako v [1] pismenom E budeme oznatovat koneénti jednoducht
pologrupu bez nuly, ktorej kazdy element je idempotent, t. i.

.@” Amcuaumv ...QQ_S; ..Jmiv.

Réd pologrupy £ je teda n = st, kde s znamens, podet jej minimalnych Iavych
idedlov a ¢ podet jej minimdlnych pravych idedlov. o

Nagim cielom je nijst vietky neekvivalentné ireducibilné reprezenticie
pologrupy E v komutativnom telese K charakteristiky 0. Za, tym tidelom zistime,
¢i algebra 9, (E) je polojednoduché alebo nie. V pripade, e E jeridu 1, je tato
otézka trividlna. V tom pripade je totiz U (E) =~ K a teda Ux(E) ako teleso
je jednoduch4 algebra a tedaaj polojednoduch. Budeme preto predpokladat,
Ze n = 2. Dokizeme, e v tom pripade algebra, Ux(E) nie je polojednoduchd.
Na to budeme potrebovat nasledujicu pomoend vetu.

Lemma 1.1. Nech § je konednd jednoduchd pologrupa bez nuly. Potom v re-
guldrnej reprezentdcii I" algebry A (9) stopy elementoy pologrupy 8 maji tieto
vlastnosti :

1° wéetky idempotentné elementy maji rovnaky stopu,

- 2° stopa kaddého neidempotentného elementy je rovnd nule.

Doékaz. Budeme sa opierat o Struktiru koneénej jednoduche;j pologrupy
bez nuly, ktors bola podrobne vyloZens v 1]. ;

Je zrejmé, e v reguldrnej reprezenticii I" algebry 9,(S) elementom jej
bazy, t. j. elementom pologrupy 8, odpovedajt matice, ktorych prvky sit iba
nula a jednotka telesa K. Stdet » jednotiek 1oznadme v.Ltj.y.l=14
+14 ... 4 1. Potom je zrejmé, %e stopa op(s;) Tubovolného elementu 8§ €8
v reguldrnej reprezenticii I" bude .

or(s,) = v.1,

kde v je poget jednotiek v hlavnej diagonale tej matice, ktors v reprezentd-
cii I" prislicha elementu s,. Je to zrejme podet tych elementoy 8 €8, pre
ktoré plati 8:8; = 8.

1° Nech e, je Iubovolny idempotent pologrupy 8. Pretoze S je stdtom
svojich minim4lnych Tavych idedlov, je e € Ly, kde L; je minimélny lavy
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idedl v 8. Ako je zname (pozri hapr. [8]), kazdy idempotent minimalneho
Tavého idedlu je jeho pravou jednotkou. Teda, pre kaidy element xy €L,
plati z,e, = Zi;. DokiZeme, o pre kazdy element Ty € Li(j =k 1), teda taky,
ktory nepatri do L;, plati Tyeq =+ xy. vammwowumm@.ﬂ.gm opak, t. j., ze plati
Tt = Zy. Z toho viak (pretose € € L;a L; je lavy idedl v § a teda e, € ;)
vyplyva z;, € L., &o je spor s tym, ze % nepatri do L;. Tym je dokdzang, ye

opleg) =gt . 1,

2° Nech ay, je Tubovolny neidempotentny element pologrupy . Dokszeme,
Ze pre kazdy element %y € 8 plati x,a,, = Ty Ak j =14, 1=, . Joxy =, €
€ Gy, je to zrejms, pretoze grupa (Y, mése mat len jednu jednotku a tou je
idempotent e;,. Ak i % ¢, potom %y nepatri do L, a pretose @y, € Ly, musi byt
ey € L; a teda, Loy F Ty, Ak § =4, 1 5 k, tak Tip = Ty € G,. Kedie z,, €
€ L; a L; je jednoduch pologrupa typu 4, podla vety 1.8 z [2] plati za,, —
= Zyy. Zrejme je x,a,, = x, (pretoZe grupa Gy mé jeding jednotku e, a je
@y F ey). Teda aj x,a,, + Zy. Tym je dokédzané, %e pre kazdé Z; €8 platf
Zjy += ;. Z toho viak vyplyva, e matica, ktors v reguldrnej reprezentécii I
algebry %, (8) prislicha elementu a,,, m4 v hlavnej diagonale samé nuly, teda

or(ag) = 0,
ak a; € 8 nie je idempotent, &, b. ¢. d.

Veta 1.1. Nech konednd jednoduchd pologrupa B bez nuly, kiorej kaZdy ele-
ment je idempotent, je radu n = 2. Nech K je komutativne teleso charakteristiky 0.
Potom plaii:

1° algebra Ax(E) nie je polojednoduchd,

2° radikdl % algebry U, (E) je radu r — 5 — 1.

Doékaz. Nech F — {en, e, ..., ¢} & nech n =g > 9 Podla vety 7
z [9] radiksl % algebry- %, (E) tvoria tie a len tie elementy A,¢, 1+ Mgty +
+ oo+ A, ktorych stradnice Aty Aagse .., A, 86 rieSenim systému rovnic

x.ﬁo.l@:a:v + »EQ&?SmEV + e x&qaﬁmam:v =0,
»:Qs@:m_mv + NESA&E@EV + e P.le:azv =0,

) mb@.@:ﬁb + 4

1)

NO.NANEGQV + e IT &%QNA&Z@-.V = Ow

kde I' znamens, nejakd izomorfng reprezentéciu algebry Ux(E). Z takych
istych dévodov ako pri dékaze vety 1 v [2] stasi Predpokladat, e I je regu-
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lérna reprezentacia algebry %, (E). Podla lemmy 1.1 vietky elementy z & v re-
guldrnej reprezentécii I maji rovnakid stopu: ople) =1.1 0. Z toho
vyplyva, e determinant systému (1) (diskriminant algebry %,(E) v repre-
zentdcii I') je rovny nule. Teda systém (1) m4 nenulové riefenie. To Znamend,
Ze radikil % algebry % (E) je rézny od nulového idedlu, teda algebra, WL (E)
nie je polojednoduchs. Tym je prvé tvrdenie vety dokdzané.

Aby sme nadli radikal %, potrebujeme n4jst riesenie systému (1). Ako sme
prive ukézali, tento 8ystém m4, nenulové rieenie, Asporti jedno z tychto rieseni
nijdeme velmi lahko. 7 lemmy 1.1 totiz vyplyva, Ze vietky rovnice systému (1)
st rovnaké, t. j. systém (1) sa redukuje na jedini rovnicu

Myt At . £ a,—0.

To je jedna rovnica o st nezndmych, m4 teda nekonedne mnoho riefeni. Rie-
Senim je napr.: Iubovolné Aoy Aiay ooy Ay 8 Ay=— g — Ay — ... — Ag-
Teda kazdy element o radikilu % sa d4 vyjadrif v tvare

= (—A,— Ay — oo — <) e + Ayse1s JT ey + ... + Al =

= —Apley — mﬁv — Ayaleyy — €3) — ... — wlen — e,),

teda kaidy element a € % sa d3 vyjadrit ako linesrna kombinscia st — 1 ele-
mentov e, — e,, €, — €, - ., €1 — €,. Dokd¥eme, %e tieto elementy si
linedrne nezivislg, Predpokladajme, %e st linedrne z4vislé. To znameni, Fe
existuja také elementy s, x,, .. -» %4 € K, z ktorych aspoii jeden je rozny
od nuly, %e plati

%12(e11 — e€y,) + sig(er — eg) + ... + (e — ey) =0,

b j. (o1 +- %3+ ...+ Hy) €1— H1281s — ... — xe, =

To viak zZnamens, %e elementy ¢,,, e,,, .. +» € 81 linedrne z4vislé, o je viak
spor s predpokladom, %e tieto elementy tvoria bizu algebry %,(E) a st teda
linedrne nezvislé. Tym je dokdzané, %e elementy e, — ¢,,, €11 — €13y e,y —
— ¢, algebry W (K) v podte st — 1 s linedrne nezgvislé g teda tvoria bizu
radikilu %. Tym je veta dokézan,

Dasledok. Faktorovd algebra algebry Uy (E) podla radikdlu % je algebra
rddu 1. .

Z toho a zo zékladnych viet teérie reprezentécie algebier (pozri napr. [3],
kap. 12) vyplyva:

Veta 1.2, Koneénd jednoduchd, pologrupa E, ktorej kaZdy element je idempo-
tent, md o komutativnom telese K charakteristiky 0 jedind, ireducibilng repre-
zentdciu. Je to reprezentdcia stuptia 1, v kiorej kaZdému elementy ¢ € B pri-
shicha jednotka telesa K. .
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§ 2. TIreducibilné reprezenticie jednoduche;j pologrupy S typu 4

Veta 2.1. Nech S je jednoduchd pologrupa typu A. Nech K je komutativne
teleso charakteristiky 0. Potom algebra Ar(S) je polojednoduchd vtedy a len viedy,
ak 8 je grupa.

Dokaz.

a) Podmienka je postadujica. Ak totiy § je grupa, tak podla tzv. Maschkeho
vety (pozri napr. [3]) algebra 9,(S) je polojednoduchs..

b) Podmienka je nutns. Nech .8 nie je grupou, t.j. mnoina E jej idem-
potentov je pologrupa radu n > 2. Dokézeme, e v tom pripade algebra U (S)
nie je polojednoduchs,. : v

Ak grupovy komponent @ pologrupy § je rddu g = 1, potom § = F a podla
vety 1.1 algebra 9,(S) nie je polojednoduch4,. Ak g = 2, potom podla vety 3.2
z [1] plati '

8 ~G x E.

Z definicie direktného sd¢inu pologrip (pozri [1]) a z definicie direktného
stdinu algebier (pozri [2]) vyplyva:ak § ~ 8; X 8,, potom A &(8) = W(8,) x
X Ug(8,). Teda pre algebry 9,(S), We(@) a U(E) plati:

Ue(S) = (@) X Uy (E).

Podla vety 1.1 &mmdm...@,mfa@v nie je polojednoduch4. Z vety 4 z [2] viak priamo
vyplyva, %e ani algebra, 9, (S) nie je polojednoduchs, &. b. t. d.

Pomocou vety 2 2 [2] a vety 1.1 by sme teraz Tahko nagli radikél algebry
Ug(S). Ném viak postadi nédjst faktorova algebru podla radikilu. O tom
hovori: .

Veta 2.2, Nech § je jednoduchd pologrupa typu A, ¢ jej grupovy komponent
a K komutativne teleso charakteristiky 0. Potom platt

mﬁwag\ N o QNAQV.

kde % je radikdl algebry Wpe(S).
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Doékaz. Ak 8 je grupa, je nage tvrdenie trividlne, pretose v tom pripade
% = (0) [znak (0) bude znamenat nulovy idesl algebry]. Nech § nie je grupa
t. j. pologrupa % jej idempotentov je rddu n = 2, Ak grupovy komponent @
pologrupy S je rédu 9 = 1, vtedy nase tvrdenie je toto¥né s druhym tvrdenim
vety 1.1 (pozri désledok vety 1.1). Ak g = 2, tak podla vety 3.2 » [1] plati

S =G x &

Ako bolo odévodnend v dékaze vety 2.1, pre algebry 9 x(8), (@), Uy (&)
plati
A (S) = (@) x UL (K).

)PWON:m&Em w%ﬁ%soﬁﬁtﬁm radikily algebier Ae(8), (@), g (E), tak
podla vety 3 = [2] plati .

Un(S)/ % = AR, x Up(m)/m,.

Ale algebra 9,(@) je polojednoduchi, t. 3+ % = (0) a teda WUe(D) R, =~ A (G).
Podla vety 1.1 faktorovs algebra 9, (8)/ R, je algebra rddu 1. Na zéklade toho
je zrejmsé, Ze A (Q) x U (B) Ry = A (@), teda je

Ae(S) R == (@) 7, x U (B)[ Ry = U(@) x U(B) Ry > Ap(@), &. b. ¢. d.

Veta 2.3. Nech § je jednoduchd pologrupa. typu A4, ¢ jej grupovy komponent
a K komutativne teleso charakteristiky 0. Potom, kaZdqy ?.&gagaﬁ\ priestor
reprezentdcie pologrupy S v telese K je tzomorfng s niektorym ireducibilngm
priestorom reprezentdcie grupy G v telese K o naopak.

Désledok. Jednoduchd pologrupa 8 typu A ma v komutativnom telese K

Problém nijst vietky ireducibilné reprezenticie jednoduchej pologrupy &
typu 4 sa teda redukuje na problém najst vietky ireducibilné reprezenticie jej
grupového komponentu @. Otdzka je, ako dostaneme ireducibilnt reprezentsciu
pologrupy 8, ak poznime ireducibilné reprezentéciu grupy @. Nech napr.
zobrazenie G ~ G* je ireducibilng reprezentdcia grupového komponentu @.

& 14 :

Kedze S je stdtom navzéjom izomorfnych disjunktnyeh grip: § — D D6y
i=1k=1

(pozri napr. 1) a ¢ ~q,, je prirodzeny napr. takyto postup: Zobrazim
najprv jednu z grip Gy, napr. gripu Gy; homomorfne na @* (to je vidy mozné,
pretoze Gy, ~ G 5 @ ~ G¥). Otazka je, ako zobrazime prvky ostatnych grap
Gy Je zrejmé, e prvok a,, € G;, méfeme zobrazit. iba nia tak maticu, na ktord
88, v zobrazeni Gy, ~ G* zobrazi ten prvok grupy Gy, ktory v nejakom izo-
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morfizme @, ~ @, odpovedd prvku ;- Aviak izomorfnych zobrazenf Gy
na (y; méZe vo vieobecnosti existovat viac. Na, prvy pohlad by sa preto mohlo

V [1] je dokézang, %e zobrazenie

Ty = Ty, = €206

grupy G, na Tubovolny grupu &, je izomorfizmus. Bude vyhodné dat tym
elementom pologrupy 8, ktoré si v tomto izomorfizme navzéjom odpovedajd,
zvlistne pomenovanie.

8 [4

Definicia. Nech § — M M Gii je konedn4 jednoduchs pologrupa bez nuly,

i=1k=1
nech z,, je TubovoIny element z G- Potom element Ty = €2y, € Gy, na-
zveme elementom pribuzngm s z,,. Dva elementy pribuzné s Z;; budeme na-
zyvat navzdjom pribuzngmi elementami. Mnoginu vietkych navzijom pribuz-
nych elementov nazveme triedou navzdjom pribuznijeh elementoy.

Je zrejmé, se v zmysle tejto definicie element %y, je pribuzny s z,, a ¥e cels
pologrupa S sa takto rozpadne na g disjunktnych tried pribuznych elementov,
kde g je rad grupového komponentu @G.

Nech zy, z;; st TubovoIné dvs, navzajom pribuzné elementy jednoduchej
pologrupy S typu A. UvaZujme element Ty — x5 algebry %, (S). Priamo sa
mbZeme presveddit (bertic do tvahy vetu 1.8 » [1]), Ze plati

(ziy — 1) =0, (1)

t. j. element x,, — Z;; € Up(S) je nilpotentny. UkéZeme, Ze je vlastne nilpo-
tentny. , :

Nech y,, je TubovolIny element pologrupy S. Potom na zéklade vety 1.8
Z :“_ je (Zo — &tvmxte = &..FS? = TiYur = Tyl pp — T = 24 — Zus- Ele-
menty z,, z, st navzdjom pribuzné, teda podla (1) plati (But — 24> = 0,
teda aj [(zy — Yl = 0. Z toho vyplyva, Ze pre Iubovolny element
a € Ag(S) plati o .

[ — el =0,

¢o viak znamens, Je element Zg — 25 € Ug(S) je vlastne nilpotentny a teds,
patri do radikdlu algebry %A,(8):

Ty — i € N, ANV

To znamens, %e dva navzijom pribuzné elementy %y, Ty patria do jednej
zvytkovej triedy mod .
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Nech I je nejakd ireducibilng reprezenticia algebry Ax(S) a nech v tejto
reprezentécii elementom Zi, %; pristichaji matice Xow» Xjp, 6.

Zy > Xy, Zy — X,
Ty — Ty —> X, — N:. . (3)

Ako je zrdme (pozri napr. [3]) v ireducibilnej reprezentécii kaidy element
radikdlu % sa zobraz{ na nulovi maticu. Z toho a g (2) a (3) vyplyva:

.N.o. T g = Qu
t. j.
Xy = N&.
Tym je dokizans

Veta 2.4, 7 kaZdej ireducibilnej reprezentdcii I jednoduchej pologrupy 8
typu A v komutaiivnom telese K charakteristiky 0 vdetkym navadjom pribuzngm
elementom pologrupy 8 odpovedd td istd matica (1. 4. celd triedn navzdjom pri-
buzngch elementov sa zobrazi na jednu maticu).

Na zéklade vety 2.3 problém nijst vietky ireducibilné reprezentacie jedno-
duchej pologrupy S typu 4 v komutativnom telese charakteristiky 0 sa re-
dukuje na problém néjst v tomto telese vietky ireducibilné reprezentécie jej
grupového komponentu @¢. Ak Pozndme vietky ireducibilné reprezenticie
grupy @, tak na ziklade vety 2.4 pozndme aj vietky ireducibilné reprezenticie
pologrupy S.
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O MATPUUYUHEIX NPEACTABJIEHUAX IMIPOCTHIX
4 MOJYyreynn

AH UBAH

BoiBoant

Honyrpynoa wasusaerces Apocmol, eCM OHA He MMCCT HeTPHBHAIBHHIX JBYCTOPOHHMX
upeaios. Hax mssectno, komeunan upocras moayrpynna 8 Ges nyns mveer CIeNyIonyio
CTPYKTYpY (cmM. mamp. [1], §1): )

8 ¢ n) 8
§ = M Li= > R ”.M > Gy, L; HNNMQ..T Bi= 3 Gu,Gu= LRy,

=1

2 awaumr cymmy MHOMKeCTB, He MMCOnHUy obmux SNeMeHTOR, L; (Ry) Munmmasnumie mesie
(npanere) wacasnt noayrpynast 8 1 Gy nonapuo u3oMopdusle rpynmsr. Mt TOBOPHM, 4TO
9TH rpynnsl Gy u aberparTHas Tpynua & L Gy apynnossie komnonenme, noxyrpynnst S. Kae-
Bl MneMnoTenT ey € 8 sanercs enunMuedl rpynnn Gy . MTycrs I snauur Muomectso Beex
HAeMIOTeHTOB € € . Ecau £ apnserca Toanoxyrpynnoli noxyrpynnu S(r. e. IPOHA3BERCHHC
TPOUSBOJIBHLIX ABYX HAEMIOTEHTOB Tose HIeMIOTERT). T0 nomyrpynny S Mir Hasoiaes
npocmoii’ noayzpynnod muna A; B TPOTHBHOM CIIy9a¢ MBI FOBOPHM 0 npocmoii noayepynne
muna B. B aroil pabore zacres HPOCTOC A0RAZATCIBLCTBO HECKOIBRUY TEOPCM O MATPHYHOM
TIPECTABIACHME MPOCTHIX HOTYTPynn THna A. Hacromumme poccysmuenns ONUPAIOTCA Ha
paborr [1], [2]. ’

Myers S xoHewnas noayrpymna u nycts K npoussomsnoe nosie; aaze6poi Ug(S) noay-
epynne S Bag nomem K Ha3BIBAETCH JMHeHHAN acCOMMATUBHAN aarebpa Ham K, GasucHBIMY
9JIEMEHTAMH KOTODOH ABIAIOTCH 97eMeHTh noayrpynnot S. .

B § 1 nccaenyerca anrebpa Wg(F) HOAyrpynner £ — MuOMeCTRA BCeX HIEMIOTEHTOR
IpocTolt mosyrpynmst S THma A. Tloayrpynna £ seasmercs tome MPOCTOH monyrpynnoi Ges
Hyna (cM. [1]). Hpm HNOMOMM CBOMCTB CICJOB BIleMEeHTOR B PeryiapHOM npemcTaBiIeHuH
anrebpu g(F) noxasana clrefylomasn Teopema:

Teopema 1.1. ITycms E — Konewan npocmas noayezpynna Ges Hyan nopadka n = 2,
xanc T snemerm romopoii ubesnomenm. Iyems K — noge xaparmepucmuru nuyas. IHomo:

1° anzespa Ug(E) ne asasemes roaynpocmoii, -

2° nopadox r padurxana N aszebpor Ug(F) ecmv r==n— 1,

Caenerbue: Darmopaasebpa Ur(E)/R — aaze6pa nopadra 1.

U3 atoit reopemsl w ma evﬁnmzm:amhvm!w Teopenm TeOPHH npefcTaBaeHui aarebp cie-
nyer: . ‘
. Teopema 1.2. Koweuwnas ;.m\maiah noayepynna E 6ea nyan, kamcdwii snemenm Komopoii
udemnomenm, umeem ¢ nose K zaparmepucmuru HYab moavko 0dno Henpugodumoce nped-
cmassenue. B smom npedemasseruu wanedwii snemenm uz E omo6pamaemes na edunuyy
noan K, e

B § 2 mbl naen oGobmenne Teopens 1.1 Iycts 8 — npocras noayrpynna tuna 4. Ilo

TeopeMme 3.2 w3 [1] umeer mecro:
S>~@Q x E, . T (I

G — rpynnosmiit KoMnoHCHT fnoayrpynnit S, E — MHOMECTBO BCeX MAeMIIOTCHTOR uz S.
Wa onpenenenus npanoro Tnpoussencana noayrpynn (cm. [1]) u mna ONpeleNieHUsT HPAMOTo
TPOU3BeACHAA ajire6p (cM. [2]) crenyer: conu 8 = 8, X S, norom Ug(S) 22 Ag(S,) x g (S,).

Toatomy na (1) clieyer: )
N (S) = (@) x Ug(E). (2)
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o Teopeme 4 u3 [1] astretpa Ag(S) TNOIYRPOCTa TOrTa M TOJBLKO Torxa, Korpa obe anreGpm
Ax(G), Ak (E) noxynpocrere. Ecau E ecrs anrebpa mopagka n > 2 (r. e. § e auaerca
Ipyunoi), o ito teopeme 1.1 airefpa g (X) ue apaaerca HOJIYOPOCTO ¥ moaromy anre6pa
Ag(S) ne apmmerca Tome noaympocroii. Ua arorg clieyer:

Teopema 2.1. Iycms § — npocmaa noayepynna mung A u nyeme K — noae zaparme-
pucmuiiu wyav. omon arzedpa Ax(S) noaynpocma mozda u moavro moeda, kozda S 2pynna.
Hamree, u3 (2) TNOIL3YACH TeopeMo#l 1.1 u Teopemoit 3 u3 [2] nonywaen:

Teopema 2.2, Ilycms § — npocmar noayepynna muna A u nyems G €& epynnoswii wom-
nonenm. Hyemoe K — noge raparmepucmuku wyav. [lomom umeem Meemo:

A(S)/N 2= (@),

20e’ M auauum paduxan anzebpyr Yg(S).
Hs aroil Teopembr u n3 dyugamenrameapx TeOPeM TeOPHH npencTaBiIenni caenyer:

Teopema 2.3, Hycmy S — fipocmas noayepynna muna A, nyeme G — eii 2pynnoanii
Komnonenm u nyems K —— noze zapakmepucmuru nyas. Homo.u KancOviii nenpusodusiis
Modyas npedemasaerus noayepynnet S & noae K Us0MOpPHbIT ¢ Heromopuiy Henpusodiusbia
A0dyaem npedemasaeris epynnot G ¢ nose K u obpamno.

Crexersue: Jucao HEIEGUBAACHMNBIT HenPucodumsiy npedemagaenuii npocmoii noayepyn-
not S muna A ¢ nose K LAPAKMEPUCILURY 1YL POGHO wucay HESRCUGLAEHIMKBIT HenPpugodumbiz
npedemasaenuii ¢é epynnocoeo komnonenma G ¢ nose K.

Haxonen nowasana CTeAYIOman TeopeMa

& . 8 4
Teopema 2.4. ITycms I" Henpusodumoe npedemasaerue npocmoii noayzpynneyS = M M Gix
1=1k=1

muna A ¢ noae K raparmepucmuru nyas. Myems 13 €Gyy. Homou ¢ npedcmasaeruu I' gee
HAENEHINGL Ty, = e Ty184) omobpancaromen na 001y sampuyy.

Ortobpasxerne Za1 > Tip = exTy;651 TPYNILL Gy B rpynny Gy n30MOpPHO (cM. "anp. [1]).

Brrparkenna: NpeRcTaBienue, Mogyin NpeNCTaABIeH]SA, peryaapuoe TipefcTaBIieHue, He-
NpuBoxAMOe (NPHBOZHMOE, BHOMHe TPUBOAUMOE) NpefcTaBICHAC MMeloT OOBIHEI CMBICT
(cm. mamp. [3]). . . , :
" Tnaemwiit pesyusrar aroii crarm — Teopemsr 2.1 u’2.2. OrMerim, uto srm Pe3yabTaThi
YIKC UBBECTHLI; HOBLUL TONBKO Merog HCCICOBAHUS. FTH Teopemul COAePsKHT Hanp. pa-
bora [4}. Teopemy 2.1 COJIEP3KAT TOMwe PadoTH! [5],[6] war caencrame Gomee obmnax Teopem
06 anrepe Komeunoii noJIyrpynosr S,

ON .H_mw MATRIX REPRESENTATIONS OF MHEWEH
E SEMIGROUPS :

JAN IVAN

Summary

A semigroup is called simple if it does not contain non-trivial two-sided ideals. It is
known that the finite simple semigroup & without zero has the following structure
(see e. g. [1], §1):

u. « a “ .. N a H,
QHMH..HM@»HM MQ&:H_.H Q_.? E»HM@.T Gi = Lin Ry,
i1 =1 Dl =1 . i=1 e
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2 designates here the sum of disjoint sets, Li(Ry) are the minimal left (right) ideals of S,
Gt are groups isomorphic together. We call the groups Gy, and the abstract, group G =< G,
group-componenis of §. Every idempotent ey, € $ is the identity of the group Gy;.. Let B
be the set of all idempotents e;;, € S. If & isa subsemigroup of & (i. e. the product of any
two idempotents ig idempotent) then we call 8 simple semigroup of the type 4; if F is not

Theorem 1,1, Zet E be o findte simple semigroup without zero of order n = 2, every
element of which is idempotent. Let K be g field of characteristic zero. Then there holds:

1° the algebra 9 &(E) s not semisimple,

2° the radical R of the algebra Ur(E) is of order r — n — 1.

Corollary: The factor algebra % k(E)/R is an algebra of order 1.

This theorem and the fundamental theorems of the theory of representation of algebras
imply:

Theorem 1.2, 4 finite simple semigroup E without zero, every element of whicl, is tdem-

potent, has in a field K of characteristic zero an unique irreducible representation. In

S=@x E,- (1)

@ is group-component of S, Eisa Semigroup consisting of all idempotents of §. From
the definition of direct product of semigroups (see [1]) and from the definition of direct,
product of algebrag (see [2]) follows: if S o 8; X 8, then Ux(S) oz Ax(S;) X Ug(S,). Then
from (1) follows:

, Ux(S) 2¢ Ug(G) x Ug(E). (2)

According to Theorem 4 in [2] algebra Uk (S) is semisimple if and only if both Hg(G)
and Wz (E) are semisimple. If F is of order#n = 2 (i. e. S is not & group), then according
to Theorem 1.1 the algebra Ax(E) is not semisimple and hence the algebra %z (S) is not
semisimple. From that follows; ’

.HE@E.@EN.—.N\@NQNE a .wsé? Semigroup of the type A, let K be a field of characteristic

zero. Then the algebra W (S \v s semisimple if and only if S 45 @ group.
Further from (2), .Eumowm.g 1.1 and Theorem 3 in [2] follows:

Theorem 2.2. Let S be o simple semigroup of the type A ond G o group-component of S,
Let K be a field of characteristic zero, Then holds:

. ; ; Ur(S)/N 22 Ag(@),
RN is the radical of Ug(S). :
This theorem and the fundamental theorems of representation theory imply:

Theorem 2.3. Let § be o simple semigrowp of the type A, G the group-component of S and
K a field of characteristic zero. Then, every irreducible representation space of S in K s
i8omorphic with one o f the irreducible represenlation spaces of @ in K, and vice versa.
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Corollary: The number of inequivalent irreducible representations of a stmple semi-
group S of the type A in a field K of characteristic zero is equal to the number of inequivalent
wrreducible representations of their group-component G in K. g

Finally, the following theorem is proved:

s ¢
Theorem 2.4. Let I'be an wrreducible representation o f the simple semigroup S = M M Qi
i=1k=1
of the type 4 in a field K of characteristic zero. ILet %y € Gy Then in the representation, r
every element z;, — ¢ix Tyey € Gy corresponds to an unique matriz.
The mapping Ty > Zip = eix Tyey of Gy, onto Gy is isomorphic (see . g [1]).
The concepts representation, representation space, regular representation, irreducible

sults are already known; only the method of the investigation is new. The theorems 2.1
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