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O MAXIMALNOM SPOLOCNOM ZJEMNENI
A MINIMALNOM SPOLOCNOM ZAKRYTE
DVOCH TOPOLOGICKYCH FAKTOROIDOV

ROBERT SULKA, Bratislava

V é&ldnku [4] som sa zaoberal zékrytom topologického faktoroidu. Pretoze
je zndme, e najvidsie spolodné zjemnenie a najmens{ spoloény zékryt dvoch
faktoroidov st faktoroidmi (pozri [1]), vyskytla sa tu otdzka, & aj najvadiie
spoloéné zjemnenie a najmensi spoloény zikryt dvoch topologickych fakto-
roidov (pozri [3]) st topologickymi faktoroidmi. Riegenie tejto otdzky je
predmetom tejto préce.

Vidsinou som zachoval oznadenia, z 8lénku [4]. a, b, Z, ¥, %, ... sl prvkami
topologického priestoru @, X je jeho uplny systém okoli a UV, W,...s4
okolia zo X; [G], a (@], budd rozklady na @, 4,, B,, X, ¥,, Z,, ... budd
triedy z [@],, 4,, B,, X,, Y, Zy, ... triedy z [G]e, Z; nech je tplny systém
okoli topologického priestoru [G]: a Z, nech je tiplny systém okoli topologického
priestoru [G,; U,, V,, W,, ... nech st okolia zo X, a U,, V,, W,,...20 %,.
[G}i» nech znadi najviadsie spolo¢né zjemnenie a {G},, nech znadi najmenii

- spolodny zakryt rozkladov (@], a [G,. Triedy z [G),, a {G},; budeme znadif 4,
B, X, Y, Z, ..., dplny systém okoli topologickych priestorov (@ & (G},
oznadime Z* a okolia zo I* nech si U*, V*, w*, ...

Kazds trieda najvidSieho spoloéného zjemnenia [(],, rozkladoy [G], a[G],
je prenikom jednej triedy X, € [GL; a jednej triedy X, € [G]. (pozri [1]).

Nech dalej X, a <X, (x kone&né celé éislo, & > 1) st také triedy z [G],, Ze
k nim existuji triedy «X,, EUX, 2K, X 2 [@]; a triedy («—1)X, 5. S
2X,,1X, 2 [@),, kde *X, N "XiF0a X, n0+0X, 4 ¢ pre v=1,2, .. .« —1.
Potom hovorime, %e triedy 1X, a «X, sa daju spojit retazcom oX,,-0X,, ...,
X, 1X, v rozklade [G],. Ka#dé trieda najmensicho spolo&ného zikrytu {G},,
rozkladov [(], a [G];, je zjednotenim vietkych tried rozkladu [G1,, ktoré sa daji
spojit nejakym refazcom v [G]; s tou istou triedou X, € [@7, (pozri [1]).

Najsamprv uvediem priklad, z ktorého vyplyva, Ze ak [G], a [G); st dva
topologické rozklady na topologickom grupoide G pri Uplnom systéme okoli X,
najvidSie spolodné zjemnenie tychto rozkladov nemusi byt topologickym
rozkladom na @ pri tiplnom systéme okolf 3.
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Priklad 1. Nech G, (pre ¢ = 1,2) je mnoginou vietkych redlnych &isel
& > 0. Nech operdcia nisobenia v G, je definovand takto: oif; = max («;,
B:). Okolim z viplného systému okoli Xy, v G,y nech je kazds mnozina prvkov &,
0 =< o <& < By, pridom o; < B;. Potom zrejme je G, topologickym grupoidom
pri takto definovanom nasoben{ a pri tplnom systéme okolf 2w Podla po-
moenej vety z ¢ldnku [5] je aj kartézsky stdin G = Guy X G, (topologickych
grupoidov Gy, a G.y) topologickym grupoidom.

Definujeme rozklad [@], na @. Ozna&me znakom X,(§) mnozinu vietkych
prvkov (& &), £ > 0. Vietky mnoziny X,(&) dévaji rozklad na @, ktory
oznadime [(];. Lahko sa d4 zistif, %e tento rozklad je vytvarajicim rozkladom.

Dalej oznadme znakom X,(£) mnoZinu vietkych prvkov (£, &), 0 <&, < &
a vietkych prvkov (&, £), 0 < & < & Vietky mnoziny X,(£) sG triedami
rozkladu na @, ktory oznagime [G],. Podobne ako pri rozklade [(]; sa aj v tomto
pripade d4 lahko ukdzat, se [G]: je vytvérajicim rozkladom.

Zrejme je aj [@); (pre i = 1, 2) topologickym rozkladom v @. Napriek tomu,
nie je najvidiie spolodné zjemnenie [G],, topologickych rozkladov [G}, 2 [QY,,
topologickym rozkladom na @ pri dplnom systéme okoli X. Kazds trieda X
rozkladu [(;, je sice uzavretsi mnogina v @ (triedy z [G];; st totiz jednak
ESOMMS%V obsahujiice jediny prvok (61, &) €6, & < &, jednak si to mnoziny
prvkov (€ &,), 0 < & = &), no ukiZeme, mmwc X (U€Z) nie je pre kazdé U
otvorens mnozina v G. e

Nech U je mnozina, vietkych prvkov (&, £), 1 < E<2,0< &<l uX je
) InU+p
v tomto pripade mnoina vietkych prvkov (g, &), 0 <& <E T Aam <2

a tdto mnoZina nie je otvorena, pretoze obsahuje hraniéné Prvky (£, &),1 < & <
< 2.

Veta 1. Nech [G), & [T, st topologickeé rozklady na topologickom priestore G
pri uplnom systéme okoli 3. Nevyhnutnou a postabujicou podmienkou pre to,
aby najvadsie spolobné zjemnenie [y, rozkladov [G], a [G], bolo topologickim

rozkladom na topologickom priestore G pri dplnom systéme okoli 3 je, aby U X
XnU+ga
bola otvorenou mmno¥inou v @ pre ka%dé U € 3.

Doé6kaz. Nevyhnutnost tejto podmienky je zrejms z definicie topologického
rozkladu. UkéZeme teraz, se tato podmienka je aj postadujiica. To vyplyva
z toho, Ze kazd4 trieda X € [GJiz je prenikom jednej triedy X, €[@]; a jednej
triedy X, € [(],, teda X = X, n X,. Pretoze [@], a [G], st topologické roz-
klady, je X, aj X, uzavretd mnogina a X ako ich prenik je tiez uzavrets.

Veta 2. Neck [(], a [, s topologické faktoroidy na topologickom grupoide G
pri dplnom systéme okoli 3. N. evyhnutnou a postalujicou podmienkou pre to, ab y
najvicsie spolotné zjemmenie [@Lie topologicksyjch faktoroidoy [G), a [}, bolo
topologickym faktoroidom na topologickom grupoide @ pri dplnom systéme

owo?‘Mwmv&:\Cch~9c§e§§§ mnodinou v G pre kaddé U € 3.
XnNU+o . .
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Dékaz vyplyva z vety 1 a toho, e najvidsie zjemnenie [@)s je fakto-
roidom (pozri [1]).

Prikiad 2. Nech Guy (1 = 1,2) st mnoziny redlnych &isel £ > 0 (t =1,2).
Tieto mnozZiny st pri operacii séitania redlnych &isel grupoidmi. Nech U, je
mnoZina vietkych redlnych &sel £;, 0 < o <& <Piprei=1,2(x, f:i=0,
&y < f; redlne &isla). Systém vietkych mnozin Uy, oznadme Zopres =12,
G, je potom topologickym priestorom pri tplnom systéme okoli 2 a lahko
sa d4 zistif, Ze je aj topologickym grupoidom pri dplnom systéme okolf DI
Potom podla pomocnej vety z &lénku [5] je aj kartézsky sddin G = Gy X
X G (topologickych grupoidov G, a G») topologickym grupoidom.

Definujme teraz rozklady [} a [G]; na G. Ku kazdej usporiadane;j dvojici
(£1,8), 0<& =1 (i =1, 2) priradme triedu Xy, &)= {5+ k, & + )|k, 1=
=0, 1, 2,...}. Vietky triedy X, (&,, &) tvoria potom rozklad na @, ktory

oznadime [G],. Dalej ku kazdému prvku & >0 priradme triedu Xy(&) =

= {(&, &) & >01. Triedy X,(£,) tvoria tiey rozklad na @, ktory budeme
znadit [Gl,. Rozklady [@], a [G]; sd zrejme topologickymi rozkladmi na G.
Lahko sa dd ukizat, se [G], je vytvarajicim rozkladom. DokiZeme teraz, e
aj [G]; je vytvarajicim rozkladom. Zsa tym tdelom nech Aoy, 00) = {{o, +
+ &, leTthNnuN“O“Hqu -} a .WmA%:muv ”Q%pl_lsv mmr*l\:\v*%@v\z\“
=0,1,2,...} st dve triedy z [G],. 4,B, je mnoZinou prvkov ((«, - B +
+ (k 4+ 3? (o2 + B2) + (1 + 1) = (y + 1,9, + 8), kde 0 <y, <1, pridom
N=o1+p,r=01,2, eoos ked o +F <1, a n=ou+p-—1r=1,2, % Sy
ked oy + 8, > 1, dalej 0 <9, <1, pridom p, = x, + f,, § = 0,1, 2

ey

kedoy +p, <1 a 2=o0+f—1,5=1,2, -..s ked &, + 8, > 1. Preto
AByCCi(yy, v3) = {(p, + 1, 2+ 8)|r,s=0,1,2, ...} a rozklad [G]: je
skutoéne vytvirajuei.

Ku kaidému & >0 a £, 0 <& < 1 méseme priradit jednu triedu naj-
vidSieho zjemnenia [@];, (rozkladov [Gla{G), X(&,, &) = {(&,6+ k)| k=0,
1, 2, ...}. Je zrejmé, %e v tomto pripade je splnens podmienks, vety 1,
3 preto [G;, je topologickym rozkladom na, G. Pretoze [@, a [G], st v na-
Som pripade tiey topologickymi faktoroidmi na @, je nim podla vety 2
aj [Gss. i

Nasledujiei priklad Em%x.&ﬁ Ze ak [G]; a [, st topologické rozklady na
topologickom grupoide ¢ pri Gplnom systéme okoli 2, nemusi byt najmensi
spoloény zékryt tychto rozkladov topologickym rozkladom.

Priklad 3. Nech Gy je rovnako oznadeny topologicky grupoid z pri-
kladu 1. Nech G5 je mnoZina realnych &sel &,, 0 < &, < 1. Nésobenie v G,
nech je definované tak ako v Gy, teda ., = max (2, B5). Okolim z tplného
systému okoli X, v @, nech je kazdéd mnofina prvkov £,,0 < oy < & <
< B2 =< 1. Pri tomto nasobeni a tplnom systéme okoli je zrejme Gz topolo-
gickym grupoidom. Podla, pomocnej vety z &linku [5] je aj kartézsky stidin
G =Gy X Gy topologickym grupoidom.
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Dalej budeme definovat rozklady [@]; a [@], na G. Nech X,(&) je mmnozina
vietkych prvkov (£, &), 0 < &, < 1. Tieto mnoziny nech si triedami rozkladu,
ktory oznadime [G];. X,(&) nech znamend mnoZinu vietlkych prvkov (£, &,),
0<§ &< 1 a vietkych prvkov (&, &), 0 < £ =E6<1. Pre £ =1 nech
X,(£) znamend mmozinu vietkych prvkov (&, &), 0 < & < 1. Vetky mno-
Ziny X,(&) tvoria rozklad na G, ktory budeme oznadovat [GL.-

Lahko moino zistit, Ze [G], a [G], st vytvérajice a topologické rozklady
na G. No napriek tomu najmensi spoloény zékryt {G@},, topologickych rozkla-
dov [@]; a [@], nie je topologickym rozkladom na ¢. Mnozina vietkych prvkov
(£1,8:), 0 <C &, << 1,0 < & < 1 jo totiz jednou z tried zakrytu {G},,, no tato
mnoZina nie je uzavretd v @, pretoie neobsahuje hraniéné prvky (1, &,), 0 <

<< & < 1. Pritom v3ak predsa pre kazdé Uec X je UX (X € {G},,) otvorens
InU+g

mnozina v G.

Veta 3. Nech [G], a [@], st topologické rozklady na topologickom priestore G
pri dplnom systéme okoli X. Nevyhnuinouw o postatujicou podmienkou pre to,
aby najmendi spoloény zdkryt {G},, topologickyjch rozlkladov [(; a [G, bol topo-
logicksyjm rozkladom na topologickom priestore G pri dplnom systéme okoli X je,
aby kaZdd trieda X € AQrP@&a uzavretd mnosina v Q.

D 6kaz. Nevyhnutnost tejto podmienky je zrejma z definicie topologického
rozkladu. Aby sme dokézali, ¥e tito podmienka je aj postadujicou, stadi

ukdzat, 7 U X je otvorend mnoina v @. Oznadme M 1 = u X, U, mnoZinu
InU+o LinU+o

vietkych tried X,, pre ktoré plati X; n U = ¢ a & mnoginu vietkych tried

X, € [G];, ktoré sa daja spojit s niektorou triedou z U,. Potom U X — yu X;.
XnU+o X e

Skutotne, X = u X,, kde ¥ je mno%ina vietkych takych tried X,, %e tieto

Xie X

triedy X, sa daji navzdjom spojit v [@],. Ked X n U = #, vyplyva z toho,

Ze existuje (k tomuto X) také 4, € ¥, fe 4, N U & § a vietky X, € X sa dajt

spojit s 4, v [G],. Je teda A, € U,, preto £c® a z toho vyplyva, Ze X =

=uX,cu X,,diZe UX c UX,. Nech teraz naopak X, € @. Potom existuje

XeX Xy XnU+o Xed

také A;,%e A, € Uy, dite A,n U %0 a X, sa d4 spojit s 4, v[@],. To znamen4,

Ze X, a A, patria do te] istej mno#iny ¥ (je to mnoZina vetkych tried z [(],,

ktoré sa daji v [G], spojit s triedou X, a teda aj s triedou 4,). Potom X, nN v MWH =

= X a tiez 4, nwcw_ = X. No pretoie 4, n U & 0, jeaj X n U == §. Z toho
vyplyva, fe X;cXcu X, dize u X,cu X a tym je tvrdenie dokézané.

XnUsp X 0P XnU+o
Utvorme si teraz pre kazdé prirodzené &islo n mnofinu M «» takto defino-

vand: .
M,=vuX,, M,,=uUX, My =0 X, (m=1,2,...). Pretoze roz-
XinU+ o XnMam—+ o inMum+ o

klady [G], a [G], st topologické rozklady na @, si mnofiny M, pre kazdé
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lﬁmaum 15 PretoZe na, zaklade vyssie dokizandho bude M — X a teda y X
bude otvorens, o ke

N;Nmmmm umn MW_ €D, mm_ sa X, spojit s niektorou triedoy ‘X, € U,. Nech 1x
EL%N. . zu W~ > MM.H je H@M@Noo v [¢];, ktory spaja, prvky X, a X, 1X,, 2X, i
2 nech sg le triedy z [@],, 3e » 2N*X, = g » : , '
° 2 , 1 a ‘.Nm n ?+qu =+ @ Tre
Wowm\_w@mv .w:a = 1. an@eosmu X, € Qt i* X, n U+0 a teda m HnNW .
) AE.wc eraz, ze ak pre nejaké 4 (u celé &islo, 0 < #<oa)plati uX, c ) N
Posom X, € My, Predoviethym jo wy, vy WX, 4 g
Pretore podra predpokladu je X, ¢ w_& : D~ il e
; 4 ~1, plati =X, ~ i1 g
ST e M bur 1 A.EN: 1; P ; 2 21 F 0, teda
(wt1) o 2u 2 N4 .Nu =+ Q» Je Cl.CLN ny w F Pated
IMMH cM,,,,. Huwmmoma X,cM,, je predpoklad “X, nN_MN - Mmez% u@ww
\Mll, : M z toho na, zaklade vys§ie dokizaného QSRZSEP mone cM re
=52 ..., x Ztoho dalej vyplyva, se X, =X, c M a ted. H@. Ay
z Goho U X, c M. ' o Bk,
Xied
HM mww B@OWMW X, € M. Potom existuje také celd dfslo 5. | < o, 28 X, c M,

_ o .. t] = &, 1 —1, ==
NSEEM#M € pre « =1 polozime My = M, = U). Oznadme X, MpW
Potom X, ¢y 201 - )

- WMMMMMWM HW.N.HWHM Mm% ak wwmvumu.&mm #(p celé &islo, 2 < H=Za)jeuX c M
a%ke WX, de W VX i a také WX, o oo o
‘oxi ! iy é va Ze e C.N N f’.—»\N
a WVXonuX, % g. Kedze podla predpoklady je “X,c M, ) =uy NHHT&
.@ .:.H X “ M 2 IH;«
J 1N My, o+ g No pretoie M, , — ¢ X, existuje také ?ﬁmwm nMM
ARJC.N M s X Myyy k) mu
?ltN.M © am:lf . &NM_MJ “X, =g a “U¥ N M, ., +0. Pretoze vsak
2 203 a —3 = U X i < 71
My ! 203 s (kde v Pripade, Ze 4 = 2 polozime
o = ), existuje také w-—0X, zo wUYX My 5 8 @Y, A W—UX, + 0. Ako
mNBMorSQ@F um\nNﬂ CM,_,, teda predpoklad « 1CM,, | plati mg \N.H o
“ 0 N lutw.mgé mwwmnmzmwo vyplyva, e k triede X, existuji triedy X H
oy, Lo 2K 2 [@ s triedy -0X, -2y 2 :
i 2» 250055 4,,1X, 7 (&
e 2N NH#MQQATtNNDNNHnT&?.omlwm xal ngf
. L ! =2,3,..., .
. EMSHMMW% Nm M& «X,, EN:NT -+ 2X, 1% tvoria retazec od X, pol ~~< _..S“
— . 1 sy ’
. ~ 5 i &.Mc.#w“ X, nU g, &ize X, €U,. No kedze sa. X,
8pojif, vyisie zostrojenym retazcom g X, €U, j
1 i 15 ] X, €B, a preto je g
X, W W@N 1- Z posledného vztahu teda konegne vyplyva, moH Mcu W_ a Mwow
Xiad ’

M HkMsNr &im je dékagz skondeny,

najmensi spoloény zdkryt {G},, to
logickym
je, aby kaddd trieda X € {G}y; bola uzavretd mnofina v .

ku kazdému &, 0 < £ =

PretoZe je splnens podmienka z vety 3, je aj {G},,
na G. Pretofe [G}, a [(), st topologické faktoroidy na @, je nim podla

pologickych faktoroidov [G), a [G], bol topo-
faktoroidom na topologickom grupoide G pri dplnom systéme okoli X

Dékaz vyplyvaz vety 3 a z toho, Fe zdkryt {G},, je faktoroidom {pozri[l])-
Priklad 4. Nech [@), a [G], st topologické rozklady z prikladu 2. Potom
1 mbzeme priradif triedu X(&,) = {(£, +- &, &) |k =

=0,1,2 ..., & >0} najmensieho zakrytu {G},, (rozkladov [Gh a [GR).
topologickym rozkladom

vety 4 aj {G}q,.
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O HAUBOJILIIEM OBIIEM VOJOTHEHNI
N HAUMEHBIMIEM OBIEM SAKPHITNH
ABYX TODOJNOTUYECKUX OAKTOPOUOB

POBEPT MIYJKA

BriBognt

IT4 CTAaThA ABIACTCH NPOKOIIKCHHEM asroposrix pabor [3], [4] = [5]. ABTOp mOKA3HIBaeT

CHENYIOMYI0 JTeMMy :
Hycrs [G]; 7 [@], TonoAOrMYeckme daxToponE Ha TomoTOrMYECKH

TIOJHOM CHCTeMe OKpecrHOCTel .
a) Heol6XomuMuIM B JoCTATOMHBIM ycioBueM Riia Toro, urobbt HauGoibmee ynroTHeRwe

[Glie TonomOrHYECKHX $arroponnos [@]; u [@'], Gsiro TononormaecKuM daxropormonm Ha Tono-
JIOrMYeCKOM Tpynnouse G IpH HoJHON cAcTeMe OKpecTHOCTel X, ABiserca 1o, atobm U X
NDQ%Q

(X€[Gy,) Buno OTKPBITHIM MHOMecCTBOM B G 1A Beakoro UES,

6) Heobxommmsrv u jocraTounsim YCJIOBHEM JUIA TOTO, 9TOGH HamMMeHbiiee obmee 3a-
wprtae {6}, Tononormyeckux Qarropounos [G], 1 [, 6110 TomOTOrHTECKIM daxroponmonm
Ha TonoNorEYeckoM rpynmnoume G TIPH TIOJIHOM CHCTeMe OKpecTHOCTE X, ABIIAETCA TO, YTOGHI

BCARME Rrace X€{G@},, Grun BaMKHYTHIM MHOKEGCTBOM B G.

OM rpymmonyie G npu
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ON THE MAXIMAL COMMON REFINEMENT
AND THE MINIMAL COMMON COVERING OF
TWO TOPOLOGICAL FACTOROIDS

ROBERT SULKA

Summary

This article is a continuation of the authors Papers 3], [4] and [5]. He proves the
following lemma;:

Let [G], and [G, be topological faktoroids on the topological grupoid @ with the
complete system of neighborhoods 3.

) The necessary and sufficient condition for that the maximal common refinement
[G1;5 of topological factoroids [GY; and (@], be a topological factoroid on the topological
grupoid G with the complete system of neighborhoods X is that U X(X ¢ [G12) be an
open set in @ for each U € X, InU+s

b) The necessary and sufficient condition for that the minimal common covering {G},,
of topological factoroids [, and [G1. be & topological factoroid on the topological gru-
poid & with the complete system of neighboorhoods X is that each class X €{6}; be a clo-
sed set in G-
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