MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS SAV, VII, ¢ — 1957

ZVYSENI STYKU KRIVEK PROMITANIM

ALOTS URBAN

Ratedra inatematiky a deskriptivad geomsetrie fakulty strojuiho inZewyrstvi CVUT
v Praze

1. Uvod

Problém zvyseni styku kiivek promitanim je pomérné stary. Prvni vysledky
byly zndmy jiz koncem minulého stoleti, kdy francouzsky geometr Halphen [6]
ukdzal, Ze dvé kiivky k;, k, majiel ve spoletném bods A4 styk fadu s — 1
{s 2 1) promitaji se z bodl jisté roviny, t. zv. hlavni roviny, do kiivek. jez
maji styk fadu s.

Teprve mnohem pozdéji v poloviné tficitych let téméf soudasné Bowm-
piani {1] a Cech [4] ukazali, Ze za jistych predpokladi existuje v hlavni
roviné hlavni plimka, z jejiz bodd se dané kiivky promitaji do kiivek o styvku
Fddu s 4+ 1, a na hlavni pfimce hlavni bod, z ndhoz se promitaji do kiivek
o styku fadu s + 2.

Soudasnd byla ukdzina pékna geometricka konstrukee hlavni roviny a hlavni
plimky [4]. Je-li P libovolnd plocha prochézejici obéma kiivkami k, « k..
teéna rovina plochy P ve spoletném bodé 4 obou kiivek je hlavni rovina.
Neni-li (za pfedpokladu s = 2) spolednd teéna obou kiivek ve spoleéném bodé
asymptotickou tednou plochy P, hlavni piimka je k ni sdruzena teéna plochy P.

Nalezené vysledky byly pomérng brzy na to jednak doplnény Bompianim
pro dvé protinajici se kiivky [2] a pozd&ji i pro dvé kiivky bez spoleéného
bodu [3], jednak zobecnény Cechem pro dotykajici se kiivky (s = 2) v pro-
storu dimense n = 3 [5]; soudasné byly podany, s vyjimkou piipadu protina-
jicich se kiivek, n8které geometrické konstrukece hlavnich piimek a hlavnich
bodd.

Ukolem této prace je ukdzat .geometrickou konstrukei hlavnich elementt
pravé i pro protinajici se kiivky (s =1). Podrobnéj¥ studium vlastnosti
styku kiivek [7, 8] ukazuje jednak, Ze piipad s =1 je nutno s analytického
hlediska projednivat zvl4st, jednak, Ze feleni tohoto pifpadu je pondkud
sloZitéjsi ne# v piipadé s > 1. ,

V préci je nejprve ve 3. odst. novou metodou nalezeno analytické feseni
problému; na to v daldich dvou odstavcich navazuje nékolik geometrickych
fefeni. Za zdkladni konstrukei hlavnich pfimek a hlavnich bodd je moino

207



oznadit jejich konstrukei usitim jistych rozvinutelnych ploch le#icich v kon-
gruenci uréené ohéma danymi kiivkami (odst. 4), nebot tése metody lze uiig

Wave Biivky (at jiz mais styk fadn s — 1 = 0 neho jsou bez spo-
leéného bodu). Daly konstrukee (odst. 5) wifva kvadratickych Piipadng ku-
bickych ploch. kterd maji s obéma danymi k¥ivkami v jejich spoledném bods
styk vhodn& volendho Ffadu. Kone&ng je uvedena konstrukce (odst. 5), kters
je geometricky nejtésnéji spojena s pfedlozenym problémemn. Promitaci kuse-
lové plochy d nych kiivek jsou nahrazeny kvadratickymi, piipadng kubickymi
kuzelovymi plochami, které g danymi k¥ivkami maji v jejich spoledném bods
styk vhodného #4du.

2. Analytické podminky pro dvojici protinajicich se kiivek

Necht v trojrozmérném projektivnim prostoru Sy, ktery je vztaZeny k sys-
tému homogennich soufadnic z (1 =0,1,23), jsou dény dvg kiivky k,, k,
0 parametrickych rovnicich

o= =a), k=g, =g,

(t=0,1,23) (2.1)

kde z,(w), (y:.(v)) jsou analytické funkce parametru w(v) definované v Jistém
otevieném intervalu W (7). Pro strudnost budeme misto rovnic (2.1) Ppsat
jejich vyjadieni ve vektorovém tvaru

ky = 2 = 2(w), ky =y =yv). (2.2)

Ptedpoklddejme, %o obg kiivky maji spoleény bod 4, ktery necht je jedno-
duchy na obou kfivkich. Beg omezeni obecnosti maZeme piedpoklédat, Ze
bod 4 na kiivee k,( k) prislusi parametru w =0 (v =0).

JestliZe zavedeme oznadeni

MmﬁwrQW§%ﬁw@ﬁgu$ (2.3)

S (=012, ..

(pfitom bod z, mj soufgdnice ZTovs' L1vs Tyyy Xy,), vektorové funkee xz(w), y(v)
v rovnicich (2.2) lze rozvinout v potendni fady

2 w3 oot
a) \emaH§+§_+m.a~+%§+H_ﬁﬁr..; (2.4)
T 3 vt
b) ) \nmmm\”Q=+eN\H+lwn.$+wl_w\u+H_$+...,

Protoze faktor tmé&rnosti homogennich mozm.m@:mo; v AM.C je moZno jests
vhodng volit, migeme predpoklddat piimo ; .

o = Yp. . - {(2.5)
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7 piedpokladu, %e bod 4 je obydejny na obou kiivkdich, plyne

’

{wys wy) 5= 0, (%> yo) = O

o
<L

pritom symbol (my, ;) = 0 znadi, se matice

A.&oou %Eu Rw% &uc
Lo1s L1135 Toys Xgp

mé nejvyist moinou hodnost; obdobns je tomu u symbolu (%, 24, 4,) .% 0 .mﬁ&.
Predpoklidejme nyni, se ktivky ki, ky se v bods A pravé protinaji, t. j. Ze
maji v bodé 4 styk #4du privé 0; pak je nutng : :

(g, &1, ;) == 0. (2.7)

Teény kiivek k,, k, v bods 4 uréuji tedy spoleénou tenou rovinu obou
kiivek, kterd se nazyvéa hlavni rovina kiivek ki, &y v bodd A [6].
Je-li z libovolny bod prostoru S, nelezici v hlavni roving bodu 4, jest

(2o, T, Y1, 2) == 0, ; (2.8)

a tedy body z,, z,, z,, z mieme vzit za vrcholy lokdlntho soutadnicového
étyrsténu. Necht je

Ty = Aomy + Az, + Aoy + Az, Yo = Aoy + Mz, + Ay, + 'z,
3 = Moo + p%y - poy, + Mz, Ys = po, + % + kw.,S + p'z, (2.9)
Ty =2y + &y + vy, + vz, Yo =%, + Ny + vy, + vz,

Dosadime-li (2.9) do (2.4), dostaneme

a) . &”&oT+WSN+%N%+W@8;+A.;+

Ty

| o L

+g;s+wi+%§+W§+¢;+§;m%+m§,w§+¢;+
A v 5 .

+N—msn+%§+ﬂ§+¢% : O (2.10)

’ ’ ’ N\.\\ ..\ 3 v
sQH§T+wa+%%+wa+¢;+§mé+m%+wa+¢;+

s ’ ’ ) N\ ’ R H\\ .
+ST+W%+%z+wi+¢;+AM%+%§+ma+3$

kde (.) v%dy znadi souhrn lend, z nich# lze ,adéwuo:n alespoit w® :mvo v°.

Rovnice (2.10) neuddvaji nejobecndji tver rovnic kiivek &, k,; jet v bodé 4
maji styk fddu 0. Jak znimo [4, 5, 7, 8], dostaneme je z rovnic (2.4), resp.
AMMHSV jestliZe provedeme transformaci parametru w

W =F(v) =a + 5o + 5 + 50t () a +0 (2.11)
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a soucasné soufadnice x ndsobime nenulovym faktorem

‘A

F b () (212

Misto rovnice (2.10a) dostaneme pak rovnici kiivky &, ve tvaru
& = o(v)x(F(v))
1

~v~ + b 4 ) (gt} + bo)* + 31 (Fole, + @} 4 ba)v* 4

1
33 s vt 000+ () [+ o+ Gt +
+ 2a,b, + a,)v? 4+ — 3 Cr by 4+ @} + 3ab, + 3a,b, + a4t + Q&@ +

i 5 o
+ mils -+ mad + daiby 4 6asb, + dagh, + a) ot + Av + ¥y ~W Aa0iv*

5 1 ,
oty 4 ppaf)e® + o sk + pahey + wpat)o* + (. ; A+ Nﬁ : iaiv? +

2
| . 1
gy (Bl - pad)o? + (o + ey + vt + () “ (2.13)
kde pro struénost jsme zavedli oznadeni

Iy =3y + aib). by = day, + 303 + 120,0b, + 6y (2.14)
Iy = 2(3a3a, + 2a3b,).

3. Analytické Fefeni prohlému

Zvolme libovolny stied promitini S a libovolnou praimétnu &, ktera ne-
inciduje s S a pro Wﬂowo: tedy plati (S, £) < 0; symbol (S, £) je zndmé zkra-

cené oznadeni pro . .wm: kde s;(£), ¢ =0, 1, 2, 3, jsou soufadnice stiedu S
i=0

{(primétny £). Vhodnou volbou faktoru umérnosti homogennich soufadnic

~

mmiZzeme soufadnice :9.5@_5055 tak, Ze

; (8,8) =1. (3.1)
Pri této volbé najdeme pro praméty K,, K, kfivek ky, k,
Ky=X =% +18, K,=Y —y+ 4, (3.2)

kde 4, y urdime uzitim MOQEF&W incidence (X, &) = (Y, &) = 0; jest
a tedy rovnice primétt K,, K, maji tvar

Nﬂ_ =X = — ?m, Mvrw.u Nﬂw

li

Y =y — (g, 8)S. (3.4)

Y
)
3

#

Z :Emsas.%o: rovnic je predevsim patrno, Ze priméty K, K, kiivek &y, k,
maji spoledny pramét 4" bodu A. Jest totiz X, = =¥ 2:95 a postadéujic

podminka pro to, aby primdsby Ay, &, 0idly v bods .1 stykfddue 1 (o 21
celé Cislo) jest, aby bylo 50:5 :E: ésla a,, b.(r =1, ..., 0 — I; a, == )

RV

tak, aby bvlo "
X, =Y., (»=0.1.....0— 1), (3.5)

tedy, jak plyne dosazenim (3.4) do (3.3), aby existoval bod § vyhovujici pod-
minkdm

0.8 =%, —y, (v=0,1,...,0 —1), - (3.6)
kde o, = (#, — y,, &); za %, a ¥, je tieba sem dosadit 7 (2.13)a (2.10b). Pritom
pro r =0 podminka (3.6) je splnéna identicky ?,d kazdé S. Uzitim (3.6)
snadno dokdZeme (Bompiani [2]):

Kfivky K., K, maji v bodé A’ styk fadu 1 prévé tehdy, je-li S bodem hlavni
roviny kfivek k;, k, v bodé A, ale neleZicim na jejich tecnich v A.

Dikaz plyne z rovnice
oS =byzy + a2 — y;. {3.7)

na niz se v tomto piipads redukuji rovnice (3.6).

Dale plati (Bompiani, [2]):

JestliZe oskulaéni roviny kiivek ky, ky v bodé A jsou rizné od hlavni roviny
kFivels kb, ky v bodé A, existuji v hlavné roviné dvé rizné piimky prochdzejict
bodem A, z jejich% bodw (4 A) kfivky ky, ky se pr omitagi do kitvek magicich v pra-
métu A’ bodu A styk fadu 2. Obé piimky oddéluji harmonicky teény bfivek k,, k,
v bodé A.

JestliZe pravé jedna oskulaini rovina kfivek ky, ky v bodé A splgvd s jejich
hlavni rovinou v bodé A, neexistuji body, z nichs E\ se N%SE\ ky, k, promitaly
do kfivek, jef by v A" mély styk Fddu vy§siho nef 1.

JestliZe oskulacni roviny kfivek k,, k, v bodé A splyvaji s jejich hlavni rovinou
v bodé A, pak z katdého bodu (4 A \ havni roviny se promitaji kfivky k,, k, do
kitvek, které maji v bodé A’ styk Fddu 2. Neni-li hlavni rovina pro Zdidnou
z kitvek k,, k, staciondrni, existuji v ni ¥ eu&aﬁ:h rizné pHmky, z jejichs
kaZdého bodu (4 A) kiivky k,, k, se promitaji do kiivek majicich v bodé A’
styk fddu 3. Trojice téchto pFimek je apoldrni ke dvojici teden ?«semh k,, N e
v bodé A.

Dikaz. K rovnici (3.7) ptipojime rovnici (3.6) pro » = 2, t. j- rovniei .

028 = (Aga} + by, — va.ﬁo + (8% + 2a,b; + a; — Az + (A0} — )y, +
: : + (Aa? !“»Qu. (3.8)

Z (3.7) a (3.8) plyne, Ze nutni a postadujici podminka pro to, aby existoval
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stred S, % ndho? by se kiivky k. L, promitaly do kiivek majicich v bods 4’
il aloe 1 \q T,/;«, Al o «,I () 2

.
elh o & S N s
At b — 2 Aot +20h Loa, — A Mod — 2L Ay — 7
méla hoduost 1. K tomu Je nutné a stadi, aby existovalo «, = 0 vyhovujici
rovniei

da? — 2 —o (3.10)

a aby platilo |
a) Uy =2y, + Ay — Al — Mai — 2a.b,,

b) by = b, 4 2} — Le3h, V.\.éa.w. (3.11)

Za predpokladu A = 0, 2/ + 0, t. j. za piedpokladu, %e oskulaéni roviny
(%, 2, ) a (, Y1 ) k¥ivek k. k, v bods 4 jsou rizné od hlavni roviny
v bodé 4, najdeme 2 (3.10)

o] ol/E . : :
ali) = g _ ToE=12 e =1y ey (3.12)

Zvolime-li za a, jedno z &isel (3.12), d.o:sum,: dile &, libovolné a a,, b, tuk,

aby platilo (3.11). pak bod

bz, + afz, — y, (¢ =12 (3.13)

je stiedem promitani, z néhos se kiivky k), F, promitaji do kiivek majicich
v A’ styk 4du 2. Body (3.13) vyplni (s vyjimkou bodu 4) dvé rizné ptimky
hlavni roviny spojujici bod 4 s body az, —y,, oPa, — Y, jez oddéluji
harmonicky body z,, %1- Tedy ob& ptimky oddéluji harmonicky teény kiivek £,
ky v bods 4.

Jestlize jebud i =9, 2 4 0,’nebo 4 =+ 0,4 =0, t. j- jestlize prave jedna
oskula®ni rovina k¥ivek k,, k; v bod& A splyva s jejich hlavni rovinou v bods A4,
neexistuje a, = o{uu}ho<&m& rovnici (3.10), a tedy neexistuje stfed promitani,
z ného# by se dané kiivky @mo.hﬂ,#mq do k¥ivek majicich styk fddu 2.

Predpokladejme :%E& =4" =0 (pak je jiZ nutng A% 0, A{ =+ 0), t. i
piedpoklidejme, ze oskuladni roviny kiivek k,, k, v bod& 4 splyvaji s jejich

v

hlavni rovinou v bods 4. Rovnice.(3.10) je pak spln&na identicky pro kazdé a.

Volime-li p#i libovolném @, = 0 a libovolném b, &isla ay, by podle (3.11), m4 -

matice (3.9) hodnost 1 a tedy z kazdého bodu (== 4) hlavni roviny kiivky k,, k,
se promitaji do k¥ivek majicich v A’ styk ¥4du 2. .

K rovnicim (3.7) a (3.8) pFipojme je¥t& rovnici (3:6)'pro v =3, t. j. rovnici

0,8 = (Aahy 4 #oai + by — ?\.vﬂo + (4,4, +inal + 3a,b, + 3asb; + a; — EU&H +
. + (A:h, + Hal} — \smvw\_ + (34aa, + alh,) + uai — )z, (3.14)
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v niZ je jestd tieba podle predpokladu polozit 2 = 0. Nutné a postadujici

1 Dro to. aby existoval stfed promitani, z néhos by se dané krivky
promitaly do kiivek majicich v bods 4 styk Fddu alespoii 3, jest, aby matice
\@_ . s Oy ,

Ayt + by — 7 o AW+ 2000, @y — 4y ,
- F L B 3 e s P
S o G S AR + wat + 3a,b, + 3asby + ay — .
—1 , 0
2 ! B
Aai — 2, o, Aad — 2 . (3.15)

Aoy + pot} — o, 3y, + a3by) + pad — W

(v niz 4 =1’ = 0) méla hodnost 1 a aby «; 0. K tomu je nutné a staci,
aby existovalo nenulové Feseni rovnice

pad = p = (3.16)
a aby kromé rovnic (3.11) platily je§té rovnice

@y =ayps + gy — ayhd, — hidy — aius — au, — 3a,b, — 3ash,.
by =bypy + py — bilndy — hidy — @ibyp, —.ajt,. (3.17)
Hu.m.mmwoﬁﬁmwim-:n Ze .Em:\:m rovina k¥ivek ky, &y v bod& A neni pro #ddnou
z kiivek k;, k, staciondrni, jest == 0, 4’ = 0, a tedy existuje vidy @, == 0
vyhovujici rovnici (3.16); jejim YeSenim najdeme i

A P AR T
al) = g ﬁ\m&Iu As =1,2,3; &0 =1, ¢® — 1 n‘*wl i) 3 - vilnwiv
“ . .o®
. (3.18)

Zvolime-li za a, nékteré Fefeni v (3.18), volime-li dile &, EcvoEmv s, by
podle (3.11) a a,, by podle (3.17), pak z bodu (3.13) (kam za af Qo@@.gm
z (3.18)) ktivky %, k, se promitaji do k¥ivek majicich v primétu 4’ bodu A
styk ¥ddu 3. PHmky promitajici body (3.13) z bodu 4 tvo¥, jak: se .,mzmmso
zjisti, trojici pfimek apoldrni s dvojici teden kiivek ky, ke, v A. )

Tim jsou viechna tvrzeni véty dokézana. Sestrojené piimky v hlavni roving
se nazyvaji klavni pfimky (Bompiani, [2]).

Konedng plati véta (Bompiani, [2h:

Jestlite oskulaént roviny kiivek ky, k, v bodé A jsou razné od hlavni roviny
kfivek v bodé A, existuje na kafdé z hlavnich pHimek bod (+ A), z ného¥ se
kfivky ky, k, promitaji do kiivek magicich v pramétu A" bodw A styk Fddu 3.

Jestlite hlavni rovina kitvek ky, k, v bodd A je nestaciondrni oskulatni rovinou
kaZdé z kfivek ky, k, v bodé A, existuje na kadé ze t7 hlavnich plimek bod (+ A4,
z ného? se kfivky k,, k, promitaji do kfivek majicich v pramétu A’ bodu A styk
fadu 4. T'yto body jsou kolinedrni pravé tehdy, kdyZ pii vyjadFeni (2.9) jest

AL — 'y =0, o (3.19)
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Dikaz. Predpokliddme-l;i ne
jsou rézné od hlavni roviny kiivek v bode A, 6] je-li 2
2

bod z v (2.9) volit na priseénici ohon ogkyl
tedy 2, =17 = 0. Nutna

atnich rovin {ale == 4)

promitajfef kiivky ki, ke do k¥ivek majicic
@y 7= 0 a aby matice (3.15), v niZ polozime Zp =2, =0, méla hodnost 7.
K tomu je nutng a stadi, aby platila rovnice (3.12), rovnice

3Mab, + @p)ay + pai — “ =0

(3.20)

a rovnice (3.11) a (3.17), v nichz je tfeba palogit Ay = NM.H 0. 7 rovnic (3.20)
a (3.11a) snadno najdeme

, 1 ’ 3
by =2, — Ay — wmra._“ (1" — ua3),

(3.21)

; 2 2
@ = —Aa, + a2 + 3, (& — paj).
Zvolime-li nyni a, tak, aby vyhovovalo rovnicj (3.12), uréime-li by, @y uzitim
(3:21), by z (3.11b) a a3, by podle (8.17), pak ktivky k), k,se promitaji do k¥ivek
majicich v pramétu 4 bodu 4 styk #4du 3 Privé ze dvou bodi

[SC]

| =

T\.,:& M) — S (wat ; Tt A @ — 2 2y, (3.22)

2

3 8 3 3 3
s @ art) - L .i:.i a— g, gty

|
]o—lw

jez po jednom le#{ na hlavnich piimkéch kiivek ky, &y v bods A.

Necht nyn{ oskulaéni roviny kiivek ,, ky v bods 4 splyvaji s hlavn{ rovinou
kiivek k,, k, v bods A4 a necht oskulaé&ng roviny nejsou staci

ondrni. Pak v (2.9)
jed =4 =0,p%0 4 %o
K rovnicim .Am.dw (3.8) a (3.14) Pripojme je§td rovnic;
0.8 = (Aohes + tohy + e..m«w“‘.,..T b, — v0)% + Ak, + trhg - nai + 4a;b; -+ 6a,b, +
+ dash, + a, — ")z, + (Ashy + ok + vai — V) + (whs + va} — ')z,

. , (3.23)
Nutn4 a postadujici podminka, Pro to, aby existoval hod S, z ndho by se
ktivky &, k, promitaly do ktivek majicich v 4’ styk ¥4du 4, jest, aby matice
b, , Oy .,
b, + Aaf — Ao a, + 4,02 + 2a.b, — A
b, — B, s Gy — Ay ;
b, — B, s ay — A4,

3
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jprve, e oskuladni roviny kiivek k,, ky v 4
F0,4 =20 muzeme -

; volime
“vuina a postadujief podminka Dro to, aby existoval bod §
hov bodd 4 styk Tddu 3, jest, aby

—1 . 0
Il — 73 , 0 , \ s 58)
Aohy A e} — gl Looual — \
X ) 2
Aoly + poliy + vy} — phy +rai —a
¢ . = 3,4) funkci a,,
(v iz A, (i =3.4)je funkei ey, ....a;, b, ..., biya B (1 = .WMT.CAT: . :Hm.
@, h bi—y) méla hodnost 1 a piitom aby a, &= 0. To nastane
2 i Bedfee My e e g Wy

pravé tehdy. kdyi «, je TeSenim rovnice (3.16), jestlize plati rovnice (3.11),
(3.17) a

a) 2u(3aia, + 2a3b,) + vai — v =0, \ .
b) g = A, — ay(ohy + by + vt — emvu 3.9
c) by = By — by(Aahy + pohy + voat — 75).
Z rovnic (3.11a) a (3.25a) najdeme
bi= o (—6hual + 6Aual — SAyuat + 6dual + vt — ). (3.26)
' 8aju

Postupnym dosazenim b, z (3.26) do (3.11), (3.17) a Aw.wm.mr S\E.MS_WQMW
by (v =2, 3, 4) jednoznaéné jako funkee parametru a,. Jestlize <.<muo.:® o
wMNm:m feSeni af? (i =1, 2, 3) rovnice (3.16) do pravé strany (3.26) oznadime b
(¢ =1, 2, 3), pak z predchdziho plyne

-5 3 Y .W \I.H. ) 02 ...m ~w,
by = WT%:S: a4 6 T — Ge gt
41 .
+ 645 + et Cu' — vu'h). (3.27)
Fritom W, + af'my — g, (1 =1,2,3) (3.28)

jsou body, a to jediné, z nich# se k¥ivky k,, k, promitaji do k¥ivek majicich
v primétu A’ bodu A styk fédu 4. <
"Body (3.28) jsou kolinearni pravé tehdy, kdyi
, W 1
o«n 2 Y1 >
a®, 62,1 | =0. (3.29)
a®, b, 1

Po dosazeni z (3.18) a (3.26) najdeme odtud jiz dokazovany .<N¢w,r Aw.www&
Nalezené body jak v prvém, tak i v druhém pipads se nazyvaji klavni body
( Bompiani [2]).

4. wa_.m._iri._m:.:w@e hlavnich elementd-

Hum.mmowci «%&m&m% je moZno interpretovat geometricky; uZijeme Hm.;og
netrividlnich rozvinutelnych p¥fmkovych ploch wm:swﬁ:w.o w°=m§¢5mw _M pro
kterou k), k; jsou fokéInimi k¥ivkami. P¥itom trividlni rozvinutelnou piimkovou

1> . )
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plochou rozumime kazdou kuzelovou plochu, jejiz vrehol je na jedné z ki

vek Ly By aieiiz vidied kiivion je druhd kiivia,

Necht P je nerriviaini primkovi placha lesief v kongruenci § prochdzejici
bodem 4, pro kterou body ktivek &y, ky nejsou singuldrni. Povrchové piimky
plochy P protinaji pak fokalnj kivky . F, kongruence § v bodech o para-
metrech 1, v odpovidajicich si v analytické korespondenci, kters je nutng
tvaru

Xy

w =Dv) =axp +%em+w~eu + (£ 0). (4.1)

Jestlize obracens je dina analyticks korespondence (4.1) mezi body o para-
metrech w, v ktivek f,, k,, pak spojnice bodi, které si odpovidaji v korespon-
denci (4.1), vvtvori netrividlni piimkovon ?OQE P lezici v kongruenci §.
Jeji piimku jdouet spoleénym bodem 4 obou kiivek k,, k, uréime jako limitni
polohu piimky ‘ . A
' Pi) = (y(v), 2(P))). (v 0) (4.2)
Pro v — 0. Dosadime-li (4.1) do (2.10) a uzijeme-li (2.10) k Upravé (4.2)
najdeme :

ok o) = (2, g2y — wv + 02 (), : (4.3)
a tedy
o) =tim 20

Odtud jiz plyne véta, uddvajici geometrickou konstrukei hlavnj roviny
kiivek k,, k, v bods 4; tato véta je specidlnim piipadem obecndjii véty, jer
plati pro kazdou plochu prochézejici kiivkami ky, k&, (Cech [4], [5]).

Hlavni rovina kfivek ky, ky v jejich spoleéném bods A je teCnd rovina v bodd A
ka%dé nelrividlng primkové Plochy P kongruence .

Pro hlavni primky dokéfeme: :

Primla netriviging rozvinutelné .%N.QQG P kongruence § prochdzegici spoleéngm
bodem A kFivek ky, &, je hlavni piimboy kfivek ky, ky v bod¢ A. Obricens: kaZdd
hlavni piimka kiivek &y, k, v bodé A je pfimkow metrividIng rozvinutelné plochy
kongruence §. IR

Dikaz. P¥mkov4 plocha, jejiz tvoiict piimky jsou (4.2) a (4.4), t. j. plocha
S X (0) = y(o) + ua(@(e)), v 0,

b) X(u, 0) = ux, — o Z; + {4.5)
-je rozvinuteln4, jestlife podél kazdé jeji tvoricf piimky teéné roviny splyvaji;
pHmka p(v), tetna [kiivky &, v bodg ABASV a tedna .wm.mia\ ky v bod& y(v)
lezi pak v jedné roving, Jest proto pro rozvinutelnou plochu pro kazdé »
(@tedyiprowv —0) - .. . - - oo :

o 8T (@, y,2',9') =0, ; © - (4.8)
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kde tdrkou je oznagena derivace podle Pparametru v. Dosadime-li sem ﬁ.wﬁ
lw je dédno funkel @(v) v (4.1)], dostancme po delsim vypostu (po vykraceni

determinantem (z, x,, y;, z) == 0)

[ 1 9 i £ [AP-4 1 S . 3 L
Wf%ﬁ&m A ST - 5 X' Axja, 4 ;‘w(Q;N — A AN)ad leQ,m\. AL e
. 5 5 L, i 1 s L, 2 Wl 3
+M~.Iti \W\\QQ + v MQMAW\:@.% —gH v A Amm\sm Tgaa )t 7 MM
it i (ot — L) 4 Lot L S
= g Rt g (st = pte) et — S v 4 20) + 20 | ()

(£.7)

_ Koeficienty pfi jednotlivych moenindch parametru v jsou nutng 55@.5:9
tim dostdvame podminky pro koeficienty korespondence (4.1), a tedy i spe-
cialné pro x, & 0, ,. .

wumam@_miw@mu.ao nejprve, Ze oskulaéni roviny E&qmw\ k,, Nnm aw bodé& HA wmmﬁ
razné od hlavni roviny; pak je 2 &= 0, ’ &= 0. Bod z zvolime jesté H.E prisednici
oskulagnich rovin, t. j. zvolime 4, == 1] = 0. Rovnice pro &, o, jsou tedy

.@v. \\_.o«m..'ﬁ‘ ”Ou

b) — WQN&\ + Aadx, — W\NH»@W |_| W. Aodo} + W.J:?.» — W.s&m =0. (+.8)
Odtud jiz plyne
by o — izt T_\Eim — oty w (it — m:.fsﬁ. . (4.9)
(6=1,2; & =41, &® = _1). ,

- Z'rovnice (4.8a) je ziejmé, Ze v kongruenci § lexf Awim‘ Ewnii&wm rozvinu-
telné plochy (prochizejici bodem A a pro néz H.mm.z_mwgivom% kiivek k,, k,
nejsou mszEnbc. Jejich primky jdouci bodem 4 jsou MEEW% ﬁ.mvwv wwmo _M:
je déno podminkami (4.9a) a tedy podle (3.12) a (3.13) jsou to hlavni pHmky
ktivek k,, &, v bodd A. ] o

Pfedpokladejme nyni, 7e oskulaéni roviny kiivek k,, &, v bods 4 m@\q<£_
s hlavni rovinou a nejsou staciondrni; pak je A.=1"=0, u 0, u' &+ 0.
W.oﬁ&om (4.5) se redukuje na rovaici

e - m u. i . 1 5 W 2
(o} — ') + q_T Am\s“w - wi th(fgeet —3 .:Sv T )

1
'3

B 1., 1, 1o, 1, i
+w»¥&!wpm§w+wpm?&lwkfv+.w§|m§_ +i.v9

) 217



kterd plat identicky pro viechna ». Odtud pro koeficienty x, == 0, o, ... ko-
respondence (4.1) plyne

a) nod — =0,

TR S SN ) LR I S RN S
D) o, G T g ) = Al gl — o e TG A b A —
1., s 1, L
e U —qH ,W,__j_ ,uTw:fB (4.11)
a tedy
1 .1
a) ofp =Dty
. 1f .. -3 2/, 1 T YOV | .,
Uv ?m; — MAM?T\S w\\uA\; [Ms.?luv!:m:.\g um\uANu ’le.:\x\lﬂv r_FNSQ\‘:lnl\J,‘—.M
(4.12)
Y T
As. =1,2,8; ¥ =] g@_ IH.*Mls_.wv £ Iwm.i‘wv.

V tomto piipads v kongruenci & lezi tfi netrividlni rozvinutelné plochy
(resp. plaits), kterd prochizeji bodem A4 a pro kterd reguldrni body kiivek k,, £,
nejsou singuldrni. Péimky téchto ploch jdouci bodem 4 jsou piimky (4.5b),
kde &, je ddno podminkami (4.12a); jsou to hlavni ptimky kiivek k,, &, v jejich
spoleném bod& 4, jak plyne z (3.12) a (3.18).

Pro geometrickou konstrukei hlavnich bodir plati véta: :

Bod hrany vratu netrividlni rozvinutelné plochy P kongruence R na hlavni
pfimee kfivek ky, k, v bods A je Mavnim bodem kiivek ky, by v bodé A. Obrédcens:
kazdy hlavni bod Liivek ky, ky v bodé A je bodem hrany vratu netrividlni roz-
vinulelné plochy P kongruence .

Dukaz. Necht .

w=u) =y + po + B 4 () (4.13)
je rovnice hrany vratu netrividlni rozvinutelns plochy P (kters prochazi
bodem 4 a nemj regulgrai bod k¥ivek ky, k, za singuldrni bod) kongruence §.

Po dosazeni (4.13) do (4.5a) najdeme

X(v) = X(Bo + B + 0%(.), v) =

= %o(1 + o) + o(By, + By + g1) + v¥(.). (4.14)
Protoze vyludujeme piipady rozvinutelnych ploch kongruence, pro n&# je
bod A4 singulérni, plati ve (4.14) nutng g, = —1 a tedy pro bod hrany vratu
na tvofici pfimce rozvinutelné plochy P najdeme .
. X
X(0) = Ew M ) =fxy — x,x, + y,, " (4.15)
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kde, za naich pledpokladi o oskulaénich rovinidch kiivek ky, ky v bodé 4
koeficient o, je ddn bud podminkou (4.8a), nebo {(#.12a). Zbyvi jesté urdit f,.

V' bod& hrany vratu rozvinutelné plochy je tednd rovina

(X (2, v), y(v), =(P(v)), ¥'(v) IT wu()z"(DP(v))) = 0 (4.16)
‘neuréitd, a tedy matice (kde kb, =, + 4n3)
‘ Py

_+wem+3“ 5 v+ (),
1 +Wew+:. Be+w\:ew+¢r
2o () B+ -+ () (asio+-(.)), Awt(Bo+Bro+ () evy v 4-()),
e+wefl.y T+ ()

Z P (4.17)

S o+ (), 5 %1 + (1)

Lot 50+ (B 4 v + (NAsio. 20 + (B + Ao + (.))anw

musi mit hodnost mensi nez 3. K tomu je nutné a stadéi, aby v8echny tfifadové
determinanty matice (4.17) byly rovny nule. Specislng musi byt rovny nule
determinant z prvkd 1., 2. a 3. sloupce matice (4.17): v

LG40, LIS

1 +Wmem+ﬁ.vw Ny +W3u+\,_éew+¢r

Ga+ &bl + () Bova o+ (35 -+ BBt + fue + Brao+ (1),
v B () |

A

|
_ =(4.18

2t 4 () ~ ( )
|

2 g
L+ (A2 + AByiw + ()

1 1
ue£~+9%+%?ai+$+g;3+;a;m+}v+
. U ’ H .
+ W\.ﬁ +W»m.me9w + Ae%y AMP + uvv.T v3(.).

Rovnice (4.18) plati identicky pro viechna, S vzhledem k pfedpokladu a, =+ 0,

. najdeme tedy odtud

N,v me — Iﬂu
) B (et A — B Aysd — ), (4.19)

17 %,
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Necht 2 == 0, 2" L0 0 (t. j. necht oskuladnf roviny kiivek k,, k, v bodg 4
jsou 1azné od jejich hlavni roviny v bodé 4). Zvolime-li bod 2 =+ A4 na pra-
ku

i
seéniel obou oskulaénich rovin (2 = 2, =0), pak po dosazeni (£.9) do (4.19b)
dostaneme

l—fw
I

1 1 1 3
gD = M?S?N‘M _ \,,m\mw.v O ] O&\, — gDy 2% (4.20)
(£ =1,2; & = +1, & = 1),

Odtud je patrno, ze body (4.15) (kam dosadime za %, 2 (4.9) a za §, z (4.20)),

t. j. body [\L\‘ (BPzy — Pz, + y,), i — L, 2, jsou hlavni body (3.22).

Necht 2 = 2" =0, u = 0, #' == 0 {t. j. necht oskulaéni roviny kiivek k,, k,
v bodé 4 nejsoun stacionirni a mw_%ﬂ% s hlavni rovinou k¥ivek k,, &, v bodg m:.
Po dosazeni (4.12) do (4. 19b) najdeme

1

c.mo
Caro

1 A

- w - ..H 2 -t 7 ’
Q%VHN??G;E w.x\ufm:v N:: 1 [T £9% ) :S \s . \rwv fm Am::ﬁ \S _ .\E!_vw

(4.21)

, As =1,2,3 &0 =1, o= ! + i3 £® —1—13
2 2 Ed Ay w s w

Tedy _oo@< (4.15) (kam jesté dosadime za « z (4.9a) a za §, 7 (4.21)), t. u.

“1

body J\- 2(BPxy — oy + y,), 5 =1, 2, 3, jsou hlavni body (3.28), kde «f
a U jsou dény vztahy (3. 18) a (3.27).

Tim jsou v§echna tvrzeni véty dokdzéna,.
5. Dalii konstrukee hlavnich elementi
" Konstrukei hlavnich primek a Epﬁzor bodii kiivek k,, k, v bodé 4 mizeme

rovnéZz podat uZitim Fﬁmgﬁowwor a kubickych Ecor které maji s danymi
kfivkami k,, k, v bodé A4 m&bm vhodng voleného ¥

Pro analytické 4.5@&05 uZijeme téhoz Ew&Ero mo:EQEQZQWO systému

o vrcholech z,, z,, y,, 2z, kterého jsme uzili v omma 2. Je-li X bod prostoru,
plati pro néj

X =o'+ 6ot b+ b (5.1)

" Rovnici libovolng kvadriky @ mageme Pak psit ve tvarn

3

Q=2 @y =0, (5.2)
k=0 .

kde a,. jsou konstanty, nikoliv viechny soudasnd rovny nule.
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Pro spoletné body ktivky z(w), resp. y(») (o rovnicich (2.10a, b)) s kvad-
rikon (5.2) snadno najdeme rovnice

Gon + 200w + (ZgGog 4 A@e + Aoty + Adgy + @) w4+ _‘Q.SA*V + ag(*) +

© () + mnﬁ_u + Ay + Asttyy + \HQPL w? + ~.QSA ) @ (*) + ae(*) +

3
i A : AA
o (B e 2
2 2 L 5.4
+|\M§N .|TNWN.®,5 |TMM@,£“_ w' 4 w(*) =0, (:3)

Qo + 20000 + (Ag@og + Aty + Ay, + Mgy + an)® + T«%A*v + au(*) +

+$i+m§+€?§§+§i ?i+§:+§3+

Yo A2 A |
+A\ow~ vaa& +|»§H :TA _w \W © +l§u+AlMl+lva o
4 Ap Ay V s +m\rnaw.; vt 4 o8 (¥) =0. (5.4)

Z rovnic (5.3) a (5.4) plyne, Ze nutni a postadujici podminka pro to, aby
kvadrika (5.2) méla s kiivkami (2.10) v bods 4 styk fadus — 1 (s = 2, 3, 4, 5),
jest, aby méla styk fidu s — 2 a aby jestd platilo

a) 8 =2: @y =ay =a, =0;

T
b) s =3: ay = —Aay, y =—1ay;

c) s =4: Am — m&v oy + Agltys 4+ Aa,y = 0,

A\W - mmN\v Qs + Aty + Vagy = 0; - (58.5)
m
e B B T ()
My | u A 2o Xag v g
+¢%+WT;+M§g+|§;eAwo.mlgu

3 4

A2
+- .Hauu =0.

Mﬁ\hm Mﬁmrmmvgeuw I*lA&.nNN l_l.guvgum I_l A N—.Q\Hu l—l AN NN + \\« vgwm +

221



DokiZeme nyni vétu:

Necht oskulaénd roviny IFivel: by, k, o jejich spolenim bodé A nejsou stu-
Glondrud @ nechl jsou riznd od idavid roviny kfivek by, &y v bodé A. Necht s,
(¢ =2,3,4)je kvadrika, kterd nemd v A singuldrni bod a kterd md s kfivkami k,, k,
v bodé 4 styk fadu s — 1|, v

Teénd rovina kvadriky Q, v bodé A je hlavni rovina kfivel ki, ks v bods A.

Hlavni roving kfivel: ky, ks v bodé A proting kvadriky Q, v prmkich, které tvor{
péry involuce, jejif samodrusné primky jsou hlavni pFimky kiftvek &y, k, v bodé A.

Primka polirné sdrutend s prissecnict oskulacnich rovin Ffivel ky, &y v bodé A
vehledem ke kvadrice Q, protind hlavng plimly v Mavnich bodech Liipel: Ly, ky
v bodé 4.

Dikaz. Podle predpokladu o oskulaénich rovinach kiivek k;, k, v bods 4
jest 2 5= 0, 2’ == 0; bod 2 (= 4) soutadnicového systému zvolme na priseénici
obou oskulaénich rovin, tedy zvolme Ay = 4] =0. )

Tvrzeni o hlavni roving je specidlnim plipadem zndmé véty (Cech [4]) a plyne
okamiité z toho, %e pro kvadriku @, plati (5.5a),

lovnice kvadriky @, jest

Aw.mcmnu - »MW - \,.M.WV&.E = MQEMNMN + M&EMHmu + wa.uummmm + Qwum..m =0 Am.av
(o3 = 0).

Jeji tednd rovina v bods 4, t.j. rovina & =, ji protind v dvojici primek
- 9 = -
Ay€y - 2,818, + agts =0 (5.7)
riizné od dvojice teden kivek ky, &, v bodé A (a3 == 0), jez zdvisi na parametru
@3 : gy & je parem involuce, jejiz samodruzné piimky jsou

VA& -+ VAE, —o, (5.8)

¢oZ jsou, jak plyne Porovninim s (3.12) a {3.13), hlavni primky dvojice kiivek
ky, ky v bods 4. - - g, o ,

Fimka poldrng sdruzens s prisecnici oskulaénich rovin kfivek k,, k, v bods 4
vzhledem k libovolné kvidrice @, je agt, + sy 4 sk, =0, a tedy za pied-
pokladu, Ze dand kvadrika, je @, - . , ;

A+ Aitmv £+ 2 ?mf m.v . —o0, (5.9)

Na této piimce viak le#i hlavni body kiivek k,, k, v bods 4, jak se snadno
plesvédéime dosazenim souradnic hlavnich bodd (3.22) do (5.9).

Mezi kvadrikami Qi(s =23 4) existuji také kuselové Plochy. DokéZeme
za predpokladu, %e oskuladni roviny kfivek k,, k, v bodé 4 nejsou stacio-
narni a jsou rizné od hlavni roviny kfivek k,, k, v bodg 4, %e pro né plati:
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Nutnd a postaujict podminka, ab ¥ bod prostoru byl vrcholem kuselove plochy Q,,
resp. Wy, resp. Qy; jest, aby byl vieny od bodu 4 a leel v hlavni roving, resp.
na Mlavnnd pfimee, resp. aby byl hlavnim bodem Eitvel: ky, &y v bodé A.

Dikaz tvrzenf je disledkem definice hlavnich element kiivek ky, ky v bodé 4.

O sprivnosti tvrzeni vity se miZeme viak také presvédeit pHmym ad.q.uom..
tem. Pro souiadnice M..? m: mp: Mu vrcholu 7 4= 4 kuzelové plochy @, pro kterou

tedy v (5.2) je nutng a,, + 0. ay,a5 — @}, =0, plati

| Gy @y i [ |
0 0 0 o 13 712 Pug Qs G [ @y ay | :
b & 1 b= Chya Orga Oog | 1 — (g m QT QE ‘ P Qo SZ QE __ 10 (5.10)
_ O3 s gy % i Chag Uag | 12 Uag |
je to bod (3= A4) hlavni roviny.

Dosadime-1i do (5.10) jednak z (5.5b) Uy = —Ayg, y, = —A'ay, jednak
tyy = eV A ay, (2 =1,2; eV =1 @ - —1). dostaneme (vzhledem k tomu,
Ze X = 0, A= 0):

Y 0 g o 1 v/ 1/ _
Eo i by 18y 8= @IA&S — & _\\ﬁa‘sv“ m:v—\M“ —1:0; (5.11)
03 v

je to bod (= 4) hlavni piimky.

Jestlize koneénd volime kuzelovou plochu @, t. j. jestlize dosadime do (5.10)
Je568 za a1, a4 ayy z (5.5¢) (p¥i soudasné volbs 2, — 1 = 0) najdeme jako vrcholy
takovych ploch @, hlavni body (3.22).

Dokazana véta umoZiiuje snadnou konstrukei hlavnich plimek a hlavnich
bodi: .

Konstrukce 1. Necht h, je jednoduchd oskulatni kuzelosedka kiivky £,
(t =1,2) v bods 4 (tedy necht %; mé s k;, v bodé 4 styk 2. f4ddu) a necht
kuZelosedky %y, k, se protinaji kromé v bhods A4 jesté v dalsim bods B (== A4)
prisecnice oskulaénich rovin kiivek ky, k, sestrojenych v jejich spoleéném
bodé A. Kuzelosetky #,, hy leii pak na dvou jednoduchych kuzelovych plo-
chach. Spojnice jejich vrcholti s bodem A jsou hlavni pHimky kiivek key, Ky
v bodg 4. ,

Zvolime-li za h; (5 = 1, 2) kuzelosetku majici s kiivkou k; v bods 4 styk
3. Tddu, pak vrcholy jednoduchych kuzelovych ploch uréenych kufelosed-
kami hy, &, jsou hlavni body kiivek %;, k&, v bodsé A.

Jinou konstrukei hlavnich piimek a hlavnich bodd v piipadé kdy oskulaéni
roviny ktivek k,, k, v bods 4 nejsou staciondrni a jsou rtzné od hlavni roviny
kiivek k,, &, v bod& A4, dostaneme usitim obou predchozich vét.:

. Konstrukce 2. Necht Q je libovolna jednoduché kvadrika majici s kiiv-
kami ki, by v bods 4 styk 2. fddu. Oskulaéni rovina kiivky k; (¢ =1, 2)
v bodé 4 je podle predpokladu rizns od tedné roviny kvadriky @ v bodg A4.
Protoze tetny kiivek k,, ky nelezi na @, protind oskuladni rovina kiivky k,
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(i =1, 2) v bod& 4 kvadriku Q v jednoduché kuzelosedce h;, kterd m4a s k¥iv-
lkou &; v bods 4 styk 2. ¥adu. Mtzeme tedy kuzelosedek By, by midt k sestrojent
Wavnich p¥imek kiivek ki, By v bod& 4 podle konsirukee 1. ;

Zvolime-li specidlng  za € jednoduchou kvadriku wajiei s kiivkami k,
(¢ =1, 2) v bods 4 styk 3. Fddu, pak kuzelosedka hi (0 =1, 2), v nf# oskuladng
rovina kiivky k, v bod& A4 protinid Q, m4 s k; v bodé 4 styk 3. fadu & tedy
vrcholy jeduoduchych kuzelovych ploch uréenych kugeloseckami k., k. json
hlavni body kiivek ky, ks v bodé 4. B ’

Poznimka. Jeli P libovoln4 plocha, na ni les dané kitvky k,, &, (nebo
maji-li kiivky &;. &, v bodé A4 s plochou P styk aiespo 3. Fadu), pak kvadrika
majict v A4 s k¥ivkami k,, F, styk 38.%adu je Darbouxova kvadrika plechy P
v bodé& 4.

Pro k¥ivky k,, k, majici v bodé 4 nestaciondrni oskuladni roviny splyvajief
s hlavni rovinou plati véta (Bompiani [2]; nasledujicf znéni je formalng obec-
néjsi):

Necht nestaciondrni oskulaéni roviny kfivek &y, ky v bodé A splyeaji s jejich
hlavni rovinou v bodé A.

Nutnd a postadujici podminka pro to, aby existovala kvadrika Q. je nemd
v A singuldrni bod a md s kfivkams ky, ks v bod¢ A styk tretiho fddu, jest, aby
hlavni body kfivek k,, ky byly kolinedrni.

Dikaz. Za nasich pfedpokladd, t. j. za predpokladu 7 = 4" =0, 4 3= 0,
#" = 0, plyne z (5.5a, b, ¢) pro @, . !

a) tgo =y =0y =y, = ayy =0,

_\ \ (512
b) M@Z xT Astyy =0, . .mamlaow + A8, = 0. . )

Nutni a Postacujici podminka, aby existovala neslofens kvadrika s, jest,

aby existovalo nenulové Fegeni rovnic (5.12b), t. j. aby platila rovnice

iy — o’ =0. Je _to rovnice (3.19) vyjadiujiei podminku kolinedrnosti ¥

hlavnich boda kiivek ky, & v bods 4.

~ Pozndmka. Za Hy.mw&uow_mmsu Ze hlavni body jsou kolinedrni, existuje

svazek kvadrik, které maji s kiivkami &, k, v bods 4 styk ¥ddu 4. Dikaz

tohoto tvrzeni plyne okamzits z rovnic.(5.12a) a z podminek

3 AP&N. Ha epmV
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v
) 4 613)

3 Mk m
\.«( AI M.l I_r. 3 IT
jez jsou dasledkem rovnic (6.5d) pro ptipad =1 =0, w0, ut 0.

- Geometrickou konstrukei hlavnich pfimek a hlavnich boda v piipadé kii-
vek k,, k, se spole&nou nestaciondrni oskulaéni rovinou'v bod& 4 udime uZitim
kubické plochy. % B 2 ”
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Nechf je ddna kubickd plocha; jeji rovnice v soutadnicovém systému o vrcho-
lech =, 2, ¥y, 2 je

K = N &&.»m_.mw.mh. =0, (6.14)
1,js k=0

kde a,, jsou konstanty, jeZ nejsou soudasnd rovny nule. Pro jeji prisesiky
a kiivkami 2 — x(w) a ¥y = y(v) danymi rovnicemi (2.10), v nich# nyni podle
piedpokladu je 2 =1 =0, u % 0, p' # 0, najdeme :

oo + gt + W;oa%o + Aoy + Asttegs +- g Juw? + T«SOA*V + g, () +
-+ @gna(*) +W\S\%u + 3hay, + 301 + a:;Su -+ ﬁaoo%*v +§8_.ﬁ*v+@8&*v +

2 3 3
+ mWQosu + 3 AW + Ww = \%v Qo + AM Mds + twv To1a + Utars + Nmmacwm ot

+ .W Ay +W »waimu— wh + wh(*) = 0. (5.15)

oo + 3bgea? + W gmaeg +\NM§S + Nmaccw + waSL v? 4 T«cgﬁ*v +A Gooa (*) +

+ gea(*) - W?@«%u -+ wmwacz + wxmaﬁw + Q..EMH_ RS T«QSA*V + @i (*) + Ugos(*)+
3

, 3 ..., , Ao, A ,
Qyo3 uTN\fmao: + AM s + Sv G2 + 3 A% + IMI + % EE.T?SE |_..

’

v
8

+ W My + meaﬁL vt o%(*) =0. Am.g.mv

I_I

Nutné a postadujici podminka pro to, aby plocha K mgla s kfivkami k,, &,
v bodé 4 styk fadu s — 1 (s =3, 4, 5), jest, aby méla styk fddu s — 2 5 aby
kromé toho byly splnény rovnice

a) 8§ =3 Gy = Gyg = Ay = Gyy; = Qgay = 0;

1 -
b) s =4 g M0 + 3hays + a5y =0,

1 . 7
.lw.}\aga + 3agz + oy = 0; ; . (5.17)
: . v (3 ; _ 48, 3, " g
¢) §=35 ' g %oos + A.wl Ads + taf Qs+ pay, + ghtin +M olyye =0,
i B . N ., 3 . 3 e —o
g %o .._IAM&&N + #1 ] Gorp + plag, + g Mz + g f2le = 0.
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UZitim podminek (5.17) dokdzeme vétu;

Necht oskulaini roviny kfivek kyy ey v bodé A mejsow staciondrni a necht splyj-
vagi s hlavni rovinow kfivek ky, ky v bodé A.

Necht Ky je kubickd plocha, kierd nemd v 4 singuldrni bod, md s kftvkami ky, &y
vbodd 4 styl: 3. Fddu @ mé v A ové™ni bod (L. jeji telnd rovina v A proting
plockw v trojici primek jdoucich bodem A ). v

Hlavnd rovina Fiivel I, ky v bodé 4 proting hubicke plochy K v trojicich
pitmek, jef wilei sit trojic piimek, jejis splyvagici trojice jsou hlavni pfimky
kitvek ky, k, v bodé A.

Necht K, je kubickd plocha, kterd nemd v A singuldrni bod, md s kfivkami By &y
v A styk 4. Fédu a jejis teénd rovina v A Jt protind v jediné (trojndsob pocitané )
pFimee p.

Primka singulirnich bods, proé poldry bodu A vzhledem ke kubiché plose K,
protind hlawni primku p v hlavnim bods kfivek k,, ky, v A.

Dikaz. Z podminek styku (56.17a, b) najdeme, #e nutna a Postadujici pod-

minka pro to, aby kubicks plocha K méla s kiivkami k,, k, v bods A styk
3. ¥adu a neméla v bods 4 singuldrni bod, jest, aby rovnice (5.14) byla tvaru

Wi + Eun(&y, &, &) + 3&a8y(@n0aéy |Tv 20013) + 2a0058,) + Eaus(&), &) +

! 1 3 2 2 =
T BagyaEeb £y — AM Wges -+ wmwaozv & + 3a,.8, + 306,88 — (5.18)

i

| , .
- AM\« ®oez + wmAQ.cEv 3 =0,

kde )
. Agps = 0 (5.19)
a kde w; (i =1, 2) jsou homogenni formy i-tého stupné ve vyznacenych pro-
ménnych. .
Z rovnice (5.18) je okamiité ziejmé, %e nutng a postacujici podminka, aby
Plocha (5.18) byla plochou K, t:]. aby jeji tedn4d rovina & =0 v bod& 4 ji
protinala v trojici p¥imek jdoucich bodem 4, jest, aby

T Gy = 0. (5.20)
Plocha X, je pak mnow.@g tednou rovinou & =0 v trojici piimek
1 . ™ L, 4
Mk&oamm — 3010858, — 3a,5,6,8 + oH T3 = 0, (5.21)

jeZ néleii linedrni dvojparamtrické soustavs piimkovych trojic, v ni existuji

pravé tii rizné trojice splyvajicich piimek; dostaneme je; polozime-li v (5.21)
! w33 Lo n 3 8

g3 == I.Mm:f B Oogzy' Gpog = — &0 n g,

2 (5.22)

’ n\l % -\.l
. s e @ =143 @ _ —1—1}3
{2 1,2,3; 6% =1, ¢ ) —~, & 3 .
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Nalezené pifmky maji rovnici :
1 Lo
BE A =0 (5.23)

jsou to tedy hlavni @.mrsw% (3.13), (3.18) kiivek k;, k, v bods 4. %
- Necht nyni Ay je kubické plocha K (5.18), kterd je rovinou & = 0 protata

"v trojndsob poéitané p¥mee (je# je nutné hlavni piimkou) a mé s ktivkami k,, L,

v bodé A styk 4. iddu; jeji rovnice je
T~ &m(&, &y, &) + 3&séo(@onsbo + 2ag38, +

1.} v iy f
rTwaﬁume_wm“w}uAmeuv ",w Amr\su J_J.n:.m.b: uv.w.;%u Ho‘ Au.wi

v niZz kromé podminek (5.19), (5.20) a (5.22) plati jesté (5.17¢).
Prva (kvadratickd) polira bodu 4 vzhledem k plode (5.24) je tedy
Eo(@onado + dorsy 4 gneby + &(*)) = 0;

rozpadd se ziejmé na rovinu £, =0 a na dal$i rovinu riznou od & = 0. Sin-
guldrni body prvé polary (5.25) vyplni primku

(5.25)

Gopako + Gors€s F Ugesds = 0. (5.26)

Rovnici (5.26) mzeme po dosazeni z (5.17¢) a po vykriceni ay, = 0 upravit
na tvar ,
5 uW W 7 (i) W \uw ’ T ‘
88 + (64 + 6AeVu " 1" — o) + (62U W T 4 625 — v g, = 0.

: (5.27)

Snadno se piesvéddime, ze piimka (5.27) protina hlavni ptimku (5.23) v hlav-
nim bodé (3.28) (kde af”, b{" jsou dany podminkami (3.18) a (3.27)).

Tim jsou vSechna tvrzeni véty dokizana. .

Jinou geometrickou konstrukei hlavnich elementd, v piipadé kdy nesta-
ciondrni oskulaéni roviny kiivek k,, k, v bodé 4 splyvaji, je moZno uvést
uZitim kubickych kuZelovych ploch, které maji vhodné voleny styk s danymi
kiivkami k,, &, v bodé A. Plati:

Necht K, , (s =3, 4, 5) je kubickd kuselovd plocha, kterd nemd vrehol v bods A
a md s kFivkami ki, v bodé A, jejich? nestaciondrni oskulalni roviny v bodé A
splijvagi, styk fddu s — 1. .

Nutnda postacugici podminka, aby bod prostoru byl vreholem kubelové plochy K,,
resp. Ky, resp. K,, jest, aby byl ritzny od bodu A a lezel v hlavni roving, resp. na
hlavni pFimce, resp. aby byl hlavnim bodem kiivek ky, ky v bodé A.

Dikaz. Kubickd plocha K (5.14) je jednoduchou kuZelovou plochou privé
tehdy, kdy# existuje pravé jedno feseni rovnic .

.3 b : J
»..Mcs‘:m». =0 (5,7 =0, 1, 2, 3). (5.28)
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Za plredpokladu, Ze @m:p kubicks plocha mé s kfivkanyi ky, &y, v bod8 4 mJLr :

2. ¥édu, plati pro koeficienty a;;, rovnice (5. 17a).
ERN ik

Aby kubickd plocha (5.14) byla kuzelovou plochou X,, musi nutné existovat

fefeni rovnic (5.28) rtizné od bodu (1: 0; 0; 0), a tedy musi existovat nenulové
Tefenf t¥f rovnic (5.28) pro-ij = 00, 01, 02: o
; B Qaés =0, .
. giofy + o3y =0, 7, , (5.29)
LGy + Ggeséy = 0.

K tomu je nutné a stadi, aby moﬁo;ﬁ:psa soustavy (5.29) byl nulovy, t. j.
aby a5, = 0. Vzhledem k tomu, %e bod 4 musi byt jednoduchym vom.og
Plochy K,, jest agy == 0, a 83 z piedchozi @OQEEW% plyne

gy = 0. , _ _ (5.30)

Z rovnic (5. wwv jiZ plyne; Ze viechny ws_uEWo kuzelové plochy K, maji svij
vrchol v hlavni roving & =0 kiivek k,, k, v bodé 4. UZitim rovnic (5.28)
se snadno ukaZe, Ze také obricend kaidy bod (riizny od A4) roviny & =0
je vrcholem kubické kuzelové plochy K,. Je-li (&; &;; &) = (1; 0; 0) libovolny
Pevny bod roviny & =0, pak totiz rovnice (5.28) spolu s rovnicemi (5.17a)
a (5.30) predstavuji 13 linedrnich homogennich rovnic pro 20 homogennich
proménnych a,;, je jsou vizny jedinou nerovnosti Aoz F 0. Je tedy moZno
uréit ay, tak, aby zvoleny bod byl jedinym Fefenim soustavy rovnic (5.28).

Aby kubickd plocha (5.14) byla kuZelovou plochou Kj,, musi byt jednak
w&oaros K, jednak musi spliiovat podminky styku 3. ¥adu s kiivkami k,, k,
v bodé 4, a tedy pro koeficienty a; jeji rovnice musi kromé (5. 17a), (5.30)
Pplatit jesté podminky (5. :S Rovnice (5.28) musi mit feSeni (&,; &;&; 8 =
= C 0; 0; 8 a 3&% specidlné rovnice Am wwv wno &. |.|: 12,22 ot

...Z&osa:o onBmEG« u )] <m9w m.om.EEW% (5. wwv“
, .H;oor% Ky maiji m& S.owoq na ‘hlavnich pimkéch E.:dw w: kv do@m h
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Snadno se uvazi, Ze obrécensd kazdy bod hlavni piimky (rizny.od bodu 4)
je vrcholem kubické kuZelové plochy . K, Pri. daném bodw (&;%¢;; &; 0) ==
% (1;0;0;0)lezicim na hlavni pfimce rovnice (5.28) spolu s rovnicemi (5.17a,b),
(5.30) a (5.32) predstavuji 14 bbo@aeor roBommE:or Hoﬂzo pro 20 homo-
m,o_saor proménnyeh. a;, jei jsou vizdny jedinou nerovnosti ag, == 0. Je tedy
mozno uréit ag, grn aby ESFS% bod byl jedinym. H.mmmEB soustavy rovnic
(5.28). :

Aby koneénd kubickd plocha (5.14), g&@ W:Nm~o<o¢ plochou K,, musi byt
jednak kuzelovou plochou Kj, jednak musi mit s kiivkami 'k, &, v bodd A
styk 4.f4du. Tedy pro koeficienty a;; jejl rovnice krom& (5.17a, b), (5.30)
a (5.32) musi jesté platit (5.17c). Soutadnice vrcholu kuzelové plochy K, -
musi vyhovovat rovnicim xm.mwvn a tedy specidlng také rovnici pro ij = 03,
t..j.-rovnici - . : .
' P Anosbo + @o1és + Aezbs =0, ‘ (5.33)
kde o efi s 5 :

. SRR A - 37 o) + 4 g
Ag13 ﬂw,ﬁmpw,+.mmmm A R VGSE

3 (5.34)

, T W T -
Qg2s = 3 (626" u @ + 64, — v J&Su

Protoze rovnice (5.33) s Mommﬁmze% Am.w& je rovnici (5.27), 5.&,5_% kuzelo-

/Jvor ploch K, jsou hlavni body kiivek k,, k, v bodé 4. Obricend kazdy hlavni

bod je vrcholem kuzelové plochy K,. Dosadime-li toti¥ soufadnice hlavniho
bodu do (5.28), dostaneme spolu;s;{5.17a,b, ¢), (5.30) a (5.32) celkem 15 li-
neérnich homogennich rovnic pro 20 ,rosomosiow H:.oEmEu%aw @, které jsou
vézany jedinou nerovnosti ay; & 0. Je tedy moZno urdit ay; tak, aby hlavni
bod byl jedinym Fesenim mo=m9@4% (5.28), Tim je véta dokdzéna..
 Zhvérem uvedeme Hawam H&b: vétu, kterd uddvi. geometrickou womEEW;
?.o Wo:bmmgo@ Emﬁ:ob bodi. WESWW ky, ks, E,&um 40 mwo_omm&ﬁ bodé h Bu%
‘H&J&u_on nestacionarni cm_ws—@mE woﬁb% . ‘

Nutnd a postalujici »8%:23@9 aby - N&&ei @0&.‘\ kiivek: No.c w v @o&m A E\S\
w&s:m&zs R& aS\ @as&ceas NE\@SNS %?ag §.e §m bod: h §§ mséiaﬁs




Rovnice (5.35) json dvé linedrni homogenni rovnice Pro neznamé ay,, Goyo-
Vzhledem k podmince (5.19) musf (5.35) mit, nenulové feseni. K tomu je vSak
nutné a stadl, ahy determinant soustavy byl nulovy

MAy = 'y = 0; (5.36)

to viak je jiz zndm4 rovnice (3.19) pro kolinedrnost hlavnich bods.
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AUGMENTATION DU CONTACT DES COURBES PAR
PROJECTION ,

ALOTIS URBAN

Résumsé

Les premiers résultats dans la solution du probléme d’atigmentation du contact des
courbes par Projection sont dis & Halphen [6], qui a trouvé, que les projections de deux
courbes ayant, & un point. commun, un contact d’ordre s—1 (s = 1), des points d’un
plan, appelé plan Pprincipal, ont le contact d’ordre s. - =

Plus tard, Bompiani M bm‘,ﬂ.mar 14], [5] ont démontré .@E: existe Amog.amngwﬁm
suppositions) dans le plan principal une droite principale et un Point principal (appar-

N . - . A

le point en vue. - o o FUA A R S AT Jhm g e
- Le problémeo était Tésolu. Humummwmuswmmbm, [21, (3}, Hﬁwﬁﬂ ‘pour les courbes n’ayant
aucun point commun et pour les courbes rencontrantes’ l'une Pautre (8 ==.1). Dans le
dernier cas, Ia construction géométrique n’était pas domnde. " T Uit
Dans ce Mémoire on m.,oonzm.m.mc. probléme d’augmerntation ‘du’ contact’ des’ courbes

86 coupantes. On déduit les résultats analytiques déja connus par une méthode nouvelle,

qui permet en méme temps de donner, une construction géométrique de. tous les points
projetant les courbes données dans les courbes ayant un contact plus grand que 0. En
outre, quelques autres constructions géométriques des droites principales et des points
principaux sont dévéloppées. - 3
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Etant données, dans un espace S;, deux courbos

a=a=aw), o=y =yop (1)

ayant au point commun 4, correspondant aux valeurs w=1~0 et v =0, un contact
e d"z{w)

’ i d"y(v) .
d’ordre précisément 0, les points xy == y,, «, ¥, :;%FNe = @ | - e Y,

‘déterminent un plan (le plan principal) tangent au point 4 simultanément les courbes €y, Cge

Si Pon choisit un poiag z de telle maniére que les points ay, . y;, = soient lindairement
indépendants, on peut éerire
A n P Sdy 2.
Ty = Ay + by + Ay, + 2, Yo == Mg + Ay -+ Ay, + iz,

: s . . P 2
Ty = g% + Ty 4 wyy, 4+ uz, Y5 = MoTy + gy By oz, (2)

L
Xy = By -+ M + Y + vz, Yo = %% T ¥{x) + vy -+ vz

in dévéloppant les fonctions {1) en séries, en faisant usage de (2), en introduisant la cou-
respondance analytique

w=Fo) =ap +Fot 4 2ot L B v0, (3)

et en E::,mt.:n@:a les fonctions z par le facteur
b, b, b . y
o=1+4bp L_rlM,eN +%em_ x_umehuﬂ — (4)

(Cech [5], Urban [7], [R]), on obtieut en définitive

e R ORI LT I a8+ b)od A = (Aghy

@ = o@)a(F(v)) = &e—~ + b - M:...Q» + ba)v? - 37 (Aol + p + by ] 2 T
) T - 1. o1

+ poly 4 voal - bt L. _ + 2y —rzae + W (#:0% 4- 2a:b; + a,)v? - u_ C._FIT.:_QW +

ﬂ ! 1 1
+ Saiby + 3a,b; + ajod n (Aihy + pihy + mat + dab; + Bayby + dud, - aot - . ‘— En
1 ] 1.
[ B+ g By 4t 4 L By 4 iy 4 s 4 |+ 45 rarer +

1
+ wP_Q.\: + podled L mgf + phy + vat)ot - g (5)
- T s ’ ’ N\ §~ en ] 3
@Hae__ + 50 +%% +Mf.._& Ee _ s ﬁTweN Hav e+ aLw
3 7 ’ 14 1 vy . v 5

O Iy = 3(ayay + atby), hy -= dayay + 3a3 + 12040,, + 6atb,, * by = 2(3a3a, + 2aiby).

Etant donné n’importe quel-centre de projection §-et plan de projection &, -dont-les
coordonndes sont assujetties & la condition (S, 8 =1, ~mm projections Cy, C, des courbes ¢y,
¢, sont données par les équations : ' : . ;

b T G X = e ol Y =y —(y, &S, S )

<:10n trouve, des relations W ¥ - e R gt : 2 N
_ R =Y, 0=0,L2, ... 01 1)

@.:m expriment Jes o,obm_.s.odm nécessaires ot suffisantes pour que les projections Cy, Cs
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aient un contact d’ordre 7 —— 1 (o =2 1) au projection 4’ du point A, quilexiste des nom-

hves @y, by, wv=1,...,0— ww a, = 0) tels que les équations

0 =Ty —y, (= 0,1, ..., g— 1 (8)
sont satisfaites.

On peut déduire des conditions (8) (Bompiani [2]):

Théortme 1. Les courbes Cy, Cs ont au point A" un, contact d’

ordre 1 lorsque et seulement
lorsque S est wn poine du plan principal, qui n’ appartient pas aux tangentes des courbes €y Cy
au point A. . .

L équation du plan principal est

08 = @1%0 Ay — Y. (9)

Théoréme 2. Si les plans osculateurs des courbes c,, ¢, au point 4 sont différents du
plan principal, il ¥ a. au plan principal, dews droites disiinctes (droites principales )
passaentes par le point A: les courbes C1s Cp Se projettent des points (+ A) de cettes droites
aux courbes ayant au point A’ un contact d’ordre 2. Les deux couples des droites principales
et des tangentes des courbes €15 €y U Point A sont harmoniques, Sur chaque droite est situé

un tel point (point principal), que les projections C,, C, des courbes c,, ¢y de ces points ont
un contact d’ordre 3.

Les droites principales sont données par Péquation. (9), o a; = H—\l,. Si nous
2
choisissons z sur la droite d’intersection des plans osculateurs, les points principaux sont

4

5

[

3 1 L 1 4 3
AN AR = 3,07 —3 (W27 = w2y e, + 227 % L — A% Ay,
Théoréme 3. St les plans osculateurs des courbes c,, ¢y au point A et le plan principal
sont confondus, les courbes Cnr €y 5¢ profettent de chaque point (s 4) du plan principal dans
les courbes ayant au point 4’ un contact Dordre 2. Si le plan principal n’est pas station -
naire powr aucune des courbes o 0y iy o dans le plan principal trois droites distinctes
(les droites principales) passantes par le point A, des points desquelles (£ A) les cour-
bes ¢, ¢, se projettent dans les courbes ayant au point A’ un contact dordre 3. Les trois droites
principales forment un triple des droites apolaire par rapport au couple des tangentes des
courbes ¢, ¢, au point A. Sur chaque droite principale il y a un point (point principal j ;
les courbes c,, c, e projettent de ce point dans les courbes ayant un contact d’ordre 4. Les
" points Principoux sont. colinéaires alors et alors seul . 8t Déquation pi! — B iy=0
est vrade. ” = B

Les droites principales wm.dn données par I’équation (9), ol on doit poser pour a, 'un
) 3,5
des nombres a{? — g0 |/¥. TE =1, ® — v En choi-
“
sissant un des nombres am&?ﬁ” 1, 2, 3), les points principaux sont donnés par (9); ou
on pose b, égal

-1 4+ 4V3 . —1— V3
, eB) =
2 2

. 1 . B . . O R B .
B — T (—-6eD 2y w.:\w -+ am:.»n}.w}» w — 6ty mp\\u + 62 + ey .{\w — v p'-1),

Pour donner Pinterprétation géométrique des résultats trouvés, nous rappelons que
la correspondance analytique

W= @)= + Rt x40, . (10)

mmmmssmso.:S@ surface réglée dans la congruence des droites donnée par les ooE._,omm
focales ¢;, ¢y Sa génératrice p(0) passante par le point 4 est donnée par l'expression
p(v) = (ylv), 2(D(®))) = (zy, 2, — Yo + v(.) pour » — 0

pv)

= (g, 2% — ). (11)
97

0) = lim

p(0) = lim

Sila surface (10) est dévéloppable, la condition que les plans tangents aux points
#(P(v)) et y(v) de la draite p(z) sont confondus (v < 0) nous donne I'équation

c 1 s 1 . . 1 , \
wr v Axd — 7)) L 0B _ g X2 - 2y, 3 (214 — 222 4\@2&» M AL
; rq 1 T,y 1
+ 1_1 pxt [.wx sy — e .c.a—v.uﬁww. fexd ‘\E.W .t\v e 2y Awﬂ uxs —gh .zmv g et — (12)

& 1 1 ., . , -
jM.\,,mt\Qw +W~M\ A\QMIN .:\,,:v + - Yix, o+ A(L) - A A.; + v5(.) == 0,
valable identiquement pour chaque v. En supposant que les plans wm.o:_mgmam ammw cour-
bes ¢;, ¢, au point 4 et le plan principal sont distinets (et en choisissant Ay =1 = 0)

fa .
nous trouvons x, = 4 —\»,M ; en supposant que les plans osculateurs ne sont pas station-
naires, mais sont confondus avec le plan principal (A = A’ — 0}, nous obtenons &, =

1/u 2 -
=¢ —\ Ll , € = 1. Eu comparant les résultats trouvés avec les théorémes 2 ot 3, nous
I - :

obtenons:

Théoréme 4. Chaque droite principale au print A des courbes ¢y, €y (et seulement une
telle droite) est la droite de la surface dévéloppable (qus n'est pas un céne @.&&.&5 une ng.siwa
donnée du point d’autre courbe donnée) appartenante au congruence des droites déterminée
par les courbes c,, c,.

Si

% == u(v) == fy - By + mwulew +e(.) 8

est Péquation de I'aréte de rebroussement de la surface dévéloppable, son point uﬁey
sur la droite p(v) est donné par X(v) = v(fx, — x%; + ¥y) + v¥(.) et c’est pourquot
le point X(0) sur p(0) est déterminé par

X(0) = lim X
r->0 Q

= P&y — o,y + ¥y (14)

Le plan tangent de la surface dévéloppable au point de I'aréte de rebroussement étant
indéterminé, nous trouvons P'équation

; 1 | 1 "
vay(l + Bo) + vt APQ_ —+ AW -+ mev &g + Aot A.wl + mev + D) AL+ g AgBoxi + (15)

-+ x,am? + _x + v3(.) =0,

valable identiquement HuvoE.A chaque ». On en peut &mgﬁauow By hﬁ mﬁwwomﬁi“ que
les plans osculateurs des courbes ¢, ¢; au point \h et le plan principal sont distinets,
on obtient (en choisissant 1, — 4!'= 0)

. 1 -3 A 753
By=14 ﬂm».&\m.l. \;\mwv g el PN A — e 2¥), et =1
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€N supposant que tous les deux plans osculateurs (qui ne sont Pas stationnaires) et lo
plan principal sont confondus, on obtient

ke 1

3 11 5

3 B {edyue P ¥ it

L -1 1 =3
Y S 4)) —3 (evp P 3 Yo', g8 o=,

o

1 comparant leg résultats trouvés avee les théorémes 2 e, 3, nous trouvons:
Théoréme 3. Chague point principal au point 4 des courbes c,, ¢, (et seulement wn tel
point) est le point de Paréte de rebroussement de lu surface dévéloppable (qui West pas un
cdne projetant une courbe donnde du point d’autrs courbe donnée ) apparienante au congruence
des droites déteminge par les courbes c,, Cg.
En utilisant des cénes quadratiques et, cubiques ayant avec des courbes données ¢, cy
au point 4 un contact d’ordre convenablement choisi, on » trouvé encore quelques con-

On peut démontrer particuliérement la construction suivante (en supposant cue les
Plans osculateurs des courbes données au point 4 ne sont pas stationnaires et sont diffé-
rents du plan Principal): Si les courbes C1» Cq SODY situdes sur une surface %, on détermine
une quadrique @ ayant avec la surface » gu point 4 un contact d’ordre 3, Les plans
osculateurs des courbes 1, €3 8U point 4 rencontrent la, quadrique @ aux coniques fi,, k,,
Les droites Joignantes les sommets des cones détermings par iy, Iy avee le point A sont.
les droites principales, les sommets des cénes sont les Ppoints principaux,
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