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S BAIROVSKOU METRIKOU

TIBOR SALAT
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Nech
] a+atFay+ .. fa, - ... (1)
je rad s kladnymi ¢lenmi. Nech

|
M Eps €y g0 - v vy Euy v n (2)

Je postupnost, v ktorej pre kazdé prircdzené n je &, =1 alebo —1.
Oznaéme znakom X mnozinu vietkych radov z, kde

L =80 + 8y + a3 + ... + e, + .
X je zrejme nespoéitatelna mnozina mohutnosti kontinua. Dalej definujme
na mnozine X x X funkeiu o(z, y) takto: Ak z, y € X.
T =80+ &y + ... + g0, -
Yy =ea, + g+ ...+ ela, 4 ...

[

potom g(z. y) =0, ak x =y, ak viak z == y, potom g(x, y) =7 kde k je

najmensi index s vlastnostou: ¢, =+ ¢,. V praci [3] je dokdzané, e takto defi-

* novand funkeia je metrikou na X. O priestore (X, p) je taktiez v[3] dokdzané.
Ze je to kompaktny priestor. Metrika o(z, y) je zrejme analogickd s metrikou
Buirovho priestoru.

, V' prvyeh dvoch odsekoch tejto prace budeme predpokladat, ze rad (1)

M, konverguje. V tretom odseku podame isté zovieobecnenie vysledkov prace [4]

ﬁ pre divergentné rady.

N )

~ Nech (1) je konvergentny rad. Pre kazdé z € X S{x) znadi stdet radu .

PoS() je funkeia definovand na celom priestore X. V praci 3] je dokdzané.
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Ze S(x) je spojitd na (X, 0). Oznaéme rnakom W mnozinu vietkych tych
realnych cCisel. 4, ktorych kazdé je sadtom nejakého radu x € X, tedg W —
= S(X). Zrejme WC < —A, 4 > kde 4 je sadet radu (1).

V tomto odseku budeme vySetrovat podm tenky, za ktorych je S(x) prostym

{alebo homeomorfnym) zobrazenim’

Pre struénost vyjadrovania zavedieme toto Pomenovanie: Postupnost {5k
kde index ! prebieha nejakt spoditatelnt mnozinu prirodzenych ‘tisel g, 7
je pre kazdé [ jednym z éisel 0.1, —1, budeme nazyvat postupnoston typu (#).

Dokazeme tuato pomocena vetu:

Lemma 1. Nevyhnutng o postatugica podmienka pre lo. uby funkecia S(x) boly
prostana X, je. aby pre kasdé privodzené k a pre kada postupmost {n,}, typu (n)
platil vijrok: Rad

U o Wy Wy e . + e, T
nd nenwlovy siuder,

Dokaz.

L. Nech funkcia S(z) nie je prostd na (X, ¢). Potom existuji dva rézne
rady x, y € X také. ze plati: S(z) = S(y). Nech

.e“mwa_J_rmuawiT...|Tm;m;J__4..J (3)
Y =&y + e, 4. 4 g, . (4)

» k= 1. Potom rad

2¢ay + (&p51 — & )yay + ... + (&g, — m.m,ﬁ,,.v:?! T ey

ktory vznikol odéitanim radov (3), (4). ma nulovy sadet a ten sty studet m4
zrejme aj rad

e A Pia@piq + o . T e+ L

kde 5, = ml\.,wllww . Pritom #, nadobuda jednu z hodnét 0. 1, —1.
2¢,
2. Nech existuje prirodzené é&islo k a postupnost {n3, typu () takd, Ze
plati: Rad :

!
O = Mealppy + ...+ Moy, oL

mé nulovy stdet. Zostrojme rady

T=aba -t b, +oa, Cetaeory T oo gy, L, (B)
Y=+ a4+ .. e, —a, + Shpalyqy + ... Chpallyr, + ... (6)

. & — m\\
také, aby x, y € X a aby prekazdé ! =k + 1, + 2, ... platilo 5 = g

To je zrejme moiné. Ak totiz 17, = 0, kladieme g =¢) = 41, ak 1y =1,
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kladieme ¢ = L& = —1a koneéne, ak = — 1, kladieme ¢, = —1, & =1
Rady (5), (6) st dva rozne body priestory (X, ) a pritom zrejme S(x) = S(y).

Oznadme v dalom makom R, zvviok Po k-tom &lene v rade (1).

Veta 1.

a) Nech aspori pre jedno privodzens &islo b plati a, = R, Potom S(z) nie
Je prosti funkeia. )

b) Nech pre vdetky prirodzené &isla J; plati a, > R,. Zobrazenie S(2) je vtedy
prosté. dokonce homeomorfné.

¢) Nech ezistuje privodzené &islo n s vlastnostou takou, % pre vsetky pri-
rodzend | > n je a, = R,. Potom S(z) nie je prostd funkcia,

Dékaz.
&) Z podmienky w4 =B, vyplyva. se rad

’ L o
Up == gty + .. T Wiy AL

o= —1 pre kazdé [ = [ +Lk+2 ... mi nulovy sudet, a teda podla
lemmy 1 S(z) nie je prosté zobrazenie.

£

b) Pre kazdé prirodzené k a pre kazdu postupnost {5}, typu (n) plati:

X
e+ > iy =, — B, >0,
b+l
*
v désledku toho rad w4+ > % W& nenulovy sidet g tvrdenie vyplyva zase
I=l+1

z lemmy. Zobrazenie S(z) je teda podla lemmy 1 prosté. Kedse S(2) je podla
dokédzaného » podla [3] spojité prosté zobrazenie priestoru (X,0) na w
(W s euklidovskou metrikou), je S(z) podia zndmych viet o spojitych zobra-

zeniach kompaktnych priestorov homeomorfnym zobrazenim priestory (X. o)
na W. (Pozri [1], str. 135.)

¢) Nech existuje prirodzené ¢islo # také, Ze pre vietky prirodzené I =n
plati a. < R,. Potom podla 3] existuje taka Postupnost {g;} * typu (2), 7e
o o
sacet radu .M &, Je nula. Potom rad a,+ 2 qa. kde =L pre kazdé
P I=n+1 &,
L=n41,n+ 2, ..., ma nulovy stdet a %Om?%:oﬁg\.w;.o N_d.d.Emtc.fé:.:-

nostou typu (5). Z lemmy 1 vyplyva spravnost tvrdenia.
2

V tomto odseku budeme zase predpokladat, se rad (1) konverguje.

_w_)aﬁ,vofmiﬁ._:mu ze pre kazdé privodzend ¢islo k& v rade (1) plati a, > R,.
Podla vety 1 je S(z) prosté (dokonce :oEonc_,.m:mV zobrazenie priestoru
(X, ¢) na mnoginu W V priei [5] Je dokédzang, Ze p(W) =1im 2441 K, aj v [5)

7
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©
vidime, e ku kazdému nezapornému &isly M0Zno zostrojit rad W a, taky,
1
ze k tomuto radu prisludnd mnogina W m4 mieru y(W) = x.
V tomto odseku sa budeme zaoberat $tudiom mier niektorych Specidlnych
Podmnozin mnoziny W.

Nech ¢}, &, ... &} je pevne zvolend kone&na postupnost, ktorej ¢leny sa 1
. L2 ...k .. . i3
alebo —1. Oznaéme znakom M A o o) Mnozinu vietkych tyeh disel
N A

w € W, pre ktoré plati w = 8(x), kde

T = elay 4 efay + ... + &a, + e e R . T U
pricom  postupnost {e3 4., prebieha vietky mogné postupnosti, ktorych
dleny s 1. resp. —1.

1,2, ...k

, 1
& o %v plati, Ze u (M) Hﬂi w).

Dokaz. Zrejme w(M) = MW ei1), kde W, je mnozina vietkych tych resl-
nych &sel. ktoré st sastami radov tvaru

Veta 2. Pre miery M) mnoFiny M A

Crpiy + Epaly ., - L Epiallypn +

kde & =1 alebo —1 pre kazdél =k + 1, 4 + 2. .... Podla [5] je w( W) =
=lim 2411 R* kde R* je zvySok po n-tom &lene v rade

Cpiy + @pyg + ...+ g +
Teda
By = Grapy + Cpyip + ...+ honiv + ... = Ry,0.
takie
1 DEEST L. Okt e 1 w
u(M) =lim 2++1 R, =% lim 26t R = o1 (W)
H=> G H—>

Tym je dokaz hotovy.

Tento vysledok mozno fahko zovseobecnif. Nech 10 Jas - Jp SU prirodzené

sla, j, < j,< ... < 7+ Nech ey, e, ... & je pevne zvolens konedns po-
stupnost. ktorej ¢leny si 1, resp. —1. Oznaéme znakom M A%?Mom.. ch v
71 Ej2. o &y

mnozinu vietkych tych &isel we W, pre ktoré plati w — S(x), kde

T=en 4L 4 &1y + m%_a.: Fms. Ejpenip 1 + mwﬁa.z. T ity +
Pricom & =1 alebo —1 pre vetky indexy [ == It Jor -« - g
Veta 3. Pre miery (M) mnofing L\_NA v plati w(M) = 51 w(W).
&£ pa
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Dokar. Zrejme plati. ze

,xA finds A
i & it
uv
Zjednotenie vpravo treba braf cez vietky moiné koneénd postupnosti
fef -o. 88y, L N &), ktorych gleny st 1 alebo —1. Teda ide o zjedno-

tenie 2% mnogin. Tieto mnoziny st po dvoch disjunktné. Skutoéne. nech
jedna z nich patri k postupnosti

0 0 ]
. ot o8] (a)
a druhd k postupnosti
20 0 0 i)
= R 2 IER RN (b)

a nech (a), (§) st dve rézne postupnosti. Nech ! je najmensie prirodzené é&islo
s vlastnostou: £ = & a nech g =lag =_—1 (v opaénom pripade je dokaz
analogicky). Vtedy zrejme vietky prvky mnoziny prishichajicej k postup-
nosti (a) lezia vpravo od Ssla ela, + ... 4 & a4, 5, kdesto vietky prvky

mnoZiny prislichajacej k Postupnosti (b) lezia vlavo od &isla oy + ...+
+ .
Preto
L2 .., o1 1
—_ . N\ 3 k£ — Dk 7y = i
WMy = 2 tAE AA... o ] %\h: =2k (W) or - (W)
(- R - & )

Tym je dékaz hotovy.
Poznamka. Pri pevnom k je mnozina W

zjednotenim mnogin M A e? wv ..S.c v..
1. ey e,
teda
7 wnv.ﬁm....‘..;,
W = uM A% 0 20
712 %25 - 0 G4y
0
Amwf ce. &)

Vpravo sa, séituje cez vietky konedné Postupnosti (g}, . &)y, &), ktorych
leny st I, resp. —1.
Nech zeX,

T =80 + ga, 4 ... 4 £,a, + ... (7)

Nech f(n, z) znasi pocet ¢lenov 41 v postupnosti (g, &, €,), podobne
g(n, x) znadi podet &lenov — 1 v te] istej postupnosti. Teda pre kazdé prirodzené

¢islo » plati f(n, z) 4 g(n, x) =n.
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Yre strnue of ot & =y 8 - 2 ¥ :
Pre stru¢nost budeme hovorit, e rad (7) je znamienkovym rozvojom &isla g

(vzhladom na rad (1)), ak w = S(x).
Zavedme dalej oznadenie

D*(f. ) = lim sup %wﬁv D*(f, &) = lim inf J 2
N> T -0 n

MTA@.. x) = lim mﬁoﬁsﬁfﬁq D*g, z) =lim _.:Tﬁl@m‘m@.
H=>eC W P n

Cisla D*( 1. ), resp. D*(g, #) budeme nazyvat hornou hustotou &isel 1. resp. —1
v postupnosti {¢,}*, podobne &sla D*(f, z), resp. D*(g, x) dolnou hustotou

¢isel 1, resp. —1 v postupnosti {¢,}. Zrejme D*(f, 7)€ < 0, 1>, podobne pre

D*(f, z), DXy, ). D¥g, x).

Plati veta:
Veta 4. Nech, W je mnoZina véetkijch tgch w = S(x) €W. pre ktoré nie je
splnend asposi jedna » nasledujiicich nerovmosts:

I & 1

D*(f, x) < D¥(f, ) =

o 9>
Potom pre miery W W*) mnofing W+ plati: w(W*) = o,
Poznadmka.

a) Analogické tvrdenie plati aj pre &isla, D*(g, z). ¥y, 2) a je jednoduchgm
désledkom vyslovenej vety. s

b) Teda podla vyslovenej vety pre skoro vietky &isla w = S(x)eW plati

D, z) < w < DX(f, ).
Dékaz vety.

Zrejme W* — W TuWs. kde W3 je mnozina vietkych weW , pre ktoré plati:
i

M.Na s

w =98(z) a U\*Q“ ) << W¥ je mnozina vietkych tych we W, pre ktoré

plati = S(z), D*/. z) > W UkdZeme, e wW(W¥) =o. podobne sa d& do-

kazat, ze wWW¥) =0 a potom aj u(W*) = g
Nech 7 je pevne zvolené kladné gislo, 0 < 7« W - Nech N je pevne zvolené

prirodzené &islo. Oznaéme znakom Wi(r, N) mnozinu vgetkych tych wel¥,

pre ktoré plati w = S(x), a pre vietky n = N je f(n, z) = 7. Teda f(n, z) <
n

= [mn] pre vietkv n > N. Teda v znamienkovom rozvoji gisla w. t.j. v 2 =
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+oee, 4oL je na prvyveh o miestach (n > N) najviac

= &y - taty -

[tn] &lenov rovnyeh -L1. Myslime si n pevne zvoleng, Zrejime

- . ' 1.2, ... %
SFAN. »/vn uM mxm..mrf Ik
(€1, ... &)
kde (ef, &8, ... &) (8) Prebieha vietky také konedné Ppostupnosti o n élenoch,

ktorych ¢leny sa +1 alebo —1 a ktoré neobsahuju viac nez [tn] &lenov -1,
Kedze existuje jedind postupnost (8) neobsahujiica Ziadny c¢len -1, dalej
)

I v Postupnosti tvaru (8), ktoré obsahuji jediny &len 11 atd.,

existuje prave A

zrejme plati, ze

i1 5] ()

7, . ed. ...

(ef. &8, .. .&l) je pevne zvolend postupnost tvaru (8)

1 n 7 :
an =[] Kedie 0 < 7« MIVAWV = Agssv pre vietky =0, 1. 2 . 7.
= 1

Teda

WOVEE B) S 0t m) (1) g o). (9)

Nerovnost (9) plati pre vSetky n = N. Ukdzeme, e limita Pravej strany v (9)
Pre m — 4 co je 0. Za tym udelom oznadme znakom @(n) sifin (1 4+ 7).

A Mv %u vtedy podla Stirlingovej formuly dostdvame
5

V2rn nt e4(1 + o(1)) . 2
= (1 e e e NEE—
Bk =01+ «\MHS_ N e d\wag — ) (n — n,)r e—tr—ap (I +o(1))

Kedie
o
(14 n)—= _\wa§ C!uT'eACforr =L} Asmv
w_\masg V2r(n — n,) (1 + o(1))
je
3 nie T, 2
= — <
Q?\@v Q AS v 3\“:, e AS\ o es-vzlzu ey =
1
M Q AS\M v Q Amw\:,; - _‘l\:.\‘m\.\;a:vu
kde

w(r) = (1 — 7)log (1 — 1) + Aﬂiw_wv._om? — st W@A T.
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Uvagme dalej. e

lim Aa va log Aa - _Jv =rtlog r,

n—> 0 n n

Preto :
#(©) =1 —71)log (1 — ) + rlog 7 - o(1).
Polozme

vi(n) = (1.— n)log (1 — p) + 5log y
pre

0< <l 1) =1lo i =6

n= 3 - 7 m~ %

v O:Wvu t. . () klesa v on IM'V

a teda
(1
yi(T) >y, Amv = — log 2,
teda
() = — log 2 + 4,
kde
é > 0.
Potom
¥(T) = wpi(7) + o(1) = — log 2 + & 4 o(1),

a preto

QAS\V “Q?@WV.QAG_cmFl&_Y OA %wA «mu
takze

P(n) =0 (nf e~ ) —o(1).

V désledku toho u(W ¥(z, N)) = 0 pre kazdé prirodzené A"
1

Oznadme pri pevnom 7, 0 < T<< 5 znakom W¥(z) mnozinu vietkych tych

2

weW, pre ktoré plati w = 8(x), D¥({, 2)< 1. Zrejme vtedy

Wir) c u Wiz, N), .
Nl

a preto
m(W(z) =o.
Nech teraz je {z,} Iubovolns, postupnost kladnych redlnych éisel, T, <
pre vietky m =1, 2,3, ... anech T, —> iw Potom podla dokézaného je
wWz,) =0

pri kaidom pevnom x.
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Zrejme

WEc G Wiz,
PSR
a teda
mW¥) =o.

Tym je dokaz vety hotovy.

Poznamka. Podls, dokazanej vety podstatni éast (¢o do miery) mnoziny W
tvoria stéty tych radov zeX » pre ktoré platia stdasne tieto nerovnosti:

DHf z) <

D¥(g, z) <

Ak oznadime znakom D*(f. z) limitu :_:Fb&v F@Em&,@oimmz,wm&ao

R~>0
limita existuje), z uvedenych nerovnosti vidiet: Spomedzi radov zeX, pri
ktorych existuje D*(f, ) (prirodzens hustota &lenov +1 v postupnosti {e,} =,
v zmysle terminolégie obvyklej v teérii isel), neprispievaji k miere mnoziny W

tie rady, pri .Waow%or je DX(f, z) = |m~| . (Pri tychto radoch je tiez D¥(g, x) <+ lw
kde D*(g, z) ma podobny vyznam ako D*({f, z)).

Dokazani, veta je v istom zmysle analogon nasledujicej znime;j vety Cesa-
rovej o rozdeleni znamienck v neabsolatne konvergentnych radoch:

8
“ZooraﬂWaNWWa;W e @ >0, a, >0, X a, =+ oo, nech rad
1

@

M m...aim.FH.THm_mvolr WOE&&E.P vtedy pre dolnt D a horna D hustotu
_ =z

znamienok +-1 v postupnosti {€.} 7 plati D < W < D (pozri [6]).

3.

Predpokladajme, #e rad (1) diverguje a a, — 0. Potom, ako je zndme (pozri
[4]), existuje nespositatelns mnozina, X, tych radov € X, ktoré majusadet(viast-
ny alebo nevlastny), a nespocitatelnd mnozina X, tych radov z€X, ktoré nemaju
stdet, teda osciluji. V préci [4] je dokdzané, Ye mnogina, X, je mnozinou prvej
kategérie v (X, @), a teda X, je mnozinou druhej kategérie v (X. ), kedse
(X, 0) je neprazdny uplny priestor.

V tomto odseku podédme isté zovSeobecnenie citovaného vysledku.
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Nech zeX,

=y g0, 4 + e, -

Pre kazdé privodzend | ime S () = gq i j i1
. - 1 :wmmo:o % polozme S () = a4 g, S.(2) je spojitou
funkeiou na (X, @) {pozri [4]).

Nech dalej & Je pevne zvolend redlne ¢islo. Znakom A(K) oznadime mnozinu
CZad et Al 4 "y . 1 . - . PO Y
\ y.o;uo: tyeh radov z€ X ktoré Maja viastnost taka, se ku kazdému 2EA(K)
existuje prirodzend &g aké, 7e plati § G [alej
y jep ‘ rod o%.m éislo ﬁ.@ také, Ze plati St > K. Oznadme dalej znakom
A, resp. A" mno¥inu vietkych tych 22X, pre ktoré Postupnost {S (2)} ° nie je

v re o

zhora. resp. zdola ohranidens,

P T ; v ;
Lemna 2, Mnosing A, A’ su mnozinami Gy(X).

Dokaz. Ukdzeme Predovetkym, ze mnoZina A(K
otvorena. Nech z€4(K ). Potom existuje prirodzend
Uf?d%«i > K. .

) je pre kazdé realne K
Cislo n{z,) také, je plati:
1
n{d)
2EA(K). Teda celkom Nz, 8) ¢ A(K)

Zvolme § =

vtedy pre 220(g, . o) plati 8, 0 = ; we® > K, a teda

s b j. A(K) je otvorens Mnoiina. Zrejme
« .
4 =n A(K), a tym je dékaz hotovy
E=1 : N
Podobne sa dokize tvrdenie pre mnoginu A’

Lemma 3. Nech, p — An A'. Potom B je hustd v(X, o).
Dokaz. Nech z,€X,

Ty = &a, + efa, |- ... T eya, + ...
e £ v .W T3 J,- - I r ’ (\. -
ﬂWm.NmM:mu Ze %y€B. Nech § > 0, ¢ Tubovolné realne &islo. Nech ¥ je prirodzend

¢islo, — <
o_mo.?lu.

v . : o
PodIa W.EE@ESe,o._ vety existuje rad
Evirly gy + Exqallyys + ...+ Exviilyar + ..,

kde ¢ =1 alebo —1 pre-vietky ¢ = A" 1, ¥Nd-2 ... taky, Ze pre jeho

diastodné sadty S plati:-

rEmEu%wHuT oovam:mm.wHIoo.
k=0 ko0 4
Polozme
— .0 0,
, T =e&a + ... + Exty +- Evealyyy + Eviallyss + ...
Zrejme

\Www sup S,(x) =400 a lim inf 8 () = — 0o, TEQ(x,, )

Nn—=>o00

Kedie 6 je Iubovolné kladné &islo, je tym dokaz hotovy,
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Veta 5. Nech X, je mnofing vietkijelr tgch radop x5 X pre ktoré je postupmost
Sy ich Fastodn yeh sictov bud zhora, alebo zdola ohranifend. Potom X
je mnofing procy kategoric v priestore (X 0).

Déokaz. Zrejme je X, = X — B. teda Ay je mnozina ¥ (X). kedse B je
podla lemmy 2 mnozinou G, Dalej mnozina ¥ — X, = B je podla lemmy 3
hustd v X. Teda (pozri [2], str. 66) je X, mnozinou prvej kategérie v X.

Doésledok. Mno#ina X, tych radov z£X, ktoré maji sudet (vlastny alebo
nevlastny), je prvej kategérie v ,YTMU ¢). To vyplyva =z toho, ze X, c X,.

Z dokézanej vety na zaklade znamych vlastnosti aplnych priestorov talktiez
ihned vyplyvd, %e mnoina B vSetkych tych radov a€X, ktorych giastoéné
sUéty tvoria postupnost neohranident zdola i zhora, je mnozinou druhe;j
kategérie v (X, p).
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O HEKOTOPBIX ITPOCTPAHCTBAX PSIZIOB
C METPUKOHM B3PA

THBOP IIAJIAT

Boisoim

@
Hyers X g, (1) — exomsumiicst px ¢ MOTOKHTCALHNME T1emamy. [Tyern X 0Gogma-
n=1

93eT MHOKECTBO BCeX PAIOB BUAa:

&y, &= + 1, mau—1,
1

& =
i

I rs8

S(x) — oBoauauaer cymmy paga z. B HePBOH YaCTH 310l padorir ABTOD HCCACAYET YCIAO-
BILT, DM KOTOPSIX S() ABIACTCH . OXHO-ONHO3HAMHLIM H306paKeHIeM npocrpancrea (X, )
B By, rae p — MeTpura Bapa, BBegenda aBTopoM B ero npeauiecTByiomeil padore [3]. Ocros-
HLIM PesyJaLTaTOM 3TOMH 4acTH paGoTi ABIACTCA. TeopeMa ; )

a) Ilyers no Kpaiineii Mepe gaa omuoro HaTypaibuoro k mameer MecTo ay=Ry (R — ocra-
ToK panga [1] nocue k-oro wiena). ITorom S(z) me smisercs OIHO-O;{HO3HATHEIM H306pa-
JREHECM. . ; :

6) Iycrs st Beex HATYPANBHLIX k& uMecr  Mecto: a; > Ry . Ilotoy S(z) sessercsi
rOMeoMOpPQHLM Ma06paceHmen.

B) Hycts cymecrsyer HATYPANLHOE MMCH0 7 0fiajionee CBOACIBOM: Wi Beex & =n

a < Ry Morom S(=) ne ssaserest O/IHO-O/IHOBHAHIIN H306pamKen e, -

203




3o BTONOI yactH NPCHIONATACTC S

st gamjoro kag > Ry, B sroii vacrn padorLt arop
CT UCROTOPLIC CBOMCTBA MuomecTna W peex BBy wreea w € W, koropuic

y
BOAMOAGIO BLIPA3UTL B BIEIC: w=S(a), e

ke el

- o P

o ,.L iy, Eg = J.,r s —1,
=1

. O T
Osuasais gepes EA Ho “.c ’ o» MHOMKCCTBO BCeX
Ei1s Efar e - &y

N weW, woropue umeior s

wo= S(x), * = e,q, 4 s . (g .
S v_ v R R L L T &%, + L - & —1%; + &.c.hq.\.u A T
Parropt ), ¢! g iy < 7§ ] .
NLOPBE €545 Sja, oo g7 — durcHponamyL, <7< ...<gp.
Ocramnsane @Es.owz [ o PR T APEHMMAIOT 3HavYeHust 41 w —1. Horom HIGL Mepht

Froro KIOvﬂocﬁmm HMeeT MeCTo:

Tysdas o oe gy 1
iEA_ o Vv.l.,wrfsﬁ,

0 -} ()
goel, .. e

vae (W) — wepa smomecrna W,
lyers © € X, == z,a, + £y + 1. g, + L
Hyers fin, ) obo3Havaer gucso HIeHos -+ 1 B pocaeoBaTeaRHOCTH: &1, €3, o . &y O3HAYHEM

wepez D*(f, x) lim sup MAF..S » D¥(f, ©) = lim mamr:. <) , DX, x) = lim \|le:. i (ecau

n~—> 0 " =300 n oo n

cyumecreyer).
Ocnosany pesyantaron sroit 'ACTH paloTsr ABIfeTCA teopema:
flourn zaa seex w = S(z) EW (B cumpiene Mepot Jlebera) umeer vecro: D¥j,2) < L3 =
= D4, a). N ’
ATY TeOPeMY MOMHO camTATL, RAK OHPEALICHRYIO AHANOTHIO (JU1H 40COIOTHO CXOMAIIXC S

TMbOmv H3BECTHOU TCOPEMBI qowmﬁo 0 pacupeaeseHNy 3naKoB B PEISITABHO CXOJSIMICMCH pte. -

(o]

B rperneit vaca sroi PpaGorsl mpeanonaraeres, yro pan & a, - pacxoisimitcst psi ¢ mosro-
s n=1

RATCUBHBIME YACHAMY, @, — (), Hocrponm onarn pocrpanctBo (X, p), rue ¢ mMeTpuka Bapa
S = 0

BEG/IeRA aBTOPOM B pabote (4) Ha MHOMmecTRe X BCeX DPANOB BHJA X eia;, rie e +1,

HIRE — 1 mna Kammoro i e 1,2, ci. ... = .

Osuaymy vepez A, mud-;ke A’ smmoxeerso Beex pagos x€X, aam ROTOPHLIX IOCICHO-
.mm..amhmmoc? ,MQL&;ML omo@&%ﬁi-ﬁm CHA3Y HeorpammycHsa. S ,(z) IPHTOM 0003HagaeT
YTy HacTIuRy0 CyMMy papa . Aptop [OKa3LIBACT, uTO MuOKecTBa A, A’ apmmiores
MHOmecTBamMit TANa Gy (X), B MuEOMCeCTBO B — 4 n A’ — nnoraoe B (X, o).

Ooﬂowng beaysibTaToMm sBusercsa HOKAa3aTeJILCTBO TeOPEeMBI:

MnomxecTso X, Beex Tammx pAnoB z € (X, p), anna KOTOPHIX ﬂmiavwﬂi — WIH CBepXy, .

M CHU3Y OrpaHmyYeHa, IBIAeTCH MHOKECTBOM mepRoif kareropmm B (X, o).

Taxmm o6pazom MHO:KecTBO X Bcex Takmx pangos x € X jqaa KOTODHIX @miamuouﬂzcl
OTPaHWYeHa HU CBePXY, HH cmasy (T. ¢., A Koroprix lim sup Sy(x) = + oo, lim inf Splz) =
L v i R 2o >0
Mw.zTumoov AIBIACTCA, KAR CIeJCTBHE NPHBEACHHOI TEOPEMLI, MHOMECTBOM BTOPOM KaTEropmy

> ).

Ita TeopeMa Asiiercst ogobmenrem ouoro Pe3YJILTATA  NOJIYYEHHOTO aBYOPOM B npej(-
WeCTBYIONtCH yice Omy6anKoBanHOM paGore [4].
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UBER GEWISSE RAUME DER RETHEN MIT BAIRESCHER
METRIK

TIBOR SALAYT

Zusammenfassung

@

Es sei X a, (1) eine konvergente Reihe it positiven Gliedern. Es bedeute X die Menge
i ;
=l
- . i Y .
aller Reihen z, welche die Clestalt' 2z — 2 ;. £; = 1 oder —1, haben. S(x) bedeutet die
1

Summe der Reihe x.

{m ersten Teil dieser Arbeit untersucht der Verfasser dic Bedingugen, bei denen S(x)
cine ein-eindeutige (resp. Homeomorfismus) Funktion im Raum (X, o) definiert, deren
Werte in F, sind, wo g die Bairesche Metrik ist, die vom Verfasser in der Arhoit [3leinge-

‘fithrt war. Das Hauptergebnis dieses Teiles der Arbeit: ist der Satz:

@) Fs sei wenigsiens fir ein nottirliches k: ay, — Ry [Ry; sind Reihenveste der Reilie (1 )1
Darn ist S(x) keine ein-eindeutitge Funkiion.

b) Es sei far alle k: ay > Ry. Dann ist S(z) ein Homeomorfismus.

¢) Es existiere cine natiirliche Zakl n derart, dap tir alle k = n, ap < R, ist. Dann ist
N(x) keine ein-eindeutige Funkiion.

Im zweiten Teil setzen wir voraus, daB fur alle k a; > R ist. Im diesen Teil der

Arbelt studiert der Verfasser einige Eigenschaften der Menge W aller derjenigen reellen
@

. 5
Zahlen w, welche die Gestalt w = S(&), = 2 &, & == 1 oder —1, hahen.
1
) LR P - . ;
Es bedeute { 7, o | die Menge aller derjenigen w2 W welche dic Form w = S(z),
€15 Ejg, - . Eig
0 0 .
e bk oggay - ogyey + oL &x—105—1 + €35+ ... haben, d. h. die
Falktoren m%: .mw? . mw‘n sind fest gewihlt, die Ubrigen ¢; ¢ % 7, fa» - .. ix durchlaufen

die Zahlen 1, —1. Dann gilt fiir das Maf u(M) dieser Menge, daff u(M) = mW» u(W), wo

]

(W) das Mafl von W bedeutet. Bs sei x2X, x = &dy + ... + &0, + .. .. Es hedeute
/{n, x) die Anzahl der Zahlen -1 in der Folge ¢, &,, ... £, Wir bezeichnen

f(n, =)

D*(f, ) == lim Emmﬁb“ D*(f, 2) = lim sup 1% _

n—>00 n—r0
Das Hauptergebnis dieses Teiles der Arbeit ist der Satz:
Fiir fost alle w = S(x)SW (ém Sinne des Lebesqueschen Mafes) gilt:

5 = D*j, 2).

DM, 2) <
Dieser Satz ist eine Analogie (fiir absolut konvergente Reihen) eines bekannten Satzes

von Cesaro iiber die Verteilung der Vorzeichen in nicht-absolut konvergenten Reihen.
«©

: Im dritten Teil der Arbeit setzen wir voraus, daB X a, eine divergente Reihe mit po-
1

sitiven Gliedern ist, sx,lv 0. Konstruiert man wieder den Raum (X, 0), wo g die Bairesche
Motrik ist, die vom Verfasser in der Arbeit [4] eingefithrt war. Wir bezeichnen mit 4
resp. A’ die Menge aller derjenigen Reihen xZX, fiir die die Folge {S,()};" eine nach oben
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(resp. nach unten) unbeschrinkt ist. Dabei 5
Man beweist., dass die Mengen 4, 4’ die
B=Adn4 in(X, o) dicht ist.

Das Hauptorgebniss dieses Teiles der Avbeit ist der Satz-
Dee Menge X, aller derjenigen z€X, féir die die Folge MQL.@LW e
beschadadit ist, isi eine Menge von erster Kategorie in (X, g)
Natzes ist die Menge 7 aljor derjenigen 22X, welehe die b

Az} die n-te Teilsummne der Reihe bedeutet.
Mengen Gy in (X, o} sind und da8 die AMenee

ach ober oder nach wnden.
. Infolge des vorhergehendon
eiden Bedingungen

i inf o) =0 — oo

s dhn sup Sy(@) = Lo
f— a0

N i

erfidllen, cine AMenge von zweiter Kategorie in (X

Diese Ergebnisse
(Siche [4])

s -

sind eine /wE.L,:%Eﬁm_.:E,::r« der fritheren Eagelmi

s des Verfassers,
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