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O VEKTOROVEJ MIERE

IGOR KLUVANEK
Hﬂpwmmnm_amnosmiw% Slovenskej vysokej skoly technickej v Bratislave

Tento ¢lénok sa zaoberd mierou, ktorej hodnoty st z Banachovho prie-

storu. Hlavne je vySetrovans otdzka, kedy sa d4 takito miera definovand na
algebre rozgirit na mieru definovania na o-algebre.

L. Nech X je Tubovolny (reilny alebo komplexny) Banachov priestor, .

X* je jeho zdruzeny priestor (mnozina vietkych linedrnych spojitych funkei
na X) a X** je zdruZeny priestor priestoru X*, Normu prvku z € X ozna-
¢ime |z |.

Nech 8 je Iubovolns neprazdna mnozina,

Vektorovou mierou nazveme funkeiu u, ktorej obor definicie R je algebra,
podmnozin mnoziny §, hodnoty st z X a pre kaZzda postupnost {E,} CR

disjunktnych mno#in je EU E,) =2 Wk, ak U E, eR.
n=1 n=1 n=1

Posledns, rovnica znamens, zZe lim | u(u B,) — > WE,) | =o0.
12 n=1 n=1

Ak hodnoty vektorovej miery st &isla (X je mnozina redlnych alebo komplex-

nych é&siel), nazyvame ju zovieobecnenou mierou. Ak zovSeobecnend miera -

nadobtida iba reilne neziporné hodnoty, voldme ju jednoducho mierou.

Nech u je vektorovs miera na algebre R. Definujme funkeiu el ﬁw, R :

vzorcom

,,. : E:A@v Wmﬁ% ﬁ.WJHQ..tA@L _
pre kaidé E € R, .@E.moiwwmwnoﬁns sa berie pre vietky koneéné m%mme% dis-’
junktnych mno#in E.€R E,CEa vietky volby &isiel o | < L. Funkeiu
volime polovaridciou vektorovej miery u. , # ¥ B

Zrejme |w(E) | < || u||(B) a | u)| B < ll11 (F) pre B € F. Dalej || | mmgm,.v =

n=

<> | &[] (B,) pre kazdy postupnost {£,} CR, pre ktora h E,eR. Pozna
n=1 =1 £

menajme, Ze || u || nemusi byt miera, - 4 .
Budeme hovorit, e vektorovs miera u sphiuje podmienku (4), ak plat
tvrdenie: . : :
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(A) Existuje kone&n4 miera v, definovand na R s vlastnostou: Ku kazdému
tislu & > 0 existujé &slo 6 > 0 tak, Ze || u || (B) < & pre ka¥dti mnofinu
E €R, pre ktort »(E) < 4.

.- 2. Veta. Nech u je vektorovd miera na algebre R. Nech § = § (R) je najmen&ia
a-algebra nad algebrou R. Na o-algebre S existuje vektorovd mierq I, pre ktord
ME) = w(E) pre E€R, vtedy a len viedy, ked u splituje podmienku (A).

Dékaz. I. Nech # spliiuje podmienku (A). Mieruyz tejto podmienky méZeme
povazovat za definovand na celej o-algebre S, pretoge ju méZeme v pripade
potreby z algebry R na o-algebru S’ jednoznadne roz&{rif.

Nazvime dve mnoZiny K, Fe€S§ ekvivalentnymi, ak WEAF)=0(EAF =
= (£ — F)u (F — E)). T4to dohoda, splifuje vietky predpoklady ekvivalencie,
a preto sa systém S rozpadne na, disjunktné triedy navzijom ekvivalentnych
mnozin, Oznaéme mnozinu tychto tried [§] a triedu, v ktorej lezi mnozina E,
oznatme [E]. 'V mnoZine [S] zavedme nasledovnt metriku o o([E], [F]) =
= EAF). . )

Mnozinu tych tried, v ktorych lezi aspoii po jednej mnoZine z R, oznadme [R].
Z vety o aproximdeii miery vyplyva, %e [R] je husts mnoZina v [§] pri me-
trike p. .

Ak st dve mnofiny E,FeR ekvivalentné, zrejme lul|(BAF) =0,
teda w(E) = u(F'). Méseme pretd na [R] definovat funkciu @ tak, de @(|F]) =
= (&), priom E zvolime z R. : :

Funkeia ¢ je rovnomerne spojitd na [R]. Aby sme to dokdzali, zvolme

&> 0. Néjdime 6 > 0 tak, aby pre »(&)< & bolo || u |[(B) < lm Ak je

AFLIF) = wBAF) < 8, o |g(E) ~ p(F)) | = | u(E) — u(F) | —
= ME = F) — wF —B) | < [ wE — )[4 [uF — B) | < || || (B ) 4
+lllF—B <2 ul|(ZAF) < _ |

PretoZe hodnoty funkeie ¢ st z Gplného priestoru X, z toho, Ze [R] je husts
mnofina v [S], vyplyva, ze existuje jedini rovnomerne spojitd funkeia @
definovani na [§], ktors sa zhoduje na _HNL s .

Pre Tubovolna mnoZinu' K € § polofime u(E) = g([E]). Zrejme pre K eR .
je W(B) = w(E). Ukdzme, se % je vektorovd miera. -
- Najskér dokizeme, %o Pre B, FeS, EnF =0 jeuBul) = WE) 4 w(F).
Zvolme ¢ > 0. K tomuto ¢ ndjdime d > 0 tak, aby pre &, F ¢ SWEAF)< 6
bolo |f(B) — u(F) | < e. Existencia &isla 0 vyplyva z rovnomernej spojitosti
funkeie . S : o B

Pre £, F €S, EnF =0 ndjdeme mnoziny ,, F, € R tak, aby »(E A E,) < W.

” , : T : -

WEAF) < 2.

: Je |a(B) — w(B,)| <e, | a(F) — #F,) | < e Dalej v((E u F)A (B, uF)) <
SUELE)U(FAF,) < 6 teda i |G(E U F) ~uEUF,)|< .
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Este si vimnime, e B,nF.C(E,— E)u (F, —F), lebo ENF = @, z toho.
eﬂ@mj.ﬁmv = EA.N_»I@V +EA§m I&J = QA.@D .@mv +€A.§D.§mv Amv tiZe *\sA.@mv IT
T MF) ~WE UF) = | uE,nF,)|< e

Mbzeme teda napisat oarmm | W(B) + @(F) MEUF)|<|uE) — wE) +
+ Tmﬂmuv }\\«AN«.*”:..T*?A@MVLIEA.N‘L '\,«A.@mCNua:rT_\sA@mCNumv I\MA@.CNJ‘A
< 4z. Pretoze e > 0 je TubovoIng, je wWE U F) = () + u(F).

Teraz dokazeme: Ak {#,} CS8 je rastica postupnost a £ = U E,, E@i
n=1
rovnost w(E) = lima(E,). Z toho, #e lim E, AE)=lim»E — E,) = ¢

n
vyplyva, Ze aj lim | #(B,) — i(E) | = 0.
- E "
Tym sme dokézali, Ze # je vektorové miera na S, lebo pre Iubovolna po-

stupnost (£} €§  disjunktageh munozin je lim [a( G £, — 3 #(z,) | =
i 1

n= =1

H:.E _Emﬂ@xv IECMSZUO.

II. Nech existuje na § vektorovs miera y tak, %e pre K € R je i(E) = w(B).
Méme vkézat, ze u spliiuje podmienku (A). Podla, [1], str. 294, vektorova miera y
spliiuje podmienku (A), lebo je definovani na g-algebre. Zrejme je || i 1(B) =
= || u || (B) pre kazdé mno¥inu X € R, teda u spliiuje podmienku (A) s tou
istou mierou v ako f. S

Tym je dokaz tiplny.

Poznamenajme edte k tejto vete, Ze vektorovs miera #, ak existuje, je
urdend, vektorovou mierou # jednoznadéne. To sa dokae tplne podobne ako
pre mieru, ktorej hodnoty s &isla. . R

3. Podla [1] kazd4 vektorové miera definovand na ¢-algebre splituje pod-
mienku (A). Vaniks teda otdzka, &i nesplituje podmienku (A) kazd4 vektorovs
miera, ktord je definovani iba na algebre. Odpoved na tito otdzku je za-
porni, ako ukazuje nasledujici priklad. .

Nech X je mnoZina reilnych &isiel s absolitnou hodnotou ako normou.
S nech je lubovolna nespoditaterns mnoZina. Algebra R nech pozostava z prizd-
nej mnoziny, z koneénych mnoZin, z komplementov koneénych mno#in .
a z mnoZiny §. ;

Ak I € R je kone#n4 mno¥ina, kladieme #(E) rovné podtu prvkov mnoZiny £,
Ak E € R je nekoneténs mnoZina, t. j. £ = § — F, kde F je koneén4, kladieme
HE) = —u(F). u(B) = p(8) = 0. ; o T

o-algebra 5(R).pozost4va z najviac spoditatelnych mnoZin a ich komplemen-
tov. Zrejme sa nedd u rozdirit na o-algebru S(R),. teda ani nespliiuje pod-
mienku (A). o S

4 Budeme sa .zaoberat otizkou, kedy vektorovd miera spliiuje m‘dmm
mienku (A). FES By i o B O R
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Nech # je vektorovi miera na algebre R. Definujme funkciu | x| na R
vzorcom

|| (B) = sup 3, | w(B,)|

pre kazdd mnoZinu Z € R, kde supremum sa berie pre vietky postupnosti
{£,} CR disjunktnych mno#in takych, ze Cpm._.‘. CE.
_—

| u | je miera na algebre R a volame ju varidciou vektorove] miery u. .
Ak ide o zovieobecnenti mieru (u(B) st &isla), vtedy pojmy polovaridcie
a varidcie splynd. To je zrejmé z toho, Ze pre ka#dé ¢ > 0 existuji disjunktné
s R k(3

mnoziny B, €R, O B,CH tak, %o |u|(E) — ¢ < 2 | B | =) 2 v (B) |
i=1 = i=
pri¢om tdto rovnost plati, ak zvolime «, tak, 7o (B = | w(By) |.

Zrejme plati, fe || u |[(E) < | @ | (E) pre kazdt mnozinu E€R. Z toho
vyplyva:

Ak variicia vektorovej miery  je konednd, u spliuje podmienku (A).

5. V [1], str. 293, je dokdzané, 7e polovaridcia kazdej vektorovej miery,
definovanej na o-algebre, je kone¢ni. Z toho vyplyva, e polovaridcia kazdej
vektorovej miery u definovanej i na algebre R je konedné, ak u spltiuje pod-
mienku (A). Takéto miera sa toti¥ dé roziirit na vektorovd mieru g na ¢-al-
gebre-S a | || (B) < ||z || (E) pre E€R.

Ciastotnym obratenim tohto tvrdenia je nasledujtca

Veta. Nech & je vektorovd miera na algebre R. Ak priestor X, z kiorého si
hodnoty u, je reflexivny, t. j. X = X** o polovaridcia vektorovej miery p je
koneénd, vektorovd miera spliiuje podmienkw (A) a dd sa roz8irit na o-algebru
§$ =S(R). .

Dékaz. Dokizeme, %e za predpokladov uvedenych vo vete sa u d4 roz-
8iri na o-algebru §. }

Nech z* € X*, Funkeia, x*u definovani na R rovnicou z*u(E) = x*(u(E))
je zovieobecnens miera na R. Jej varidcia | xz*u| je konednd, pretoze

| [ (B) = sup | 2, o a*u(BD) | S sup | 2% || 2o w(B) | = | &% | | || (.

Teda pre ka¥dé z* € X* existuje zovSeobecnens miera »,. na § s koneénou
varidciou, pre ktorti plati: Pre K € R je Ve (B) = x*(u(B)). ,

Nech £ €S. Ak definujeme z}* rovnicou z}*(z*) = v,.(E), potom z* € X **,
t.j. @}* jelinedrna spojit4 funkcia na X*. Pre I € R je to zrejmé. I t0'je zrejmé,
Ze x}* je linedrna pre IubovoIni mnoZinu E €S5. Stadi teda dokazaf: Ak
lim [z | = 0, tak lim z¥*(z*) = 0. Zvolme & > 0. Pre kazdé n = 1,2, 3, ...

existuje mnoZina F, €R také, Ze | Vas(H) — vs(F,) | < & Ale [ves(F,) | =
~ | S(F,) | < | of | w(F,) | S [ | 1[0 ]| (F) = a2 ][] (5). Ak torar
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lim |z} ]| = 0, tak aj lim |7,2(F,) | = 0 a limsup | ve2 (B) | < & To plati pre

ka#dé £ > 0, ¢im je dokdzané, se xF*¥ € X** Alg priestor X je reflexivny, preto
existuje x; € X také, ze zTE*(a*) = z¥(x,) pre vietky x* € X*.

Polozme ji(E) = z,. Pre E€R je u(E) = u(E). Okrem toho Pettis do-
kazal [4, str. 283], e funkeia # na 8, s hodnotami v X s tou vlastnostou, Ze
pre kazdé a* € X* jo 2%u zovieobecnens, miera, je vektorovou mierou. Ale
z toho dokaz nagej vety u# okamyite vyplyva. : :

6. Vo vete z predoslého odseku nemdzeme. vypustit poziadavku, aby bol
priestor X reflexivny ako ukazuje nasledujici priklad.”

Nech mnozina § i algebra R je t4 ists ako v 3. Nech X je mnozina vSetkych
redlnych ohranidenych funkeif z definovanych na mnoine S, pri¢om normu | z |

kladieme rovna sup | u(z) .
tes

Ak E€R je konedni mnozina, poloZime u(E) = z,, pritom w,(t) = 1,
akt€ B, a x,(t) = 0,akt € B. Ak EeR je nekonedna mnozina, tak S — E = F
je kone¢nd a polozime u(H) = —u(F).

# je vektorovs miera na R. Polovariicia || || tejto miery vyzers takto:
lall@ =0, |lu (E)=1,ak E ¢ je konedns mnozina, a |l (B) =2
pre nekoneéné mnoziny F € R. Polovariicia [l ]] je teda konedné. Pritom
vektorovd miera u nespliiuje podmienku (A), pretoze keby ju spliiovala,
musela by miera » z tejto podmienky byt jednak koneé&n4 na algebre R a okrem
toho by muselo platit, e inf v(E) > 0, %o nie je mo#né. Priestor X viak nie
je reflexivny. e

7. Podobne ako pri miere definujeme tplnost vektorovej miery.

Vektorovii mieru 4 definovani na ¢-algebre § nazveme tplnou, ak plati ]

Ak E€S, ||u|[(B)=0a FCE, tak i F€S, a teda [l ol (F) = 0.

Veta. Nech vektorovd miera u definovand na algebre R spliiuge podmienku ?Av

Ezistuje o-algebra S, a iplnd vektorovd miera u, na S, tak, % R CS,a u(E)=
= w(E) pre E€R. ; . .
- Dékaz. Podla 2 roziirime mieru 4 na g-algebru § = S5(R) a momgﬂmﬁm
mieru x, ktord sa na ﬁmromﬂ.m‘.m #. Oznadme N systém tych mnozin @, pre
ktoré existuji mnoziny K €S, pritom GCE a ||z || (B) = 0. N je o-okruh,
aak GeNa HCG, taki'HeN. . ~ S T
Oznadéme S, systém mno#in tvaru L AG preE€SaGeN.S, je o-algebra.
Ak definujeme (B A @) = u(E), u, je Gplnd vektorovéd miera na §,
a m(E) = u(E) pre E€R. ‘ o -

Roziirenie vektorovej miery u na Gplnd vektorovt mieru p, opisané v tejto-

vete je najmensie v tomto zmysle. Ak u, na S, je iné také rozifrenie, ktoré
- vyhovuje vete, potom 5:CS; a 4y(B) = p,(E) pre E€S,. P
8 Nech R, S,, u a y, maji taky vyznam ako v 7. Oznaéme G = G(R)

L0 ros

pri¢om K, €R pre n = 1,2, 3,"...

(vesp. F = MNEV systém <m,¢w5\~or mno¥in £ tvaru F = u E, (resp. E = n ,@zv,.
ke e Pety b S L
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Veta. Ku kaZdej mnoing E €S, a katdému &shi ¢ >0 existuje
1. mnofina C € R, _
2. mnofiny G€G, FeF,

“prifom platt:

L ilm|[(BEAO) < &,

2. FCECG a :\: 1@ —E)<. e ||u (B~ F)< e ‘

Dékaz. Pretofe u, je definovans na g-algebre, §, spliiuje podmienku (A).
Existuje teda takd miera v, e pre ka%dé &isle ¢ > ¢ existuje 6 > 0 tak, e
I || (B) < &, ak w(B) < 5. |

1. Néjdime mno%inu C € R tak, aby »(EAC) < 6. Pre mno¥inu C bude
i [(EAC) < e. | |

2. Podobne néjdime mnoZiny F€F a GeG, FCECG, aby »(@G — E) < §

a (B — F) < 6, z &oho ihned dostivame tvrdenie vety.
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O BEKTOPHOI MEPE

UTOP KJIYBAHEEK . .
BrBoau

B oroii craTtre mokasamsr HEKOTOPHIe TeOPEMBL O PACHIMPERNA BEKTOPHOIH MephL.

Bekropras mMepa — aro CICTHOANIATHBHAA (QYHKIHA 4 ONpe[eICHHAS Ha anreGpe R
TIOIMHOKECTB HEKOTOPOro MHOMOCTEA §'; MPMHAMAIOMAS 3HATCHHES Ha HEKOTOPOro IIPOCTPaH-
crBa Banaxa X, 1. e. ecnm {E4} mocieposaremenocts HeliepeceKalMuXCd MHOMKeCTB B3 R

: w© 1
TaKad, 910 U F, €R, o lim | u(U Ep)— > u(Ba)|=0
: n=1 n=1

Hyers S = $(R) mammeneman o-amreGpa cojepxaman R. Crpasesmmen caefyomue
TeopeMsI: ’ :

Ha § CYMECIBYeT BeKTOPHam Mepa M, ABIAIMARCH HpopowsenueM u (1. e. ji(E) =
= .:E,v ans E € R) rorma m tonsko TOrAa, eCJH CYmMecTBYeT HeOTPHNATENLHAS KOHEUHAas

zmwmemmwgmmm..ﬁo ME __.z_:mvuuo:_t:omown»nmma DOAyBapHanmo 4, cM. [1]).
. »{E)—>0 .

Ecan HpocTpancTBo X pedureKTHBHO nonypapuaius || g || BexTopHOK MEDH 4 KOHeYHa

ua R, ro cymectByer Komeunan HEeOTPANATENbLHAS Mepa v Takasm, uTo- _w,E l#]l (E) = 0.
. v(E}—>0

Tocrpoen mpmmep BeKTOPHOM MepH NOKABAMTI, 10 ycIoBHe peaexTrBHOCTE TMpO-
CTpaucTBa X B mOCiefineif Teopeme Hempaf oT0pocHTs.
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ON VECTOR MEASURE
IGOR Hmhdaﬂmz.mmm
Summary

In this paper some theorems concerning extension of vector measure are m:.oa&m.
. A vector measurs is a o-additive function # defined on' algebra R - of subsets of an
abstract set .S, ‘with values in a {real or complex) Banach space X, i. e., if {E,} is any

.. @
sequence of disjoint sets € R and U
. n=1

Let S = S(R) be the minimal o-algebra over R.
The following theorems hold. i 3 )
There exists a vector measure # on S, which is extension of (i. e., ME) = w(E) for
E €R) if and only if there exists a finite non-negative measure v on R such that

lim |[full(B)y=0 (I # || denotes the semivariation of 1, see [1]).
»(E)—>0

If the space X is reflexive and the semivariation {2 ]| of u is finite on R, then there

exists a finite non-negative measure v on R, such that lim 1 || (B) = 0.
’ »(E)>0

 An example of vector meagure is constructed, showing that the requirement of reflexi-
vity-of X in the last theorem, must not' be omitted. ’

En €R, thenlim | u(U Eyp) — > u(E,) | = 0.
5. % n=1 =1
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