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0 POLOGRUPACH, KTORYCH KAZDA CIASTOCNA
POLOGRUPA MA LAVU JEDNOTKU

BLANKA KOLIBIAROVA
Katedra matematiky Slovenske] vysoke j Skoly technickej v Bratislave

V préci [1] zaoberal sa Vorobjev vlastnostami pologrip, ktorych kazda,
Ciastodnd pologrupa m4 jednotku. V tejto prici sa zaoberim vieobecnej-
§im pripadom — pologrupami, ktorych kazds &iastodns pologrupa mi lava
Jjednotku. Hoci niektoré vety v nafich ivahsch maj podobny charakter ako
vysledky prace [1], nepodarilo sa mi néajst vieobeent konstrukeiu vysetro-
vanych polograp (pri pologrupéch, ktoré skdmal Vorobjev, je takéto kon-
Strukcia mo¥ng; pozri [1]). - ‘

I

idempotentov v §. Prvok ¢ € § nazyvame Iavou jednotkou pologrupy 8, ak
pre kaZdé a € S plati ea — q. ,
Definicia 1. V I(8) zavedme reldciu o takto: Pre proky e, ex € I(8) plati e;pe,,
ak existuje taky prook x € 8, Ze ¢; = egu. . )
Veta 1. ¢;pe, plati vtedy a len vtedy, ked ¢, = ege,.
- Dékaz. Nech ¢;0ex . Potom existuje také z € S, ze ¢ = exx. Potom ege, —
= eg(eg®) = exx = e, .
Obrétens tvrdenie je zrejmé. , _
Veta 2. Reldcia ¢ (dand definiciou 1) je quasi-usporiadanim [3) mnofiny I(S).
Dékaz. Zrejme’ e,ge, ‘pre W@mmo\.&mi@v. Nech e;0ex, expe,; potom e;0¢,,
pretoe e; = ege, = (e,e,) 6= elege;) = ee,. s T PL
- Definicia 2, Budeme hovorit, e pologrupa 8 mé viastnost L; ak katdd.&ias

Nech § je w&oma:m&. Znakom I(S) budeme oznadovat mno¥inu vietkych

'

toénd, pologrupa pologrupy 8 mé lavi, jednothu. . = 4

_ Pozndmka. Ak pologrupa 8 mé vlastnost L, aj kazd4 jej &iastodns, polo-

grupa mi zrejme vlastnost L. o F e o
" Veta 3. Nech pologrupa S md viastnost L. Potom prelubovolné prokye;, e, € I(8)

nastdva aspor; jedna z monosti €00 ; €06, . . e i,
-Dékaz. Nech E je iastodns pologrupa vytvorens prvkami ¢, e;. Polo-

grupa K m4 prvky tvaru s €y iy L, e, (indexy ,,4,, ..., 1, znadia nie-
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ktoré z &fsel 7, k). Nech €L = €k, €x,, ..., e, (indexyx,, Kys ..., K, znadia
niektoré z - &isel i, x) je Iavou jednotkou v . Potom epep, — egy - Aviak
Cxy = €rer, = AQNZ R,y - ., mh‘Sv CRy = €k, , €Ky oo ny CLyy == er, t. .N €L = €,
teda alebo ¢, = ¢,, alebo €, = eg. V prvom pripade ex = eeg; t.]. egpe;,
v druhom pripade ¢; = e,e,, t. j- e0ep .

Veta 4. Nech pologrupa 8 md vlastnost I, Potom suéin idempotentov z S je
zas idempotent v S.

Dékaz. Nech ¢,, ex €8 st idempotenty. Podla, vety 3 alebo ege,, alebo
exoe;. Nech e,0e, . Potom (eex)(eeg) =. elexe;) ex = eeep — &@w. Nech e, pe;,
potom (eep)(e,e,) = €xlg = ex = w.&h.

Désledok. Mnoting I (8) je &astotnou pologrupou pologrupy 8, teda md lav
jednothku. .

Veta 5. Nutnd a postalujica podmienka, aby pologrupa 8 male viastnost L, je:

L. Pologrupa 8 je siictom disjunkinijch, periodickyjch grip, § = y G,.

2. I(8) je &astodnou pologrupou pologrupy 8 a md vlastnost I,

Dékaz. a) Nech § mé vlastnost. L.

1. Nech s € 8. Uvazujme o Ciastodénej pologrupe 8, = {s, ¢, &, ...}, 8 m§

podla predpokladu lavy jednotku e, , ktors, je zrejme jednotkou v 8;. To viak
znadi, Ze prvok s je kone#ného rddu, nem4 predperiddu, a teds, podla vety 7
z préce [2] je pologrupa § stétom disjunktnych, periodickych grip.

2. Vyplyva z vety 4 a z definicie 2.

b) Nech S mé vlastnosti L,2. Nech H je siastodns pologrupa, pologrupy S,

Nech % € H; potom podla predpokladu 1 existuje prirodzené &islo také, Ze.

k= ¢, kde ¢, je idempotent, pridom eh = k., I (H) je teda neprézdna mno-
Zina. Mnozina I(H) tvori vzhladom na, predpoklad 2 &iastodnn pologrupu

pologrupy I(S), teda I (H) obsahuje prvok ey, pre ktory plati €0egy pre vietky

& € I(H). Aviak potom je ey Tavou jednotkou v H, pretoge e b — eqleh) =
= (ege,) b = e,h = h.

II

V tomto odseku dokizeme niekolko viet o idesloch pologrupy §.
Veta 6. Neck sa %&eﬁ.gmﬁ 8 dd vyjadrit ako sucet grip 8§ = U G,. Potom
g s . i X g T yer ]
kaZdy jej pravy idedl R je stuctom grip G,,tj. R=u Gy(4c ).
: . . de 4 . o i
Doékaz. Stasi ukizat: ak pre nejaké y € I plati @, n R % ¢, tak G,CR.
Nech z€ @, n B. Nech y ¢ @, . Potom existuje taky Prvok t€@,, ie at =y.
Pretoze € R, je y — ste R : . . o -
U@m_ancw. Nun&wa vety 9 je kaZdd pologrupa s viastnostou I, %&QQS:%.&%
= U G, teda kaidy jej pravy idedl je tie sictom grip Gist.j. R= u @,
ien : jen
Pozndmka. Analogicks veta, plati pre lavé idedly a pre idedly.
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V dalom budeme oznadovat znakmi Gi,G;, Gy, ... grupy z rozkladu
8 = U@, vo vete 5 a znakmi €, €, g, ... ich jednotky. Nech ¢, € §, vtedy
symbol U G, bude znagit mnoZinovy stdet vietkych tych grap Gy, pre jed-

‘RO%
notky ktorych plati e ge, . ,

Veta 7. Nech pologrupa S md vlasinost L. N ech e, je idempotent v S. Potom

pre kaZdy prook g, € u Gy ploti g, = eg,.
‘KO ,

Dékaz. Nech g, € G, eg0e;. Potom gy = e g, = Clrdr = €x.

Veta 8. Nech pologrupa 8 md viastnost L. Nech pre idempotenty e, ep plati
e0ex. Nech gy € Gy. Potom gge €6, o .

Dékaz. Najprv ukdzeme, ze guei€ U G, Nechgye €@, t. j- existuje také

. 6,09

prirodzené &islo m, e (gxe:)™ = e,. Potom plati
€ty = (gre;)"e; = (gre,)™ = e, (1)

Podla vety 3 nastiva aspoii jedna z moznosti ¢,ge,, ee,. V prvom pripade

G,C U G, v druhom pripade je vzhladom na (1) & = e,e; = e,, Size opit
€ 0¢; ‘

G, =G;Cu G, To znad, e pre gz €Gy plati gze, € UG,

e0e; . . €00
Nech gge, €@,, pritom epe;. Potom

Ire. = (e, = gre,. (2)

Pre isté prirodzené &islo m plati gk = eg. Pretoze gge, €@, plati pre isté
prirodzensé &islo n (gge,)* = e,. Dalej je vzhladom na (2)

€ = @Na..vs.a = gredré. ... Iedre;-

Pretoze a.@h.ﬁ = Jxe, Te8P. ¢(gze;) = gre;, vidime, %e mofno v poslednom
<%~.9Nm,60mndwb¢ vynechivat prvky e, (zadmajic prvym), takse po mn — 1
takychto krokoch dostineme ¢, — gi'e; = ege;. Ale exe, = ¢;, preto¥e sme
predpokladali eioex, teda ¢, = ¢;, So znadi, e g,e, € G,.

Veta 9. Nech pologrupa S md vlastnost L. N uind a postadujiica podmienka,
aby mnoZing R bola pravim idedlom pologrupy S je, aby pre isté e; € 8 platilo
N%C@Tf.x , T T ,

en ,
Dokaz. = o .
a) Nech R = U @,. Nech 9 €G,CR, g.€8. Treba ukdzat, Ze plati
&r@«a. o . %
99k €V G,. . ,. -
-0 2 i A :

Nech g9, €@, t. j- mﬁma&.o.amhmm prirodzens &islo m, %e (992" = e,; potom
plati ee, = ¢,(g,95)" = (9.9 = e, tiZe e,ge,. Tento vztah spolu so vzfahom
e,0¢; dava e,ge;, a teda @, Cu G, %o znadi, e gg, € U G,.

0% e
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b) Nech R je pravy idesl. Nech ¢, je jeho Iavé jednotka,. Potom plati ¢, € R
pre vietky e,, pre ktoré plati e, = e, t. J- e,0¢;. To vak vzhladom na vetu 6
znadf, ¥¢ R =y Q. ‘ .

e, 08;

Veta 10. Nech pologrupa 8 mé viastnost I, Nech e, € 8. Potom u G, je Lavym

0%
idedlom v 8.
Dékaz. Nech 9.€UG, g, €8. Treba ukdzat, Ze ggg, € U @,. Podla vety 3
&pnvum nﬁﬁw.m,
nastdva aspoil jedna z moznosti e,pe, ¢g@¢. V prvom pripade Plati podla
vety 8 gxg, = (gze) g, € G,C U G,. Vdruhom pripade nech g,g, € G, t.].

718 .
existuje také prirodzené ¢islo m, 2e (49,)" = ¢,. Potom exe, = egx(ggg,)" =
= (ggg.)"™ = e,, 8o znadi ¢,0¢x . Pretoze sme predpokladali €g0e;, je e,0¢,, e,0e;
a platf opit g9, € U @,
.08

Veta 11. Nech pologrupa 8 md viastnost .. Potom wam&% pravy idedd v 8 je
obojstranniim idedlom v §. ’

Dékaz. Tvrdenie vyplyva z viet 9 a 10.

Pozndmka. Pre lavé idedly neplati veta, analogickd k- vete 11.

Priklad: V pologrupe danej multiplikadnou tabulkou

“ o a, a
G| @ a a
& la a a
@ | a; a, a

5035&&@&50% hvnqolupso&z@ {as} Tavy idesl, ktory nie je pravym
idedlom. :

III

Obsahom tohto odseku je niekolko viet 0 homomorfizmoch., ‘
Veta 12, Nech, pologrupa S mdé wviastnost I, Nech 8 je ?5@53\3.@‘ obraz
pologrupy 8. Potom, aj-8 md.- viastnost L. o .
Dékaz. Nech H” je Giastoénd pologrupa pologrupy §8’. Potom H’_je homo
morfaym obrazom tiastodne;j pologrupy HcCS. Pologrupa H mj teda Tavd
jednotku e, . Nech obrazom prvku ey je ey;. Zrejme jeey Iavou jednotkou v H”
Veta 13, Nech pologrupa S mé vlastnost I, Nech egey. Potom zobrazenie:
Jx—>gxe; (oznalme ho ¥ ) je NSSQES\SQS zobrazenim grupy Gy do grupy @,.
Poznimka. Lahko sa zistl, Jo pfei = gf. ﬂ
Dékaz.Z vety 8 vyplyva #{9x €G;. Nech ¢, 9z € G¢. Potom R S
= xe)Ghe) = grelgie) = gulgie) = pigegy. 6 e e
Veta 14 Nech pologrupa S md vlastnost L. Nech 9:€G;, g €Gx, pricom,
€0¢x . Potom (gF, Ir) 9 = Grg;. ; v . .
Dékaz. 959r) g; = 9z&:) g = Ix(egs) = gug;.
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Veta 15. Nech pologrupa’ S md vlastnost L. Nech, zobrazenie I je automorfizmom
na kaZdej z grisp Gy . Nech pre véetky e, e, , pre ktoré ey, plati ¢El'g, —
= I'oFqx(gx € Gy). Potom zobrazenie T zachovdva vatah I(gyg:) = T'g, Iy, pre
vdetky i, k, pre ktoré e;pe, . ‘

Dékaz. Oznadme 7& automorfizmus grupy G dany zobrazenim I' Plat{
(pouzivame vetu 13)

L(ggg:) ”,Hamhm@wmv = I(pfgpg;) = Vi@ grg:) = Yi(®igg) vig: =
= Aﬁw Yedx) vig; = [(ygg) &l yig, = GSQNXE&..XBSV =
' = (Vg¥x) vilegs) = (Ye9x)y:9:) = N.QNH_S.
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O IIOJIVIPVIIIIAX, BCAKAH HYACTUUYHAA OJNYTPYIIA
KOTOPHIX UMEET JEBYIO EOnHNIY

BJIAHKA KOTUBUAPOBA

Bripogn

Iycts § nonyrpynna. Cramem, ato § YAOBJIETBOPACT YCJAOBHIO L, eCNHM BCAKAM TacTHy-
HaA DOMYrpymma momyrpynme S COAePHHT JeBYI0 emmHENy. Copepanmem HacToAmel
CTATBH ABJIAETCA W3yTeHMe E@Q%ﬁﬂ.uﬁowagwowEoEsw ycmosuio L. )

Oyers I(S) snawmr MHOKeCTBO HAEMOOTEHTOB Hoayrpynnsl §. OTHOmleHEe g B I(S)
YCTaHapIMBaeTCH caenylomum o6pasom: mua e, eg € I(S) umeer Mecro €igeg, ©CIIH CymecT-
BYeT TaKoil ueMent x € §, 9r0 €; = exe. -

Ioxassisaerca, aro HEOGXO/IAMEIM H IOCTATOUHAIM YCJIOBHeM 71A TOr0, 41065t Hoyrpymua §

'YROBIETBOPsNA Ye0BmO L, spmarca: 1. § MOMHO IHCATE KAK CYMMY HemepeceKaromumxcess

HEPHOMMIECKUX Ipynn § = U Gi; 2. J(S) ects wacTHunam HOJYyrpynna HOXYCpynuer
U YROBIIETBOpseT YCAOBHIO I, (reopema 3). -

B panemefimenm mux 0603naumM gepe3 G, Qw. -+ . I'pynnsr pazbmenms § =U G; B Teo-

peme 5, m ¢, eg, ... HX enunEntl, Ecomt ¢; € S, .,._.o U Gy sHagmy CYMMY BCeX IpymN, [Jig efd-
’ e p¢ .
HHAL, KOTOPHIX HMMeeT MeCTO egge;. £ " .

Hycrs § momyrpynna YAOBReTROpSIOMAN ‘yeaoBko L. Mda Toro, wrobsr Muomecrso R
6nuto mpaBrM Mreanom Hosyrpynasr S, HeoGxoaAMO B AOCTATOYHO, YTOGH Has HEKOTOpOro
e; € §'UMeno MecTo papercTBo R ‘= U Gt (reopema 9). — Besmii mpapsit HIeAN ABNAETCA
E o B e 00, :

OJTHOBPEMEHHO ABYCTODOHHEM B/leayioM, HO He BCAKHN JeBHi Muean ABYCTODOHHMI Kax

NIOKa3LIBaeT HPAMED B 3aMEYaRME K Teopeme 11
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Ilyers .8 noJyrpynna YROBersopaman yenosnw' L, Iycts eigey. ‘Torpa orobpancenne
8K —> gre; ?mowmmﬂs ero uepes ) aBnmerca roMoMopdmamon Tpynusr Gg n rpynny G;
(reopema 13). — Hanee (pXgr) g; — 8xg: (Teopema 14), ; i

Ilycre 8 noJyrpynme \§ YROBIETEOpmIOmedt yemosmo 7, oTobpaskenus I' — ABTOMOp¢uay
Ha Kamgod m3 rpymm Gg. IIycrs 9K Igg = ToEer(gn € Gg) nma Beex & eg, I KOTOprix
epex. Torpa I(grg:) — Lgglg; pas peex i, k, nna HOTOPRIX ‘egpeg., s ve - 7 o o iy o

-

ON THE mngQWOdwm. EVERY mdmeEHQWOQW
OF QMHOH.H HAS A LEFT QZHH ELEMENT

BLANKA KOLIBIAROVA

Let Sbea semigroup. We shal] say that S satisfies the condition 1, if every mcvmmammwo:ﬁ
of S has a left unit element, Thig paper deals with the Properties of semigroups satisfying
the condition I, LR

Let I(S) be the sot of idempotents of . The relation ¢ in 7 (S) is defined ag follows:
let ¢;, e € 1 (S), then eiger if and only if there exists an element € S'such that e =egx,

We quote ‘here some of the theorems Proved above,

Theorem 5, The Necessary and sufficient condition that § should satisfy the condition L
i8: 1. S can be written as g ¢lacg sum of disjoint torsion groups, § =y Gi; 2.1 (S) is a sub.-
Bemigroup of § ang satisfies the condition L. ’ .

" In what follows the symbols @;, Gk, ... mean always the &roups in the decomposition
S=y G; of the theorem 5, &is ex, ... are their unit elements, Let ;€ S, then the symbo]
U @x means the sum of all groups Gg with expe;. :
epoe, 2 ;

. ufoogg 9. Let Shea semigroup satisfying the condition L. Then g set B of elements
of S is & right idea) of S if and only if fop S0me ¢; £ = U G, —Tn theorem 11is proved
* ’ e 0e; & i :
that every right ideal of & i3 also a two-gided ideal of m. mca there are loft ideals which
are not two-sided ideals, o o ¥4 e 1

' Theorem" 13. Let S be a semigroup satisfying the condition L: Let eiger . The trans:
formation 9K —> gre; (denoted by ﬁ3 is a rogoao%?.m.s of the group Gy into the group
G;.— Then it holds (¢Fyx) 9¢ = gkg: (theorem 14). e e T R

Theorem 15. Iet S be a Semigroup mmw_.mm%_.:m the condition .z, Let the mapping " ig
the automorphism of évery group Gx..Let ﬁw.@h = Hﬂm@h@h €Gx) hold forall &, eg with
¢igeg . Then it holds Ngxgy) = QNH& forall 4, % for which e;pe; holds, chig ot

Ry

J:

182




