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O NEKTERYCH VLASTNOSTECH
HERMITOVSKYCH MATIC

MIROSLAV FIEDLER, Praha

Budeme se zabyvat jednak vztahy mezi znaménky prvké symetrické ma.-
tice a soufadnic téch vlastnich vektord matice, které piislusejf nejmensimu
(resp. nejvétsimu) vlastnimu Gislu, jednak vztahy mezi znaménky prvka
positivng definitni matice a stejnolehlych prvkd matice inversni, Véty jsou
viak formulovény a dokézdny pro obecndjii pripad hermitovskych matic. Ty
véty z teorie matic, jich# se k dikaziim uziva, najde &tensf na PE. v knize [1].

1. Ctvercovs komplexni matice 4 se nazyvé rozlozitelnd, existuje-li per-
mutace jejich f4dkt a zérovert sloupet, kterd ji previdi na tvar

4,0
B 4,
kde 4,, A, jsou &tvercové matice stupné alespoil jedna a 0 matice nulovi,

V opadném ptipads se 4 nazyvéa nerozlofitelns.
Prevédi-li n8jakd permutace radek a zdroveli sloupet matici 4 na tvar

4, o0 0 0.
By A, 000
LR R TR I P . ; . (1)
\Bu B ... 4, o
BiriaBrige- - .. @TZ;«LATTM
kde &tvercové matice htmmm? sy hrs. stupng’ alespoii jedna jsou nerozlo-

Zitelné, potom lze ukézat, se &islo J z4visi jen na matiei 4 samé a ne na vy-

“béru permutace. Toto &islo k nazveme stupném rozloZitelnosti matice. 4

a znadéime je r(4). . ) ; ; ) k r
Jsou-li dile 4 = (@), B = (by) Stvercové matice tého% stupng, potom

prvkovym soudinem obou matic, memnn%upp*.o B, nazveme matiei

e

40 B=(agy). . o .._.‘:_E

Je-li 4 = (a;;) komplexni matice, znaéime LAI..E”,@SOM

4. ”“G«.«.vw
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nebot 1 € .e

kde
%; = Re a,, je-li Re a; << 0,

Uy =0, je-li Rea; = 0; .

5 Y
jako obvykle znagime A4’ matiei S.mzm@odod\pnosv 4 matici komplexn¥ sdru-

Zenou, A* matiei transponovanou a komplexng sdrufenou k matici 4. Pro
¢tvercovou matici 4 koneén¥ znadime

Ad) = 2 | a; 22 (3)
1,j= .
st (4) = > a, (4)
i=1

(stopa matice). Jak znamo, pro reguldrn{ matici 7' plati

st (T1AT) = st (4). (5)
Ziejmé

QA) = st (44%). (6)

Odstavec zakon&ime dikazem dvou pomocenych vét, kterd budeme pozdsji
ﬁoﬁmmwoﬁ&.

Pomoend vita 1. Hermitovskd n-fddkovd matice* A md stupes; rozloZitelnosti
r(A4) = r prévé tehdy, md-li linedrnd soustava diagondlnich n-Fadkovyjch matic D,
které jsou s A zdgménné: . \

e - AD = D4, . _ (7)
dimensi r 4- 1. .

Dikaz. Viimnéme si pfedné, %e vztah (7) miZeme psat pro 4 = (a;;)

v ekvivalentnim tvaru

Gild; — d;) =0, (s i=12...,%) (8)
kde d;, d,, ...,d, jsou diagonsin{ Prvky matice D.
. Necht pfedng matice 4 je nerozlozitelns (t. j:r(4) = r = 0) anecht plati (7).
Oznadme I, mnofinu téch indexdi e — {L,2,...,n}, pro n& d =d,

¥

I, mnozinu zbylych indexd. Kdyby I, # @, potom by z (8) plynulo (I, = 6,

v

L ;=0 pro i€L, £0, jel, % g,
a ‘tedy matice A by byla rozlogitelns proti predpokladu. Odtud plyne I; = ¢

a pro.c=d, (£ je u.mmbo%oa& matice)

B oin D=cm. R (9)
‘Obrécens, matice tvaru (9) jsou zdménné s 4 pro kazdé ¢ a tvoi skutedns
linedrnd soustavu dimense 1. A : ..

*"Odmocnina z Q(4) se obvykle zna¥i N(4).
* Matice 4 je hermitovsks, plati-li 4 — A*,
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nezavislé, resp. zgvislé diagondlni matice. Mazeme proto Predpoklidat,
Ze 4 m4§ tvar (1). Pondvads tato matice bude opét hermitovsks, je pak

A4, 0 0
a4=[% 4 ... 0 (10)
0 0 ... 4,

D, 0 0
p=[? D0 (11)
0 0 . D,
kde diagonalni matice D, maji pro « = Looor+1 tyz stupeti jako 4.
Podminka (7) je pak ekvivalentn] tomu, Ze pro x = L ..., r+ 1 plati
AD, =D4,. (7')
Pongvads 4, jsou nerozlozitelnd, je podie (9)
: D, = ¢,E, (9)
Proo =1, ..., r + 1, kde E, jsou jednotkové matice tychz stupra jako 4.

Plati-li pro diagon4ln{ matici D obricens (11) a (9'), potom plati (77,
a tedy také (7). Avsak matice tvaru (11), spliujici (9'), tvor{ ztejmé linedrni

soustavu, kterd m4 dimensi » =+ 1 (basi tvoti na PE. matice, pro které je jedno-

z &isel ¢, rovno jedné a ostatni rovna nule), jak jsme mali dokdzat.
Pomocnd vita 2.3 Necht D je diagondlni n-fadkovd matice ¢ C requldrng
n-fddkovd matice (0bé s komplexnim; provky ). Potom plati

QCDC) = (D), (12)
a pfitom rovnost nastone pravé tehdy, je-I; ) v
CC*D = DCe+, o - (13)

Dikaz. Wmm@@oﬁ%&&&m nejprve; -je (= (c;) je matice trojtihelnikovy
{¢j = 0 pro { < 7). Potom i matice (1 = (v5) je trojthelnikovs, a plitom
Vii Hmw » takZe matice C1DC m4 v hlavn{ diagongle stejné prvky jako ma-

tice D. Odtud a ze (3) plyne ihned imv. Necht Vv (12) nastane rovnost. HuoeoE
jsou podle predchoziho Vv matici C1DC nediagon4in{ Prvky . rovny . nule,
a tedy celkem. C—p(Q — D, gili ety A s g

CD=Dpe. . | (14)

* Toto je odligng formulovans Schurova véta 'z préce [2].
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Tato rovnost znamend, jsou-li d,, ..., d, diagondlni prvky matice D, ze
plati jako v (&) proi,j=1,2 . 3

c(d; — d;) = 0,
tedy také
M@.A&,. - &\.v =0
¢ili
CD = D¢
& pro matice transponovand . .
. DC* = O*D, (15)
Potom viak podle (15) a (14) je

CC*D = CDC* — Do+
a plati (13).
Plati-li obricens (13), pak vzhledem k (6) a (5) je

UCTDC) = st (CADCC*D*C*1) — ¢ (CACC*D D01y
= 5t (C*DD*0*1) = st (DD*) — ()

av .A 12) nastane rovnost,
Necht nyni ¢ nent trojihelnikové. Potom matice CO* je hermitovsks
Positivné definitni a existuje trojithelnikovs reguldrni matice 7' tak, Ze

TT* = Co+, (16)
AvSak odtud podle (6) a (5)

ACDC) = st (CADOC*D*C*1) — g (DCC*D*C*10-1y
= st (DT'T*D*T*-T 1) _. g (TDTT*D*T-1) — (r-1pr) > Q(D)

podle predchoziho odstavce. Zde nastane rovnost pravé tehdy , je-li 77*D —
= DTT*, t. j. podle (16), platf-li (13). Tim je pomocns véta 2 dokizana,
2. V tomto odstavei dokdZeme slibené véty o,rmnE#oﬁW%or maticich.
Véta 1. Budi¥ 4 hermitovskd matice. Nechy jeji nejmendt viastni &sior je
8-ndsobné a necht muy odpovidd alespots jeden kladng® vlastni vektor. Potom
plati o . ,
_ rd)ss—1. . (17)

* Ditkaz. Necht « je uvedens nejmensf vlastni &islo n-¥4dkove hermitovské
matice 4 = (2;) a necht pro y' — (%15 -- ., y,) plati

Y>>0, (=1, ..., 0 (8

Ay = ay. . (19)
_— .
1 Vlastn{ ¥isla, hermitovaké matice jsou vesmds realnd,
5T, j. o vesmss kladnych (a tedy relnych) soufadnicich,
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Oznaéime-li r(d_) =r, existuje podle (1), resp. (10) rozklad mnoziny in-
&@NbNHﬁum“..;i :
) ~H-+~m+...+~‘t
I, =4, I.nI; =0 pro « #Fhx, f=1, <+ 7+ 1) takovy, e
Rea,; = 0 pro s.mht.u.o Iy, x 5 8. (20)

Oznaéme jests o, Yooyt vektory, pro ngs ¥ = (y}, y3, ..., ¥r). kde

@W =¥ pro T € Nn:
Yi =0 pro jeI,,
D.‘”~u...uﬁ+_—. ’
Matice B = (by) = A — xE, kde je jednotkova matice n-tého stupng, je
positivné semidefinitni: pro kazdou soustavy komplexnich é&isel Ty, Ty, ..., @
je

n

2 byxd, =0, . (a1

a ptitom rovnost nastane Pravé tehdy, lexi-li vektor = o soufadnicich
Zi5 -. ., ®, Ve vhodném linedrnim prostoru L dimense s (« je s-ndsobné vlastni
éislo).
Podle (19) plati
:W byy; =0 pro €1,

tedy také (po nisobeni Y a seften{ pro 5 € 1)

r+1

0 ”‘M @&.m\&\\. = M @&.Sm\\ + M M @&.,SS.. (22)
i€l . sLmNR p=1 s.m~n
jer B#a je 1g

Aviak viechny reslné d4isti séitancti v (22) jsou nezéporné:

2 byyy; = O, byyryr = 0 (23)
hier i,jer .
podle (21), pro « = B ‘ ~
Re 2 b4.4; = 3 Re b59:9; = 2. Re ayy,y, > 0 (24)
tel, i€r, iel
jelp jely ZNM

podle (20) a (18). Odtud plyne, e v (23) nastane rovnost, takse
y*€ L.

To plati pro o = 1, . . wr+ 1Lt j.v L existuje r 4- 1 linedrné :ﬁmﬁ.&w&v
vektorfi, odkud

s=r 41,
Plati tedy (17) a v&ta je dokazana,.
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Poznimka 1. 7 této véty aplikované ng matici —4 dostdvéme (pro 4,
Qom:oﬁ.ﬁo: analogicky)

rd) <t —1, ,
jestlize hermitovsk4 matice 4 m4 t-nisobné nejvétdi vlastni gislo, jemuy
odpovidé alespoti jeden kladny vlastni vektor.
Poznimka 2. 2 (24) a (22) plyne vzhledem k (23), Ze pro i e 1., j€ 1,
x 7% B plati Re %; = 0. Odtud, je-li Re 4 redlnd ¢ast matice 4, za predpo-
kladi 2 véty ]
. : r(Re 4) = r(4_).

Z véty 1 plyne snadno obecnéjsi véta 1’
V&ta 1. Budis 4 — (@) hermitovskd matice. Necht jejl mejmendi vigstns

¢islo je s-ndisobné g necht mu odpovid vlastng vektor y, ' — (%15 ., 9,), jeho.
vdechny soutadnice js0u riizné od nuly. Potom plat
N.Awl.v M § — mu

kde matice B = (a56:¢;), & = mw./“ .

Dikaz plyne odtud, %e matice B mé stejnd vlastnj tisla jako matice 4
a plitom nejmensimu vilasthimu &fsly odpovid4 kladny vektor 2, »* —
=(sl-.. |y

Véta 2. Necht 4 je hermitovskd positivné definitivni matice, 1(4) = r. Potom,
matice A O A4’ je opét hermitovskd positivné definitn, jeji nejmensi wlastnd
Cislo 1 je r - L-ndsobné a odpovidd my kladngj viastni veltor LI =(4, .. . 1),
" Dikaz, Necht 4 — (@) je stupng . Oznadme %; prvky matice A1 takie
At = (). Matice 4 je hermitovsks positivng definitni, takse existuje regu-
14rni matice ¢ tak, e

- Co*, (25)

Matice P = 4 0 4'—1 — (py;) je Nm&.Em hermitovsks, Jeliz = (g, Zys ovny @)
libovolny tddkovy vektor, pritadme ‘mu diagonaln{ matic; .

20 ...0
X — 0 z,...0.
00 ... 2

Potom plati podle Pomocné véty 2 a vztahg (6) a (5)

Pt — 2 Py = i, = st (XAX A1) —
1 g i, 7 . »

= %, j=1

= 8t (XCO*X*C#-101) — g (CHXCC*xr0%1y —
=QCIXO) 2 QX) = 5 | 4, = g,

=1
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tedy (B je n-fédkovs jednotkovs, Inatice)
(P — E) 2* > ¢, (26)

Zde nastane rovnost podle.(13) a (25) prave tehdy, je-li

AX = X4, (27) -

Podle pomocné véty 1 existuje viak Pravé r 4 l-rozmérng linedrnf soustava,
diagondlnich matic X, vyhovujicich (27). Odtud Plyne, vzhledem k isomor-
fismu diagondlnich matic X a vektort z, e existuje ¢ - l-rozmérny linedrn{
prostor vektort z, pro nés v (26) nastane rovnost. Cislo 1 je tedy nejmensi

’ .

vlastni &islo matice P =4 O A, kters Je proto positivng definitni; toto
vlastni ¢islo je r + I-ndsobné a odpovidi mu kladny vlastni vektor j pro
I=(,1, ..., 1) [pfislusnd matice X le jednotkovy a vyhovuje (27)]. Tim
je véta 2 dokézina. ,
(4O A4 mg stejny stupess rozlofitelnosti jako matice A.

Dikaz. Necht r(d) = r. Podle Véty 2 mi hermitovsks matice 4 O 4’1
7 + 1-ndsobné nejmensi vlastni ¢islo 1, jemus odpovidd (je r = 0) kladny
vlastni vektor. Podle véty 1 plati

r(Ao4™) 1<y, - (28)

Je-li viak prvek na mists v E@E.& 4 roven nule, je také prvek na tomto

misté v matici (4 O 4")_ roven nule, Tedy :

r[(A0 A1) >, : (29)

Z (28) a (29) plyne tvrzeni véty.,

Poznimka. Je zejmé, e matice 4 2 (4 O 4')_ majf nejen stejny stupei
rozloZitelnosti, ale i stejnou strukfuru rozlozitelnosti, +. j. skupiny ¥idek a z4-
roveil slouped, jimg odpovidaji maxim4alni nerozloZitelné , hlavni podmatice.

Z véty 3 lze odvodit mmm.w mmumrw&wﬁ“ zajimavych zejména, pro pripad redlnych

matie. L :

Disledek 1. Je-i; hermitovskd. positivne de mitnt matice A nerozloitelnd, je
¢ matice (4 G A7) nerozloZitelnd. e : T e ey e s -

Poznidmka,. Je.j specidlng 4 redlnd, Ize tento disledek formulovat také
takto: mnozina Jf 4 béch dvojic indext (4, §), pro né% jsou prvky matice 4
a inversni matice 41 na miste i, 7 nenulové a opadnych znamének, je sou-
visld v tom smyslu, so 7 ‘ka%dého indexu (u 4 stupng n) 1,2,.. ., nse fetézem
ples tyto dvojice dostaneme do kaZdého ‘jiného indexu; je-li § = 7, existuje
k=zlaq, .., i, tak, fe (4, 4,), (1 1), (3,, Bg) « .o, (6, 9) jsou dvojice z M.
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Disledek 2. Plosi-1; pro n-fidkovou hermitovskoy positiond definitni matici

v

A = (a;;) 8 inversni matici A4 = (%), %e
Re (@50) 2 0 pro i = Lt j=1,.. . n, (30)

potom A je diagondlni,
Dikaz. Z (30) totiz Plyne, %e matice (40 41)_je diagonglni, ¢. j. ma

.mn:@mm rozloZitelnosti n — 1. Podle véty 3 plati tedy totés pro 4.
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O HEKOTOPHKIX CBOACTBAX IPMUTOBRLIX MATPUIL
' . MuHPOCJAB ODUIOIEP .

Beipogu

Hasosem cremenio Pasnoxmmoctn r(A) spmmrosoii MatpEnE A wucio T, €CJIM NOCTe He-
ROTOpOif mepecranoskm CTPOK ¥ cTon6noB Matpama A Oyner npamoii cymmoir r + 1 mepaaso-
MHMBIX  MaTpHL. Hanee, nna ABYX Marpuy A — (aij), B = (bij) Toro ke nopAnka
OupefiensieTca X smeMenTOBOE TIPOU3BeNienTe Kak MaTpa AQ B — {aibij). Tas wommmexc-
HOH MaTpmmm A4 o6osnauaerca uepes 4. matpana (u5) ¢ anemenramm %i; = Re a;; nan
Re ai; < 0, 2 = 0 nna Re ai; = 0.

hcxmmzwmsanm CHOAYIOmEe TeopeMEi: v

1. Ecax maa 3PMHETOBO Martpunm 4 cymecrsyer IIOJI0KATENBHEL coGcrBennbrit BEKTOD,
COOTBETCTBYOmuit RaliMeRkmemy COGCTBeHHOMY 3HAwenmIo KpaTHOCTH 8, TO

rA-) < s —1.

2. Iycrs 4 TOJI0MKATENEHO OLpefie/leHHAasA 5PMUTOBA Marpung, r(A4) = r. Toraa wucio 1
— HaiMeHbIIce co6cTBeRHOe 3HAweHEE Matpamu A O A’-1; ero KpaTHOCTs — r - 1 1 coor-
BeTCTBYIOIMMHE cO6CTBeRmbIIf BERTOp — /, " = (1, 1, ..., 1).

3. Mnn monommrensio onpenenennoit spMaETOBOM MATpUIH A HMeeT MecTo paBeHCTEO

T[4 0 A1) ] = r4).

ON SOME PROPERTIES OF HERMITIAN MATRICES
‘ | MIROSLAV FIEDLER A
w Summary
We say that p.,mmsaag matrix 4 is decomposable of %%8 7, written r(d) = »

if, by permutation of the rows and ‘columing, 4 becomes a ‘direct sum of ¥ + 1 inde-
composable -matrices, Further, two matrices 4 — (aij), B = (bis) being of the same
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order, we define erc:. element-product as the matrix4.Q B = (@izhes). M:E:%. ifd = Aai
is & complex matrix, we denote _o%\m the matrix (ui) with uy; = Re aij for Re a5 < 0,
u;; = 0 for Re aj = 0.

The mo:odﬁzm theorems are proved: . ' .

1. If 4 is Hermitian and Af there exists a positive m-@m=<moao~. oowuamw.obagm b0 the
least mﬁmzﬁtsc 45&: BESEES% 8, then T

4 )<s 1.
2. If 4 is wcm_n:\m &mmz_nm H.H@EES@F r(d) =, then 1 is erm Esme mﬁm:ﬂp?m of
A4 O A1 its EEEES:.Q is" 7 + 1 m_bm a oos.mmﬁosm_bm positive eigenvector ig 75

=(,1,...,1). ‘ :
3. If 4 is positive mmmz_n@ H.nggwmdu ormz

;E 0.4 -
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