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O PRVOCISELNYCH MRIZOVYCH BODECH
NA qumSmmnw»om

SHHOM Ht»zmw% Prahs

Necht P je mnoZina viech prvodisel, C' mnogina viech celych, R mnoZina
vSech redlnych &isel. Kazdy prvek kartézského soudinu ¢ x ¢ nazyvime

My

miiZovym bodem, kazdy prvek mnoZiny P x C, resp. C x P nazyvame zleva,
resp. zprava prvodiselnym miiZovym bodem. H.H.im% mnoZiny P X P na-
zyvame prosté wn<o.mmmm5%5~ Emmmodﬁb body.

Z teorie- diofantickych rovnic je zndmo (viz na pt. [1], str. 130 nebo [2];
str. 88), Ze existuji neomezené reguldrni kuzelosetky, na nich# le#{ nekonedns

vev

mnoho BENOJSF bodi. H_mwoqoz kuzelosetkou je na pt. ?:95 3%9&05
Co y? —da? =1,
kde d > 0 neni dtvercem o&mwo Sm_p. h
Snadno w%oro:p m&@km& Ye tato W%ﬁmg&m ‘prochdzi <mm._m jen Wobmmuu&p

vy

pottem zleva m.gogm&:%ow mifZovych bodd.l Je 8&% na, mists otdzka, zda

‘a které WcNmmemW% obsahuji nekone&nd mnoho zleva, resp. zprava wgomummﬂ-

viv

nych m¥iZovych bodi. Qmmaomdoz odpovédi na tuto otdzku je véta, 59.0: nyni
zformulujeme.

Véta. Necht r je raciondini &islo; existuje-li requldrni kuzelosetka, kterd pro-
chdzi bodem (0; 1) a o@maw\ém nekonelny pobet zleva prvobiselngjch mfiEovijch boda,
pak je to parabola, jejif osa je rovnobé¥nd s osou y.

Dtive neZ piistoupime k &mEobaﬁ.Egﬁ m&nﬁz této 43%“ c&ﬁx&ubm celkem
samoziejmou pomocnou vétu:

Pomocna véta, Necht nCC X C je funkce, pro ni¥ plati v R X R vztah .

lim#g(z) =m €R. -
Z>+ o

Pak

a) je m €C, e

b) existuje takové Eislo n € O, Ze pro vechna x vét¥i nef n z definiéniho oboru
}S&Sm 7 %S& ’

. oo () =m.

»chugaoaaos_m&noﬁ<§¢ngvo QEBQF smeﬁ.sma Hawag%gmgo%oa
véty, Wem—.os v daldim doka¥eme. Viz m.ﬂ&ommw 3. : oo
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Dikaz. Ke kazdému & > 0 existuje podle predpokladu ptirozené &islo n,
takZe pro viechna x v&tsi ne% n a soudasné z definiéniho oboru funkee 7 plati

[n(x) —m | <e  meR. (1)

Oznaéme symbolem d(m, C) vzdélenost m od C. Je-li mnon € C, pak je
O(m, (') > 0; zvolime-li & < §(m, C'), pak ze vztahu (1) plyne, 7e plati

[ n(z) — m | < é(m, 0),

kde 7(x) € C, co% je spor. Tim je dokazéna prvé &ast tvrzent.
Polozime-li ¢ < 1, pak ze vztahu (1) obdriime
[g(x) —m | < 1,
kde 5{x) € C, m € C. Odtud plyne (z) = m, c. b. d.

Prejdeme nyni k dikazu vlastni véty:

Dikaz. Necht u C P x C jenekoneéns mnozina zleva prvodiselnych m¥iZo-
vych bodl; necht pro viechny uspofddané dvojice (, y) € u plati vztah

au®® + 20052y + 2 a33% + GaY? + 25y + gy = 0, (2)
kde prvky symetrické matice ||a, || jsou komplexni &sla a determinant
A = |a; | je rizny od nuly.

Protoze u obsahuje alespoii p&t riznych bodd a plati 4 C € x €, da se
na zdkladé divah z linedrni algebry snadno odvodit, e prvky matice ag ]
jsou v poméru celotiselnych determinantii; mézeme tedy vynasobenim vhod-
nym faktorem dosséhnout toho, aby koeficienty v rovnici (2) byly celymi &isly.
V dalsim budeme piedpoklédat, Ze tato tprava ji¥ byla provedena.

Prochézi-li kuzelose¢ka (2) bodem (0; 7). pak r je racionalnim kofenem poly-
nomu , .

DY) = any® + 25y + ag;

oznadime-li Ay, = ana, — ady, pak Y —A4, je celé &islo.
" "Ztejmé plati pro viechny dvojice(z, ¥) € u vztah

s QNN,.‘AM&ER + 201,y + 2a,3) + ;
+ (any + anu.. = _\|kmzv @y + ay + «\I.hzv =0 (3)

a tedy 2 | (@ny + a5y — «\.,IKAEV < (@Y + Gy + <l\m5?
ProtoZe je x € P, plyne ze znidmych vlastnosti délitelnosti, Ze plati bud

. z _Q@&\ + a5 + _\|xm=n 4)
nebo ,

x _nﬁm.q\ + Qg — d\ln\mﬁ. ) (5)

Oznaéme symbolem X, mnoZinu viech &isel z, kterd se vyskytuji na prvnich
mistech dvojic (z, y) € u, symbolem Y, mnoZinu viech &isel y, kters se vy-
skytuji na drubych mistech dvojic (x, y) € x. MnoZina p je nekoneéns. Kdyby
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mno¥ina X, byla konetnd, pak Y, by byla nekoneéna a m.ﬁmgﬁw_o by
takové &islo z € X, Ze pro nekoneéné mnoho y €Y, by platilo (=, S<m s
to oviem omwow.ﬁ.m piedpokladu ‘A = 0. Mnozina X, je tedy nekonedna.
V dalgim nyni dokdzeme, Ze plati ay = a3, = 0. _

1. Necht je a,, + 0: pak pro vSechny dvojice (z, y) € p plati bud

—

— Uy — gy + V—Aga? + 242 — Ay (6)
y= 25 ’
nebo
— 0y — Qog — il\»uu x4 24,7 — 4y ) (7)
y= Qg

V téchto vzoreich znadi A, dopliiky determinantu 4. .
Definujeme nyni mnoziny X%, «, x = 1, 2 témito predpisy:

">

=]
-

XY je mnozina viech z, kde (z, y) vyhovuje vztahim

(4)

X!? je mnoiina viech z, kde (z, y) vyhovuje vztahtm (4)
(5)

)

Ot
p o® o ®
2

X% je mnoZina viech z, kde (x, y) vyhovuje vztahiim

X2 je mno¥ina viech z, kde (z, y) vyhovuje vztahim

S
[54

Zavedeme-li ¢#, 8*, , x = I, 2 takto:

Pet=(3 1) neen=(5 2a)

mézeme dile definovat funkce *CCXC, 1, # ='1,2 s piisluinymi defini¢-
nimi obory X% funké&nim pfedpisem

PR 30 +en V=4, + 8  —Agyx® + 24,32 — Ay u
7 (x) = p

2 =12

Ze tyto funkce jsou celodfselné, odvodime snadno, dosadime-li ze vzorci (6)
nebo (7) do vztahid (4) a (5). . . 3 NS.\
Protoze plati X, = X u X2 u X% U X7, je alespoii jedna z mnoZin X3
nekonedné. Tuto mnozinu, kterd je shora, resp. zdola neomezend, oznacme
dvojici indexil ¢, %. ;
Pak zfejmé plati vztah
lim 7% () = —ay, + 0% Y —Au;

Z—+©

resp. lim e (@) = —ay0 — 30 |~
] .
:Podle pomocné véty existuje &islo n € C, takie pro viechna x > n, resp..
x < —n, x€ X2 plati

noa(a) = —ay + 090 | —Ag,
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Tesp.. .
dpaxaAHv = —a;, — Stota _\.HKA'A
ProtoZe tento vztah plati

pro vice nez dvé z, dostanem jednoduchy
algebraickych vpravach P Pinecntgioh

ApAg, — A2, = 0-
‘protoZe viak plati nees L

Und = 4,45 — A}
Plyne odtud 4 = 0, coz je spor.
II. Necht ayn = 0, ay, = 0; pak pro vSechny body (z, y) € u Am eventudlni

<%._E:w0: téch bodd, pro nés je z = — @‘v plati
Ay

13>

oyt twgafa, P
2Aa,r + ay,) S g s et (8]

=§
I

W emm aon of g,
Oznadéme Ne HN A .,l‘ﬂl swv Nm vaztahu va E%:o Ze m:o 4%&5@ r€X,

5

plati

o . z ~ waﬁw\ + auu | o . (9)

U.ommmmgm-: zZ va mo va mow@&onﬁ k Nmsmﬁ: Ze je moZno m::WoEE wumm-

pisem

O Ay + Ogpllgy — mazanu
1o -+ oy

n(z) =
@wmzwmen,cmmo&mmgoz funkei € € x°C, u.mu.mEm,%mim:mB. @GE.@B _.m..Ebo-

Hunogam mnozina N . je-nekonednd, je shora, resp. zdola neomezens a plati

lim 5(3) — — %

T4 227

Hvo&ovogoozmﬁw@ mx_mn=_m§mQo&wgﬁwo{mmcrngw Sl,.amw.&AlQ@.
&mNEE@S R S B
@iy

LTI o P

Huao.eowm tento vztah plati pro vice ne% jedno z, dostaneme vc.muwmzuw,or.pmma..
braickych tpravich u O

R i : g W
.. 4= a_maﬁ = 2019013055 + a3, =0,
‘co%Z je spor. :

Eum-mas azlo Ew\m _.la aN.N_i
w.wgmwow_mmskAOH
Wy 0, ay; == 0.+ ;oA > : u_m......:. S LIET ..;.uT. hw.u.xﬂm

‘

2 Zéroven je odtud patrno, %e V' — Y -
) u jo celé ?@SozﬁE ¢islo, a ted: ¥ %
nemiZe byt eliptického typu.- ? V & tedy kuZelosetka
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Pro viechna (z, y) € u plati tedy podle (2)
1
20,5

Yy=— (@n®? + 2a,7 + ay).

1y

Jak je zndmo z analytické geometrie, jde o rovnici paraboly, jejiz osa je

rovnobéini s osou .

Ay Gy Qg
)

2y Ay’ 20

Tento pfipad muzZe zfejmé nastat na pi. tehdy, jsou-li

gisla. Tim je dikaz véty proveden.

Disledek 1. Nechf r je raciondlnt Eislo; existuje-li requldrni kuZelosebka, kterd
prochdzt bodem (r; 0) a-obsahuje nekoneénij polet:zprava prooéiselnijch m#{fo-
vych bodd, pak je to parabola, jeji& osa je rovnobéind s osou x.

Disledek 2. Neexistuje reguldrni kuZeloseCka, kterd protind soufadnicové osy
v raciondlnich bodech a obsahuje nekonetny podet prvotiselngch mFiZovych bodd.

Dasledek 3. Neexistuje hyperbola, kterd protind asport jednu soufadnicovou
osu v 32@3&§§ g&a a %SNER 3&83%3\ %oa& %ESS%?Q% Ss.\s\mee.@g
bodis. ., ,

Dissledek 4. Pellova E\%m&&@ y:— da? = ~ %&SS& .~8§§@ %on& Zeva
prvobiselnijch miifovijch bodi. ,

Diisledek 5. Necht (z,, y,) je m#iZovy ve& Nu&ee@ \@.Sum&o@ 8 S&qu&?s
kladnym x,. Pak v %c&oﬁge&s 8@% Sm& {1, 2y, ... }, uréengich vatahem

k= _wl o o S
o b . ? \& vmai S regk—1
- d,\m. 2k + H ol Yo.

EYTRTEL ¥—0 it

bn\

je pouze koneénij %oa& %38&& .
 Dtkazy disledkt 1—4 jsou oo::mbo UE@& mzmrw&wc 5 vJB@ oW@Es_ao
z dusledku 4, uvdzime-li, Ze viechny mfiZové body (z; y) Pellovy hyperboly
jsou E.mmd% vztahem ) o o )
YR = (e ¥zl A

ASN _”wu str, 88).

Poznimka. Vata je zdroveini feSenim Eogw weonoz m:.om. mmmwﬁ Eo&oam
doc. dr. K. Cerny. Jde o dikaz tohoto tvrzeni:

Nabyva-li Wd@&.@ﬁoﬁ% trojélen ax® + bz +cs celodiselnymi koeficienty
pro viechna, cels, z hodnot, které j jsou tverei o& ch ‘%isel, pak je tento trojdlen
dvojmoci linedrntho polynomu. My jsme .vlastné dokdzali vice: stadi totiZ,
aby trojélen nabyval &tvercovych romboe v bodé 0 a pro nekoneéné mnoho
prvodisel.

Jak mne upozornil akademik wg?s _Schwarz, nelze oviem vétu dokdza-
nou v této prici obratit v tom mE%mE 7e by. kazdé parabola prochizejici
bodem (0; 7), jeji% osa je rovnobéiné s osou y, obsahovala nutné nekoneéng

mnoho zleva prvoé&iselnych miizovych bodi. Jako piiklad slouzi parabola
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¥y =3%(—1+ 222), kterd prochazi bodem (0; —3%) a neobsahuje Zadny
mifzovy bod.
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O MPOCTRIX IEJBIX TOYKAX,
AEMRAMUX HA KPUBBIX [I-I0 IMOPAKA

MHJIOW JJAHCKH
w_._moh:

H3 reopuu ypasHenuii Auodanra n3gecrno, uro B AeiicrBETENLHON EBKIIHI0BOM ILIOCKOCTIC
VYMECTBYIOT perysispHsle kpussie I1-ro NOPAAKA, NPOXORPAMHUC depes GecKROHEUHOS MHO—
AKECTBO LEINX TOYeK.

pusepon rawoit swaim CAYHKUT runepbosa  Mennsn

Y? — da? =1,

Tie d — nedtoe noNoKETENLHOE, He ABIAIOMEECH KBAAPATOM Iesoro ynciaa. C Apyroi cro-
POHL e TPYJHO HOKa3ars, 470 3Ta LHmepGona COJIEPIKUT TONBKO KOHEYHOE WHCIO TAKKX
HCALIX TOUCK, NCPBAA KOOPARHATA KOTOPALX HPOCTA. ABTOp BBOJMT MOHATHC CireBa (cnpasa)
TPOCTOH Hetoil TOUKH, KAk Hemoil TOUKK nepeas (BTopas) roopamHaTa KOTOpOit npocTa.
ABTop norom gopmymanpyer caieftyiomyso npoSaemy: Kaxoro poxa kpustic I1-ro AOpPAIKA.
BOOGIE MOTYT CORCPHATE GeCKORETHOR KOIMYECTRO TOYEK BBEJXEHOTO THNA. )
Omipasce Ha JeMMy 0 mpepede MeoYnCHERHO dyuxumy, HROKA3HIBAETCHA TeopeMa:
Teopema. Iycmy r N_Sszc.zs:.;% wucao; ecau cywecmasyem peeyaapuas kpusas I1-20 no-
Padka, npoxodiuan wepes mouxy (0, 7) U codepmcamyas Geckoreunoe Kko.alnecmso éaesa npocmeir
YEABIT IMOYER, NOMOM 5o 0633amesvio napaboaa, oco KOmopoii naparieasha ocu y.
9ra Teopema HMedT pAx MHTCPECHHIX CIEACTBHI, HANP. TAKOe CIeJCTBHE, 9TO He cyiecT-
ByCT perynnpHas Kpmeam Il-ro nopajwa, nepecexamouas KOODAHHATHEE . OCH B - PAIiHO-
HAJALREIX TOUKAX H COREPARAMA GeCKOHETHO KOHIECTRO COBMECTHO CJIeBA H CTIPABA MPOCTHIX
LeNBIX TOYeK: o7 o sl R o o

OZ HVW.HEH LATTICE POINTS LYING ON T

E CONICS
MILOS LANSKY -

Summary

It m.m, well .Wboﬂ& wnm.E erm theory of &.o%mmuwﬁa mo_.ﬂ.m.ﬁomm &5# there exist in the real

euclidean plane Tegular conics-containing an infinite number of lattice points.
‘Take for an examplé the so called Pelle’s hyperbols ' i

m\m Il&ﬁu =1,
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where d > 0 is not the quadrate of a whole number. On the other H.Ssm we could easily
prove, that such a hyperbola contains only a finite number of lattice points whose first
coordinates are prime. o .
The author introduces the térm of the left resp. right prime lattice point like a %01_3,
whose first resp. second coérdinate is prime and formulates the problem of finding all
conics which have an infinite number of such points in general. .
On the base of a lemuma about the limit of a function, the values of which can be

-only integers, he proves the folowing theorem.

Theorem. Let r be a rational number: if there ewists a regular conic containing h.ba
point (0; ) and an infinite number of left prime lattice potnts, then it is a parabola with

the axis paralell to y. , ) . )
This theorem implies a series of interesting corrolaries, such as: There exist no regular

conics intersecting the codrdinate axis in rational points and containing an infinite
number of (bilateral) prime lattice points.
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