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CENTRUM NEKONECNE DISTRIBUTIVNYCH SVAZOV

_ JAN JAKUBIK
Katedra matematiky & deskriptivnej geometrie Vysokej skoly technickej v Kogiciach

Nech 8 je sviiz s neprazdnym centrom C. Je znéme, Ze C je podsviz sviizu §
(pozri [1], kap. II, veta 9). Plat{ teda:

;€ C, s.“f....gs”VDﬁ.mQ (1)
a dudlne.

Naskytuje sa otdzka, &i sa implikécia (1) d4 roz$irit na nekonetne mnoho
prvkov centra. Podrobnejiie povedané: treba vySetrif, & pre svizy plati
tvrdenie: :

(A) Nech {x} je podmmo¥ina centra C svizu 8, nech vo svize 8 existugii proky
@= Nz, b=y ag. Poom a,be(. , S

Ak pre sviz § plati tvrdenie (A), hovorime, 7e centrum ¢ je tplnym pod-
svizom vo svize 'S (pritom C nemusi byt dplny sviiz, ak sviz S nie je tplny).

Cielom tejto pozndmky je vySetrit Platnost tvrdenia (A) pre vieobecné
svézy a pre nekonedne distributivne svézy. Ako désledok dostaneme vetu,
tykajiicu sa rozkladu nekoneéne distributivneho SVdzu na priamy sadin.

Veta 1. Centrym nekoneéne distributivneho iplného svizu 8 je dplngm pod- -

svdzom vo svize S. . . .

Dékaz. Nech {x} je neprizdna podmnosina centra ¢ nekoeneéne distribu-
tivneho dpiného svizu S. Oznadéme n «; =@, U z/ = b.! Nech 0, resp. 1
je najmensf, resp. najvidsi prvok v S. Plati Uzl =1,z < b, teda
z,Ub=1 Z nekoneénej distributivnosti dostévame .

aVUb=(nz)ub=— N(z,ub) = 1.

Dudlnym postupom sa doksge o Nb=10.Teda a,b st prvky centra svizu §
(pozri [1], kap. V § 5).2

L Ak z €8, oznatujeme znakom ' komplement prvku z vo sviize § (ak existuje).
Prvok centra mé4 zrejme jediny komplement.

? M. Kolibiar mi ozndmil, Ze sa, veta 1 dé zovieobecnit na relativne Uplné nekonedne
distributivne svizy (bez prvkov 0, 1), priSom namiesto centra C uvaZujeme o mno¥ine
C* C S s touto vlastnostou: z € 0* vtedy a len vtedy, ked zo vztahu z € (a, b> C S
vyplyva, Ze prvok = ma v intervale {a, b) u&m&g%.wﬁwgﬁmgm:a. Doékaz zovieobecnenej
vety by sa vykonal na ziklade vysledkov préce [4].
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Priklad 1. Nech S je mno%ina vietkych funkeif s oborom definicie
J = (0,15, ktoré nadobidaji len hodnoty 0, 1. Nech je mnoZina § obvyklym
spdsobom &astotne usporiadand (f < g, ak pre kazdé z € J f(z) < 9(z)); zrejme
je 8 distributivny sviz. Ak f, g € S a ak nerovnost /(z) = g(z) plati najviac
v kone&nom podte bodov z € J , pifeme f ~ g. Nech folf1) je najmensf (najvadsi
prvok v S. Nech 8, je podmnozina mnoziny S, ktord obsahuje len funkeie:

L fo, 2. 1, 3. f,, fox) = 0 pre z € <0, %), f(x) = lprez € (3, 13, 4. vietky
funkecie f € S, pre ktoré plati f ~ f;, pridom 4 je rovné niektorému
z &isel 0, 1, 2. Lahko sa zistf, %e 8, je podsviizom sviizu §; teda 8, je distribu-
tivny sviz. ¢ S

Nech 8, je mnozina vetkych prvkov € 8,, pre ktoré plati f ~ for 1 <{fs.
Kazdy z prvkov f€ S, ma komplement v 8, teda patri do centra ¢ svizu 8.
Plati U f(f€ 8,) = f,. Prvok f, viak nemi vo svize S, komplement, teda
nepatri do centra C. Z toho vyplyva: .

Veta 2. Distributivne svizy vo véeobecnosti nespliujic tordenie (A).

Poznémka. Nenagiel som priklad tplného distributivneho svizu, ktory
by nespliioval tvrdenie (A). .

Priklad 2. Nech S je mnoina vietkych funkeif, definovanych na intervale
J =<0, 1), nadobtidajicich len hodnoty 0,1, 2, s obvyklym iastosnym
usporiadanim. § je uplny sviiz ; svizové opericie na S oznadime (pre {f} cS)A f;,
V \. Ak a,b €8 a ak nerovnost a(x) == b(x) plati najviac v kone¢nom potte
bodov z €J; pritom v tychto bodoch je a(z) € {0, 2}, b(x) € {0, 2}, potom
piSeme a ~ b. Nech f,(f,) je najmensf (najvidés) prvok v S,

Nech S, je podmnozina, mnoZziny 8, obsahujtca Fs.ﬁoao funkeie : v

1. vSetky funkcie z mnoziny S, nadobudajice len wombo&w 0, 2 (mnoginu
vietkych tychto funkeii oznadme S,,)

2. ¢
0 z€<0 3}
00y =L1 ze
. ,/,,M . X € Amv Hv:

3. vietky funkcie f€ S, pre ktoré plati f~g ,AESOMHME. tychto funkeif
oznadme S,;). - o I o

Ak {{}'CS, a ak '(vzhladom na &iastodne usporiadant mnodiny 8,) existuje
supremum, resp. m,.,:mmcamp mnoziny {f;}, ozna¢ime tieto prvky znakmi v f;,
resp. N f;. Ak {f} €S, a pritom 1. €8, zrejme Em.u&,<. fi = Uf; (& dudlne),
Uow,mmmgoh Ze S, je Gplny sviiz (z postupu bude arejmé, mm,@ﬂ_ m,.mo je @ommdm.‘wos
vo svize §). Lahko sa zist, %é ria eo,wﬁmﬁ mcwm‘ﬁﬂ dﬁﬂmﬁ,&u. .

8) ak {f} €8y, existuje U f,,

'b) ak {{} C8,,, existuje’ U f;, .

c) ak f, € S, f2 € Sga, oN,mm.nﬁm h v fe

a tvrdenia duslne k a), b), c).. -
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Kedze zo vztahu {f} CS,, vyplyva Vf €8, plati a). Pre f € S, oznaéme
znakom f* funkeiu z mnoziny 81, definovani takto: ak fz) =0 (j(x) =1
alebo f(z) = 2), poloiime f*(z) = 0 (f*(x) = 2). Nech @ = {f;} €Sy, a nech J,
Je mnoZina tych z€(0,%), pre ktoré existuje f; € @, fi{z) = 2. Ak mno-
Zina J, je koneénd, existuje U f, = v f: € Sp2. Ak mnozina J, je nekoneéng,
neexistuje Ziaden prvok fe€ S, pre ktory by bolo f= f, pre kasdé i €Q.
Ak je viak pre f€ 8, splneny vztah f = f, pre kazdé f; € @, musi byt zaroveit
f=f* takieu f; = v f*. Tym je dokdzané b). Nech h € 8o1, 15 € Sy, nech J,
je mnozina tych z, pre ktoré ) = 2 & f(x). Ak je J, konedna mnozina, je
fLiVE€8, Ak je J, nekonedns mnoZina, doké?e sa podobnou tivahou ako
v predoslom.,Ze plati f, U f, = LV E* Tym je dokizané c). Analogicky sa
dokazu duilne tvrdenia. Oznaéme J;=¢ 0, 1> U (%,1 > a definujme funkcie 1,
(prekazdé y €J,), a funkcie f,, frs f. €8, takto:

”\w rxr=y 2 zed
f,(2) /o&n.um\u \‘.A&vl/o Rm%uu

9 /2 9 1
_ /" €5, 1> e €0, %>

Eahko sa zisti, Ze vietky prvky f, patria do centra O svizu Sy Plati u f, = f,.
Prvok f, nie je neutralny, kede podsviz S, svizu S5, vytvoreny prvkami
s fe» 9. nie je distributivny. Plat{ totis:

iV le=feVg=h, fnfi=fong=f, [ +g

Teda f, nie je prvkom centra C. Z toho vyplyva
Veta 3. Uplné svdzy vo vdeobecnosti nespliiuji tordenie (A).
Veta 4. Nekonelne*distributivny dplng sviz S sa dd vyjadrit v tvare

S ~AxXB, (2)

priéom 1. sviz A sa di rozlo¥it na priamy silin faktorov, z kiorgch katdy je
priamo nerozloZitelny, 2. ak sviz B obsahuje viac ako jeden prvok, sviz B je
priamo rozloZitelny a kafdy jeho priamy faktor, obsahujici viac ako jeden prook,
je priamo rozlofitelng, 3. rozklad (2), ktory md vlastnosti 1. a 2. je jednoznaéng).’

Dékaz. Nech C je centrum tiplného a nekoneéne distributfvneho svizu 8,
nech C, je mnozina vietkych atémov vo svize S, nech 0(1) je najmensi
(najvagsi) prvok v S. Ak O, = ¢, podmienkam vety zrejme vyhovuje rozklad
§ ~ {0} X §. Predpokladajme, %e C, & 0 a oznadme a, = U a(a € C,). Podla
vety 1 a, € . Nech a; je komplement prvku a vo svize 8, 4 = < 0, a,
B = <0,a0>. Plati 8 ~ Ax B. Nech Cy(C,) je centrum svizu A(B). Podla
vety 1 C, je Gplny podsviz svizu 4, teda C, je tpIné Boolova algebra. Z kon-

® Vyraz ,,priamy st8in* poufivame v takom zmysle, ako sa v [2] poufiva vyraz
»Uplny priamy sudin‘. Znakom ~ oznadujeme svizovy izomorfizmus.
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Strukcie sviizu 4 vyplyva, fe Boolova algebra C, je atomarna, teda (pozri [1b],
str. 240, cvit. 4) O, je tplne distributivny sviz. Podla vety 2, [3] plati

A~ 114,, 4, = <o, a;>,

pridom a; prebicha celd mnozinu Cy (svizy 4, i zrejme priamo nerozlozitelné).
Ak a, = 0, tak sviz B obsahuje jediny prvok. Ak a > 0, sviz B nemdie
mat Ziadny priamy faktor B;, ktory by bol nerozlozitelny a ktory by obsahoval
viac ako jeden prvok (najvi&i prvok b, svizu B; by potom patril do mnoziny C,,,
¢o je proti predpokladu). Jednoznadnost rozkladu (2) s vlastnostami 1, 2 je
z predoslého zrejma.

Pozndmka: Z predoslého prikladu 2 vidiet, Ze vo vete 4 nemdieme vynechat
predpoklad o nekoneénej distributivnosti sviizu S.
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HEHTP BECKOHEYHO AUCTPAUBYTHUBHBIX CTPYKTYP
AH AKYBUK
Burso et

Iycrs S — crpyxrypa, roropas umeer Henycri# nentp C. Msmecrno, uro C geuseres
RONCTPYRTYPOil cTpyxTyph C, T. e.

€0, i=1, ..., n>qax;€EC (1)
H JyajabHO.
BoanuKaer BONpPOC, MOMHO-IH MMIIAKAIHIO (1) pacummpurs pia cayuas GecroHeaHOTO
MHOecTBA {z;} C C. Onpenenum cBoitcTo (A) CTPYKRTYPH S Kax ciegyer:
(A) Ecan {#;} — HemycToe TMOIMHOMECTBO nenrpa C crpyrrype S uw ecim B S CYmMEecTBYIOT
JNEMEHTHL @ = n &3, b= U 2;, Torma a, b€C.
B 3amerke poxasmBaercy:
1. Becromeuno puctpubyTHBEBIE CTPYKTYPBI HMEIOT CBOMCTRBO (A).
2. CymecrBylor TucTpubyTRBHER CTPYETYDHI, KOTOPHE He HMEIOT CBOHCTBO (A) (nocrpoen
npamep). He pemen Boripoc, Moryr-nu Taxue mucTpuGYTHRHEIE CTPYKTYPH GLITH TIOTMHBIME.
"3 CymecTByior noisse CTPYKTYPH, KOTOPLIE He MMCIOT CBOMCTBO (A).
4. Beckonewno nucTpubyTHBHYIO HOJHYI0 CTPYKTYPY S MOMKHO NPEACTaBHTH B BHJe

OPAMOTO TPOM3BEHEHHA
: S~AxB : (2)
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Qe a) CTPYKTypa A pasjomuMa B npamoe npoussejenne A ~ ITA;, B KOTOPOM KaMmmlit
HPAMLIE MHOMHTeNs A; He pasyomum; 0) wammeiit npsaMutit MaOMkHTENE B; CTPYKTYypusl B
Pa3JIOKUM B npaAMoe ipoussefichue B;~ C; X D; tax uro Kamjas u3 cIpykryp B, C;
umeer Goyee OJ(HOTO 3NEMeHTA.

3. CymectBylor TOMHLIG CTPYKTYPHL, KOTOPSle HE BOSMOMHO DABJIOKHUTL B IPAMOE IpO-
m3gefense (1) co cmoiicteamm a ), 6) (T. e. He BO3MOMHO

,,OTACIATE  HePasIIoKAMHIe
MHEOIRHTEITH OT PasiomuMbix,,). ToT canmbiii HPpUMep Kak B 3. i
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