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POZNAMKA K ROZSIROVANIU MIERY

IGOR KLUVANEK
Katedra matematiky Slovenskej vysokej Skoly technickej v Bratislave

Této pozndmka sa zaobers dékazom délezitej vety z tedrie miery,! ktors,
hovori, Ze pre kaidd ¢-konedni mieru 4 definovand na nejakom mnoginovom
okruhu R existuje na minimélnom. ¢-okruhu S(R) obsahujicom R jedina
miera u, ktorej hodnoty na okruhu R sa zhoduji s u. Této veta sa obvykle
dokazuje pomocou vonkajSej miery a pomocou Pojmu meratelnosti mnoziny.
Minimélny ¢-okruh $(R) nad  okruhom R je rovny najmensiemu systému,
ktory obsahuje okruh R a ktory obsahuje i limitu kazdej monoténnej postup-
nosti do neho patriacich mnosin. Preto sa spomenuts veta dj dokizat i po-
mocou transfinitnej indukcie, a to tak, Ze sa roziruje obor definicie funkcie y4
o limity monoténnych postupnosti mnozin zo systému, na ktorom je funkeia u
prave definovana?. Pritom na mnoZindch, ktoré takto do oboru definicie pri-
berdme, hodnota y sa, definuje z moﬂmmwim%v aby x bola. spojits, zhora i zdola,
Pre Lebesguovu mieru viak plati, Ze pre ka#d meratelng mnozinu F existuje

¥

mnozZina 4 CE typu F,, prifom miera oboch mnodin A4 a E je rovnaks:

podobne existuje mnozina B2 g typu @, rovnake;j miery ako E. Je teda nadej,

Ze pri roziirovani oboru definjcie miery u indukeiou sa mnogina hodnét po
niekolkych krokoch prestane rozsirovat a do oboru definicie sa dalej priberaji
iba mnoziny, ktoré sa li%ia od doterajgich len o mnozinu miery nula. Je to
naozaj tak, ako ukazujg nasledujiice riadky.

Nech X je tubovolna-neprazdna mnogina, Systém R podmnozin mnoziny X
je mnoZinové algebra, ak plati: :

I Ak A€R, BeR, tak aj A U BeR.

! Poutité pojmy & oznadenia z tedrie miery st podla [3].

# Myslienka transfinitnou indukeiou rozfirit mieru na o-okruh pochédza od Borels.
Touto metédou postupuji citované préce (13, (21, (4}, (5], = ktorych [4] nie je u nas
pristupnd a je znama iba z Math. Rewiews. V tychto pricach je vonkaj§ia miera,
alebo nejaky ekvivalentny pojem pouZity pri limitnych ordindlnych &slach, V tejto
prici je vonkajia miera nahradens tvahou v dékaze lemmy 9 a tym, ze je tdto

Gvaha urobens u¥ pri druhom kroku, Jje cely- proces ‘indukcie redukovany na tieto -

dva kroky.

108

H

ey
o

IT. Pre lubovolni mno¥inu 4 €ERjei d* =X — 4 m R. ‘
Mierou budeme rozumiet nezdpornd redlnu funkciu x definovant i
algebre R, pridom pre lubovolnd postupnost {4,)2, disjunktnych mnogin
7 R taki, Je U 4, = A € R je u(A) = 2.1(4,) a u(X) jo konetns dslo.
n=1 n= ) .
Pre Iubovolny systém A podmnoZin mnoiiny X definujeme m%wmoms A, mWo
systém takych mnozin ECX, pre ktoré existuje rastica postupnost (£}, ,
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£ C X, pre ktoré existuje klesajiica postupnost {E}e mnoiinzAal=nE,.

n=1}
Nech R je algebra. Viimnime si systém R, U R,. Zrejmé st tieto tvrdenia
RCR,; RCR,. Ak AeR,, tak A*€R;; podobne A€eRs= A*eR,.

Ak A4,€R, pre n=1,2,3, ..., tak aj Cﬂ»\?maam tieZ A, €R,, n =1, 2,

=
3,...=>n 4,€ER,.

n=1

Ak A€R,, BeR,, tak i AnB€R,; AcR,, BER,=> AU BeR,.
A€R,, BeER;=> A — BeR,; A€R,, BeR,= A — BeR,.
Pre kazdd mnozinu E € R, U R, definujme &islo u,(&) takto: Ak K € R,,

t.j. E = U E,, pricom {E};_, je rastica postupnost mno#in z R, kladieme

n=1 w . 3
wmE) = _ﬂz WE,); ak E€R,, t.j. E HsDHNw.: kde {E},., je klesajtica po
stupnost mnozin z R, kladieme znovu pu,(E) = r:S ).

p(E) existuje pre kazdd mnozinu E € R, U R, pretoze Em. o :E?M ob-
medzenych monoténnych postupnosti. Okrem toho g, je funkcia na R, U R.

Skutodne, ak E = m,_ E, = U F,, pricom {B};; a {F}7, sd rasttice po-
2 2 g 1

n=1 n= : ©
stupnosti mnozin z R, je pre kazdé n =1,2,3, ..., F,CE H:NNA@; —E,_,)
(kladieme E,= @) a podla vlastnost{ miery aj w(F,) MgWE@;l@?bH
= lim u(E,) a z toho i lim u(F,) < lim w(E,). Podobne dokizeme i obratent

nerovnost. Prechodom ku komplementom dokéZeme podobné tvrdenie i pre

mnoziny E€R,. Ak FeER,nR;, t.j. E H:M@x Hspm_ﬁ pritom {E,}7,
Je rastiica a {F} -1 Klesajiica postupnost mnoZin z R, je- {Fu — E} 71 Klesa-
u.max postupnost mnozin z R a OHQ.,: —E,) =0, teda 0 = _Wb wF, — E) =

= lim (u(F,) — p(E,)) = lim p(F,,) — lim p(E,).
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Lemma 1. Funkcia u, je aditivna na systéme R, U R,, t.4. ak A e R UR,,
BeR,UR,, AUBER UR, a &DQHGv tak \ikcwv Ma(A4) +
+ m(B).

Dékaz. Ak A €R,, Be R,, je to zrejmé. Nech 4 ¢ R,,BER,; 4 — n 4,

n=1
B = M B, (A7 ., {B}e., si klesajiice postupnosti mnogin z R. Zrejme
n=1
AUB=0n(4,0B,), mduB) — Hm (4, U B,) = lim (u(4,) + u(B,) —

n=1
—u(4,n B,)). Z toho,% A A B — 0 vyplyva, e 3 ?A N B,) =40, a teda

i SE M4, 0nB)=0a z aoro v tomto pripade 555@ okamZite vyplyva,.

>

Nech A €R,, BER,, A U BER, Nech 4 U B — c . B= n B, {C)7,
n=1
rastica a {B,}7_, klesajiica postupnost. PoloZme h = C, — B,. Zrejme je

4 = C .m, @Q = k. U .w - Aw: - sz 2 \hAQ#v = \SAm:v IT.QA.wav lehﬁ.wa IO.:V.

n=1

Pretoze D (B, —C,) =0, teda i __5 MB, — C,) =0, je lemma i v tomto

n=1
pripade dokézanj.

Konetne ak 4 € Ry, BER,, 4 U B R,, nech 4 & B — nC, B—UB,.

=1 n=1

Polozime 4, = C,— B,. Nwm._Em 4 = 3 m.: C,=4,UB, a 4,0 B, =0,

z ¢oho lemma, i v tomto pripade 558 émzu::m
Lemma 2. Funkcia u, je monoténna na R,URy, t.j. ak A€ R, UR,,
.ka UR, aACB, je .SA\CA\:HAQV

Dokaz. Ak A4€R, i B €R,, resp. A€R,i Be R;, prisluiné monoténne
postupnosti {4,}7_,, {B}r, moZno zrejme volif tak, aby bolo 4,CB,,
a z toho mame ihned lemmu dok4zani. Ak A€R,, BeR, jeB=4u(B— \Cv
mnoZiny vpravo si disjunktné, B — 4 ¢ R,, teda u,(B) = =u(d) + m(B — A).
PretoZe u, je nezdporna funkeia na, R, UR;, jetoiv tomto pripade dokizané.
Podobne pre pripad 4 € R ‘4 BeR,.

Lemma 3. Nech {4,)= a1 R rastica %e&ﬁxso& mnoZin z R,, mech 4 — u 4
W&os w(4) = ME» wi(d,).

Nech (B}, je klesajiica postupmost mno¥in 2 R;, nech B = M B, . Potom
n=1
(B) = ﬁa (B,).

.

Uons PretoZe pre vietky n =1,2 3, ., je Ad4,, vo&m wgmomﬁ_
FEE% je m(4) = u(4,), ako aj uy(4) = rE m(4,). Ku W@Nmmu mnozine 4,
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. o
existuje viak rastiica postupnost {4,,1} §-1 mnezin z R, pritom A, H»CKA:.T

PoloZme ), = O 4; . Zrejme je C,CA,, z toho w(C,) < wy(4,) pre n =1, 2,
ik=1

wv..;quum;&m}gu:sEQxVM_ESE;V.
UEWM dast lemmy Qowmmmgm podobne. '
Lemma 4. Nech je {A4,}7_, kesajica postupnost mnofinz R, a §n~wzmw>h: = 0.
Potom lim y,(4,) = 0.
U.@W@M. Pretoze {u,(4,)}7_, je nerastica postupnost, existuje lim gx,(4,) = 0.

& n
Zvol'me ¢ > 0. Ku ka?dej mnozine 4, existuje mnozina B, € R tak, ze B,CA,

a % + u(B,) > m(A,). Poloime €, — n B,. Viedy je u(C,) > py(4,) —
3 k=1

&€
- Mﬂ >m(d,) —e pre n = 1,2
k=1

M Q: = (J, teda :E #(C,) = 0 a z toho pre kazdé ¢ > 0 je 0L :B m{d,) = e

3,... Ale C,3C,,, pre n=1,2,3, R

H..:::w m Al Tmzv w1 @ BT su klesagice postupnostt mnoin z R,

a D A,C 3 B,, Sw EB mid,) = Es.:;w:v.
n=1 7

n=1

Ak {437 a {(B}> 1 st rastice postupmosts mnoin z R, a CKA:n CH B,,
R= n=
tak rB wid,) < rE w(B,).

& . .
Dékaz. Pre ka?dé prirodzené ik je Dk:nw». K mnozine B, existuje

=1

rastica postupnost {C,}7 ,*C,€R a B,=u c,. Huoﬂoﬁz@ D,=4,—C,.

n=1
Zrejme je{D,} 7 klesajtica postupnost, D, € w @ 3 b =(}, teda _:5 .:_Ab )=10
podla E.m&omr& lemmy. Preto¥e u,(4,) — }AQ v = m(d,) — x:?a nC)=

= mld, — C,) = u,(D,), je Eu ((4,) — p(C))) = Ez wa(d,) — (B < 0.

Teda pre <m¢a5~ E:dmams@ kj Hm _:5 wld,) < m(B;) a ao dokazuje prvi ast

lemmy. Druht tast dokaZeme wumoromoB ku komplementu,

Polozme teraz R;, = (Ry), a R, = (R)s. Zrejme plati: R, u wank%:
.ao U »&na kA, € »&Q = A% € anbu A € »aa = k&,* € aba ‘»W kA. € »&Q pre
s\”fw,.wM gwcm .€Ry; A, €ER pre N = 1,23 .. uth:mw

hmk.viwmk.xuvhDwmb?nkmwa?wmbanvmCwm»

* Pifeme C, miesto. C,k), hoci C, zavisi od k, podobne D,.

111



Pre kazdt mnozinu E € Ry, U R, definujeme &islo U (E) takto:

Ak E€Ry,, t.j. E = U E,, pridom {E,}>, je rastiica postupnost mno#in
n=1

z Ry, Kladieme su(B) = lim u(E,); ak E, &Ry, t.j. B = 1 F,, kde (B},
7w n=1

je klesajiica postupnost mnozin z R, zasa kladieme EAN_V = lim u,(¥,)

Zrejme existuje u,(¥) pre kazdd mnoZinu K € Ry, UR,,. u, je funkcia na

systéme R;,, UR,. Ak E=UE,=UF,, pricom {E .}, a {F}2, s
n=1

n=1

rastiice postupnosti mnoZin z R,, =z lemmy 5 vyplyva, Ze lim m(E,) =

= lm py(F,). Z tej istej lemmy vyplyva jednoznaénost aj v pripade prieniku.

Ak U E, = n F,, pritom {E,} 7, je rasttica postupnost mnozin z R; a {F,}2_,
n=1

n=1
je klesajiica postupnost mnoiin z R,, {F, — E,) n-1 je klesajica postupnost
mnoZin z R, , ktoré maji prazdny prienik, teda lim m(F, — E,) = lim yy(F,) —

— lim u,(E,) = 0.
n . .
Podobne ako lemmy 1, 2, 3 sa dokaju nasledujice tri lemmy.

Lemma 6. Funkcia s je aditivna na systéme Ry, U R 5, 1. §. pre A, B € R;, U
UR,, ANB=0, AUBER, UR, jo iy(d U B) = py(d) -+ po(B).

Lemma 7. Pre 4, BER,, UR,;, ACB je Ho(A) < py(B).

Lemma 8. 4k {4,}7., je rastica postupnost mno¥in . R, , tak u,( M A4,) =
n=1 :
= lim u,(4,).

Ak {B,} 7, fe klesajica postupnost mmo¥in z R ;, tak p,( M B,) = lim u,(B,).
- n=1 n

Teraz uZ méme moznost pristipit k rozhodujlicemu kroku nagej Gvahy.

Oznadme § systém mno#in ECX s vlastnostou, %e pre mnozinu F existuje
mnoZina 4 € Ry, a mnozina B € R,;, ACECB, pritom uy(B — A) = 0, t. j-
12(B) = (). e 3 |

Lemma 9. Systém S je:mnoZinovd algebra; kiord obsahugje sucet katdej po-
stupmosts disjunktngch mao¥in patriacich do. S, , . . R

Dékaz. Nech F €S. Existuje A €R,,, Be R, tak, 7e ACECRB a Ho(B —
— A) = 0. Zrcjme B*CE*CA* B*€cR,,, A*¢ R,y , pu(A* — B¥) = 0, teda
E* €S.Vezmime E,, E, 7z S a k nim patriace 4;, 4,, B,, B, Zrejme 4, U A4, C
CH,UE,CB, U B,a z toho, 7 B,'U B, — 4,0 4,C(B,— 4,)u (B, — 4,)
~ vyplyva podla, lemmy 7, e uy(B, U B; — A4, U A,) = 0. Pretoze A,0 4,€R,
a B,UB,€ER,, je B, U E,€S. , e :

Nech Euawmﬁ je postupnost disjunktnych mnozin z S. Pre 1 — 1,23, ...
nech je 4,CE,CB,, A, €R,, B,eR,, #(B, — A,) = 0. Zrejme st A4,
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disjunktné mnoziny. Oznatme 4 = U 4,. 4 € R,,. Podla lemmy 6 a lemmy 8
: 1

n

t

je up(A) = 2 uy(4,). Ku kazdej mnozine B, a k &islu ¢ > 0 existuje mnozina
n=1

C,=C,s) €R,, pritom B,CC, a u(C,) < m(B,) + W = u(A,) + Nm

(00, < 2, m(Cy) < 2, 1(4,) + & = m(4) + e Polozme Ofe) = U C,.
=1 o= n=

n=1

C(e) € R,. Polotme D, = n AWV Zrejme je U E,CD,, {D}7_, je klesajica.
n=1

k=1

i =] :
postupnost mnozin z R,, uy(D,) < u,(d) + Pt Ak B=nD,, jeu(B—4)=
n=1
1
S (D, — A) = u,(D,) — p,(4) < —pren = 1,2,38,... Ztoho, 2e B€ R,

AcC m E,CB a puy(B — A) = 0, je lemma dokdzans.
fi=1

Dokézand lemma hovori, e systém S je o-algebra, t.j. systém, ktory:
s kaZdou mnoZinou obsahuje i jej komplement a s kazdouw postupnostou
mnozin i sféet élenov tejto postupnosti. Zrejme plati okrem toho, 7e RCS.

Definujme pre kazdd mnozinu B € § &islo i takto: K mno#ine B najdeme
prislugné mnoziny 4 € R,,, B € R,;, ACECB tak, aby (B — A) = 0 a po-
loime ji(E) = u(4) (= py(B)). .

u je funkeia na systéme S. Skutoéne, ak 4, CE C B, a zéroveit A,CECB,,
pritom 4,,4,€R,,, B, B,€R, a w(dy) = p(B1), po(A,) = pa(By), je
4,CB; & 4,C By, u(B,;) 2 p(4,), pi(B)= #(4,), z Coho jednak py(4,) <
= m(4y), jednak py(4,) < p,(4,). .

' Lemma 10. Funkeia 4 je miera na algebre S. Pritom je to jedind miera s tow
vlastnostou, e pre mnotiny E € R je i(E) = u(E). .

Dékaz. Pre E € R rovnica f(E) = w(E) zrejme plati. Ak {E.} 71 je po-

stupnost disjunktnych mnoZin z § a A4,CE, si mnofiny z R,,, pre ktoré

#(A,) = i(E,), podla dokazu lemmy 9 je u,(U 4,) = (U E,), teda Z je
n=1 n=1

miera, a to zrejme konedn4, lebo u(F) < u(X) = MX) < oo pre kazdd mno-
zinu F € 8. :

Ale kaidé konedns miera je spojitéd zhora i zdola v kazdej mnozine, t. j.
ak {#};., je monoténna postupnost mnozin a E = lim E,, tak w(E) =

= lim .:E.L.. Z toho vyplyva, %e na systéme R, U R, a dalej i na systéme

Ry, U R,; je miera i jednoznadne svojimi.hodnotami na R dans. Dalej pre-

Tubovolné dve mnoziny F, C F, z § musi byt #(Fy) < py(Fy) a pretoZe ku kazdej

mnoZine K € § existuji mnoziny 4 € Ry, a B € R,, tak, e ACECB a u(d) =
= u(B) je miera iz na celom systéme S uréens jednoznadne.
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Pred vyslovenim vety pripomeiime, e miera dans na g-algebre § je tiplna,
ak § obsahuje vietky pedmnoZiny kaZdej mnoziny, ktorej miera je rovni
nule. .

Veta. Nech u je miera na algebre R, #(X) < oo.Potom existuje takd g-algebra §,
Ze plati: . .

1. RCS. v

2. Na c-algebre § existuje jedind viplnd miera i s vlastnostou, Ze pre mnoiny
E€R jo i(B) — p(E).

Dékaz. Existéncia o-algebry $ i miery i na nej i jednoznaénost miery
je zarudena lemmou 9 a 10. Stad{ dokizaf, Ze miera, ktora popisuje lemma. 10,
Jje uplné. Ale to je zrejmé, pretoze ME) = 0 iba vtedy, ak existuje mno#ina
BeR,, pritom u,(B) =0 a EC B. Zrejme je () € R,,, teda mézeme za mno-
Zinu 4 volit ¢ a bude A CE C B, pri¢om u,(B — A) = 0. Z toho viak vyplyva,
Ze Tubovolnd mnoZina ¥ C & tie patri do §, diZe u je plna miera.

Zaverom poznamenajme, ¥e ziskany vysledok mézeme pousit aj na dokd-
zanie vety o roziireni miery i v pripade, ak R nie je algebra, ale iba okruh,
a u je g-konedna miera na fiom. Tento vysledok sa ziska pouzitim nasej vety
na okruh R n 4 (to je systém mnozin B n A4 pre B € R) pre mnoginy 4 € R,
#(A) < oo, 2k si uvedomime, %e S(R) n 4 je minimalny ¢-okruh nad systémom
R n A a ka?d4 mnozina E €S (R) sa'da pokryt spotitatelnym systémom dis-
junktnych mnoZin z R, ktorych miera je konednd. ;
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3BAMETKA K PACHIMPEHUIO MEPbI )
.SHOW KJUVYBAHEK
wEm.omE .

B o70ii crathy pokasmBactea Teopena o PACIUHPCHHH MCPLI CJCAYIOUTHM 0GpasoM.
ITycrs R anrebpa nogMuoskccts HCKOTOPOro MBOMccTRA X' M g — BIONHE KOHEYHAR Mepa

Ha meil. Iycrs Ry(Rs) wKaace Tex muosweers [0 » K KOTOPBLIM CYMICCTBYCT TaKad BO3DPACTAIO-
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man (yOnBaoman) nocieaoBaTeNLHOCTE {B,}2-1 MHOMCCTR U3 R uto E=UE,(E=n E,).
n=1 =1

7 & i Dy 7 iy
Hosnomust py(f£,) == lim wLy). ance nycrh Rso(Rsg) wiace mmomectn Biga E=qn E,
n =]

o
(& = cmwzv. rae {Eu), yonpaouan (Bospacraromas ) TIOCICROBATCABHOCTE  MHOMKCCTE
n=
13 Ro(Ra) u nyerh py(B) = lim g, (E,,).
F

Ecait 06oanagun S wirace neex rex MHomects 5 C X » W KOTODLIM MOMHO HAHTH MHOMe-
crB0 A € Ry; 1 MHOmecTBO B € Ry Tanoe, w10 ACECRE u Ha(A) = uy(B), 10 § aBnsTcH
g-anrebpoil cogepmaiomeit R u dysrmus una S OTpefesieHHan ypasuenuer u(E) = #a(A)
ABJIACTCA (eNHHON) MoaHOH Mepoil, KoTopas comrmagaer ¢ p HA R,

NOTE ON THE EXTENSION OF MEASURE
IGOR RKLUVANEK

Summary

In this article the theorem on extension of measure is proved as follows.
Let R be an algebra of subsets of any set X and g4 totally finite measure on R.
Let R;(Ry) be the class of all sets E such that there exists an increasing (decreasing)

=) R ¢
sequence {E,}7.; of sets in R and K — u EAE = n E,). Denote (E) = lim u(E,).
n=1 n=1 n

Further let R, (Rao) be the class of sets of the form E = M@s (B = M £,), where (B2,
n=] n=1
is & decreasing (increasing) sequence of sets in R;(Ry) and let uy(E) = lim ol E ).
(3

If we denote by S the system of all sets B C X for which there exists a set 4 € Ry,
and a set B € R,y such that Mm CECBand u,(d) = #(B), then § is a g-algebra con-

taining R and the function # on S, unambiguously defined by the equation ME) =
= p(A), is a (unique) complete measure which coincides with x4 on R.

P
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