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Zékladné rovnice, ktoré opisuji pridenie idedlnej nestlagitelnej kvapaliny,

st Eulerova rovnica,

ov -1
M.J*.,_\.msa_\ﬂﬂlﬂmamnﬁ (1)

& rovnica spojitosti
divv =0, (2

kde v je rychlost pridenia kvapaliny, ¢ as, g zrychlenie volne padajiceho
telesa, s ¥pecificksd hmota kvapaliny a p tlak v kvapaline. Pritom gradient
rychlosti, resp. tlaku, ako aj divergencia rychlosti sg myslené v tom bode
priestoru, v okoli ktorého pridenie kvapaliny vySetrujeme.

Eulerova rovnica bola odvodens, za predpokladu, %e v kvapaline t&inkujg-
cimi plodnymi silami si len normélne.napitia, ktoré sa podla Pascalovho z4-
kona #iria v kvapaline vietkymi smermi rovnomerne. V takejto kvapaline je
tenzor napitia P vyjadreny vztahom

s

; P=_pl, (3)
kde / je tenzor identity [1]. .

Eulerova rovnica pre skutoéné kvapaliny strica svoju platnost, a ak kva-
palinu povaZujeme za nestlacitelnd, jej pohyb popri rovnici spojitosti 2)
opisuje tzv. Navier—Stokesova rovnica, odvodend Navierom roku 18922
a Stokesom roku 1845, ,

Vo vigsine udebnic fyziky sa odvodzuje N avier—Stokesova rovnica tak,
Ze sa bez hlbsieho odévodnenia, na viskéznu kvapalinu aplikujd rovnice platné
pre spojité pruiné prostredie s tou obmenou, %e sa v tenzore napitia siradnice
relatfvnych posunuti nahradia stradnicami relativnych rychlosti. Podla méjho
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nézoru je takéto odvodenie Navier—Stokesove ] rovnice nie dost pre-
sved¢ivé a najmé tym, Ze sa tvahy s tenzorom napitia robia v siradniciach,
neprehladné a zdlhavé.

Domnievam sa, #e pouzitim vyjadrenia plodnych sfl, Géinkujicich na prii-
diacu viskéznu kvapalinu, pri déslednom pouZivani pravidiel a symboliky
vektorového a tenzorového poétu mozno jednoduchsie a prehladnejsie odvodit
Navier—Stokesovu rovnicu priamo z Newtonovej pohybovej rovnice.
Takéto odvodenie poddvam vo svojom metodickom prispevku.

Plogné sily vznikajtce v pridiacej kvapaline v désledku vnitorného trenia
maji svoju pri¢inu v nerovnakych rychlostiach jednotlivych Siastodiek kva-
paliny. Napitia od vntitorného trenia st zavislé len od relativnych rychlosti
jednotlivyeh diastodiek kvapaliny. RozloZenie rychlosti pridenia kvapaliny v
v okoli bodu A vnitri kvapaliny uréuje gradient rychlosti v bode 4. Zmenu
rychlosti dv odpovedajicu zmene polohového vektora dr mézeme vyjadrit

takto:
dv = dr .grad v.

Ak rozloZime tenzor grad v na symetrickd a antisymetrickd Sast, je
1 1
dv = mw.Q<Hm~.@€<+<3+%..M:~<I<3H
; 1 o 4
uuw%.ﬁn<+ VP) + 5 (06 V) X dF = —dr . (p¥ + vp) + o x dr,

ked sme poutili zndme vyjadrenie skalsrneho stéinu vektora a antisymetric-
kého tenzora pomocou vektora tohto tenzora [11.

Druhy &len (w x dr) v naSom vyjadreni diferencidlu rychlosti predstavuje
t4 dast zmeny rychlosti, ktors, je vyvoland otddanim kvapaliny v okoli bodu A
ako celku uhlovou rychlostou le rot v. Pri takomto pohybe sa viak
jednotlivé &iastodky kvapaliny po sebe navzijom neposunujt, takZe sily vni-
torného trenia v kvapaline nevznikaji. Z uvedeného je zrejmé, Ze sily vnd-
torného trenia budd funkciou len tej Casti diferencidlu rychlosti, ktors je
Vv nafom vyjadreni sprostredkovans, symetrickou dastou tenzora grad v. -

Pokial stiradnice tenzora grad v nemaji prili¥ velké hodnoty, mé¥eme pred-
pokladat, %e zdvislost sil vntitorného trenia od tychto siradnic je linedrna.
Okrem toho zivisia tieto sily aj od orienticie plosky, na ktorej ich d&inok
vySetrujeme. V prvom pribli¥eni mé%eme predpokladat, Ze sila df, déinkujica
na elementdrnu plosku dS zo strany orientdcie plogného vektora dS, je linedr-
nou vektorovou funkciou tohto vektora:

df = 7 dS . (pv + vp).

Velitina 7 je koeficient viskozity.
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Napiitie vznikajice vo viskdznej nestladitelnej kvapaline v désledku
existencie vniitorného trenia, méZeme teda vyjadrit takto: ,

df  ds
TTAST gy WV A+ vp) = gt (pv 4 vp), 4

ked sme jednotkovy vektor stihlasne rovnobezny s vektorom dS oznadili no,
‘ahko vidiet, ze takéto vyjadrenie napitia je v siihlase s Newtonovou formu-
laciou.

Tenzor napitia vo viskéznej nestladitelnej kvapaline m4 tvar:

P, = —pl + y(dv + v4). )

Nazyva sa viskéznym tenzorom napétia [5].

V pridiacej kvapaline myslime si uzavrety plochu 8. Na kvapalinu fiou
obklopent dginkuje objemovéd sila — véha, kvapaliny — urdens, vyrazom fsg d ¥V,
kde dV je diferencisl objemu a objemov4, integricia sa vztahuje na celé vnitro
uzavretej plochy. Prostrednictvom ohranidujicej plochy dé&inkuji na vybrant
¢ast kvapaliny este plodné sily, ktoré zas mozno vyjadrit plodnym integralom

dS . P,, vztahujicim sa na celg uzavreti plochu S. Plogné vektory dS sme

pritom orientovali na vonkajiiu stranu tejto uzavretej plochy. Pohybova rov-
nica pre vybrand &ast kvapaliny, ak zrychlenie jej taZiska oznadime a, je

n\&wu\%umfn%&.?. (6)
Pouzitim Gaussove] vety mézeme ploény integral previest na objemovy:
fas.p, nb&%ezﬂ

kde sa objemovs integricia, <No.m:=._.m Zas l@ celé S:.\:Ho uzavretej plochy §.
Upravime efte vyraz div P,: :
div P, =-div [—pl +9(pv + vp)] = —grad p +
+ yldiv grad.v + grad div v] = —grad p 4 gdv,
lebo podla (2) je grad div v — o, . ‘
Pohybovi rovnica (6) je teda - ,
Q\ma:\”.\.o.b A:\+%Alm5ﬁ:c + ndv) 4V,

alebo, kedse sa vietky tri integraly vztahujd na ten isty a inds dplne Tubo-
volny objem,
as = sg — grad p + pdv.

Ak efte celt poslednt rovnicu delime Specifickou hmotou kvapaliny s a zrych-
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lenie @ rozpi¥eme podla Eulera a — w + V. grad v, dostaneme Navier—Sto-

kesovu rovnicu v znamom tvare

dv 1
M.T,\.mamm_\ﬂﬂfrulmgmﬁl*.Wm?.
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