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Uvod

Metody statistické fysiky klasické i kvantové jsou uréeny ke studiu sta-
tistickych zédkoni platnych pro velké mnoZstvi &astic: molekul, atomd, elek-
trondt a fotond. Neni ani zndmo, Ze by tyto metody byly aplikoviny na jiné
statistické soubory ne# na fysikilni ¥4stice.

Udelem tohoto ¢lanku je ukézat, jak lze principy klasické fysikalni statistiky
Boltzmannovy pouiit i pro obecny statisticky soubor, tedy na pf. pro soubor
méficich chyb. Dislednou aplikaci téchto principé dojdeme skutednsd k zavéru,
Ze normalni zikon Getnosti Laplace—Gaussiv definuje nejpravdépodobngjsi
rozloZenf &etnosti, a to za jediného predpokladu: Je st¥edni kvadraticks od-
chylka je pro vSechny ndhodn& vybrané diléi soubory stejna.

1. Boltzmannova statistika

Ne# pristoupim k vlastnimu tikolu této préce, toti k odvozeni normélniho
zékona, pfipomenu strudné hlavni zésady a vztahy klasické statistiky Boltz-
mannovy. Viz na pf. spisy uvedené pod &isly [1], [2] v seznamu literatury na
konei ¢ldnku. ,

Thermodynamickéd pravdépodobnost makrostavu soustavy velikého pottu
N &4stic je ddna zndmym vzorcem

N

W= NININ, .. M)
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kde N; zna&i podet &astic v i-té fizové busice (komirce). Pfitom je ovsem

2N =N, @)

2 N =0, (3)

M:ms-r U, energil ¢astice v 2-té bulice a U celkovou energii soustavy. Je-li
mmo m\osmawaﬁ isolovédna, jsou vyrazy (2) a (3) neproménné a jejich variace
nulové:

SN = Mmbﬁ. =0, (4)

%

5U = MSmbﬁ. =0, (5)

s iy o
zmwoﬁ ou; = 0. Rovnovainy stav s maximéalni hodnotou W je tedy urden
podminkou . )

BW =0, (6)
kterou uZitim priblizného vzorce
lgN!~ NIgN — N (7
muZeme upravit na tvar .
Dlg N3N, = 0. (8)

Tato wo<w_moo mé byt splnéna pro viechny variace, které vyhovuji vedlej§im
podminkdm (4) a (5). Metodou neuréitych multiplikdtort, které ozna&ime Ji]
a y, plyne pak pro podty N, dastic v jednotlivych fizovych buiikich

\Nﬁ. =e v — 4 e—1¥ , (9)

N N
§ =2 e7A0. (10) (11)

kde 4 = e—f — — Y Ao

- Mml‘\.:. S

.< 2 Mx f ’ ¥ ” (3 . . v 2 s ~
yraz S se HS.N%.AS\ souhrn:stavii a A® je objem kazdé butiky ve fazovém
prostoru. Multiplikdtor y se urdi z rovnice .

A u e =, (12)
kterd plyne z podminky (3). Konedné hustota $astic v i-té buiice je
Ag g NeT (13)
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Limitnim piechodem k spojitému rozlozeni dostaneme relativni detnost jako
spojitou funkei polohy ve fizovém prostoru:
N, 1

f=lmmag =5 (14)

pfi ¢emz souhrn stavid je dan integralem
S =[e-rndo (15)
P

vzatym pies cely fazovy prostor.
Z thermodynamickych avah plyne déle

1
y = (16)
a pro dokonaly plyn vychazi pro souhrn stavl vyraz
S = V(2nmkT)3, (17)

kde &, T a V jsou Boltzmannova konstanta, absolutni teplota a objem plynu.
Rovnice (14) vyjadfuje pak Maxwellovo rozloZeni rychlosti.

2. Matematickd a fysikalni statistika

Ukol fysikalnich statistik, a to klasické statistiky Boltzmannovy i statistik
kvantovych (Bose— Einsteinovy i Fermi—Diracovy) se li$i od tkolu mate-
matické statistiky. Fysikdlni statistiky — jak jsme ukdzali v &l. 1 pro Boltz-
mannovu statistiku — hledaji rozloZeni ¢astic ve fazovém prostoru pro thermo-
dynamickou soustavu v rovnovainém stavu, kterému pfislu$i maximdlni
entropie a tedy také nejvétsi thermodynamicka pravddpodobnost. Z foho
plyne, Ze rozloZeni detnosti odvozené metodou fysikilnich statistik neni jediné
teoreticky pFipustné rozloZeni, nybrz jen nejpravdépodobnéjsi rozloZeni, které
se v prirodé vyskytuje nejéastéji. To znamend, Ze i v limitnim pfipadé neko-
nedné velkého podtu &istic mohou se vyskytnout také jind rozlozeni méng
pravdipodobni ne% rozloZeni nejpravdépodobnéjii.

V matematické statistice se viak vychdzi z jistych pfedpokladi, které
teoreticky vedou k rozloZenf etnosti, v ném# pravdépodobnosti konverguji
s rostoucim podétem d&lentt souboru k urditym jednoznadnym hodnotdm.
Skuteéna rozloZeni pozorovani v ndhodné vybranych souborech s koneénym
podtem &lenit mohou se pak odlifovat od limitntho rozloZeni jen statistickymi
odchylkami podle poétu pravdépodobnosti.

Z toho je zfejmo, ¥e vytyleni kol matematické a fysikdlni statistiky
i metody jejich Fefeni jsou rdzné, a vznikd otdzka, je-li moZno aplikovat -
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zdsady fysikdini statistiky ve statistice matematické. P¥ zkouméani této
otézky se omezim na nejjednodusi piipad, t. j. na klasickou fysikalni statistiku
Boltzmannovu a na matematickou statistiku jednorozmérného souboru,
v némZ detnost je funkef jediné proménné. Tak se uvahy Boltzmannovy
statistiky podstatng zjednodusi, nebot misto Sestirozmérnych bunék fizového
prostoru budeme mit jen jednorozmérné ,,buiky, které se obvykle nazyvaji
t¥idni intervaly.

Podle zdsad fysikalni statistiky budeme hledat nejpravdépodobndjii roz-
loZeni etnosti v jednotlivych intervalech, p¥i dem# jesté miéZeme kldst dalsi
podminky, na pf. ve tvaru rovnic, které vyjadiuji stélost nékterych velidin.
Tak v Boltzmannovd statistice je tfeba prihlizet ke dvéma vedlejsim pod-
minkdm. Prvni z nich (4) vyjadiuje stalost pocdtu &astic (molekul) ve zvolené
thermodynamické soustavé. Této podmince odpovida v matematické statistice
predpoklad, Ze srovnidvime jen soubory stejnd podetné (o stejném podtu
¢lentt). Ve fysikalni statistice se viak hleds rovnovazny stav isolované sou-
stavy molekul, z &ehoi vyplyvé drubd vedlejs! podminka (5), vyjadiujici
stalost celkové energie soustavy.

I tato druhd podminka mé obdobu v matematické statistice. Abychom
ji nafli, uvaZme, ie isolovand soustava molekul v rovnovisném stavu ms
dilezitou vlastnost, Ze molekuly samy i jejich energie jsou stejnomérnd roz-
loZeny v prostoru. Mizeme ¥ici, e soustava je homogenni, nebot m4 vesmés
stejné molekuly, které ve viech neptili§ malych 8istech Pprostoru jsou rozloZeny
se stejnou hustotou a se stejnou stiedni energii. Ptejme se nyni, jak bude
obecné charakterisovin homogenni soubor v matematické statistice. Takovy
soubor musi zfejmé mit stejné vlastnosti ve v¥ech svych ¢astech, a tedy i ve

viech ndhodné vybranych souborech, pokud jsou dosti podetné. Tyto vlast-

nosti se daji vystihnout jistymi velidinami, jejich# st¥edni hodnoty musi byt
pro vSechny ndhodné vybrané souhory stejné.

Podminky vyjadiujici stejnorodost souboru maji tedy v podstaté stejny
tvar jako podminky vyjadfujici stdlost stfedni hustoty a stfedni energie
thermodynamické soustavy. ‘

Celkem lze ¥ici, Ze je mozno zaloZit matematickou statistiku homogennich
souborii na zdsadich ovmog%ow zdsaddm klasické fysikdlni statistiky Boltz-

‘ mannovy. Spokojime-li se pfi tom tilohou najit nejpravdépodobnéj$i rozlozeni
Getnosti daného H.gpcﬁgﬂﬁmro znaku, a vime-li, éim je charakterisovina

homogennost souboru, mizeme se obejit bez dalsich hypothes a matematic-
kych modeli.

3. Nejpravdépodobnéj’i rozloZeni v homogennim souboru

vevs

Hledejme nejpravdépodobnéjsi rozlofeni detnosti kvantitativniho znaku z
v souboru, ktery poklédéme za stejnorody, jestlize pro viechny vybéry stej-
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ného dosti velkého rozsahu N m4 jistd funkce u(z) stejnou stfedni hodnotu
N
B _ Y. (18)
U=y M u(x) = N
k=1

Rozlofeni detnosti v zévislosti na x budeme posuzovat podle poéta N; @wiﬁw
ptipadajicich z celého souboru rozsahu N na jednotlivé mmwo<m, :.ccmWMn“ ; Wamuw
se v nagem pifpadd redukuji na intervaly sifky Az;, které volime stejné velké
pro vSechna ¢ =1,2,3 ... . o -
Misto podminek pro maximum pravdépodobnosti N.oNHONoE. miZeme vSa
podobné jako ve fysikalni statistice hledat wo&.Em_wwN pro B@wcaﬂg :Q%H.Bmw-
dynamické pravdépodobnosti“ (1), kters je ji cBoEp.\ Vyraz :N mé Bﬂm
hodnotu nejvétsi z hodnot pfisluinych viem homogennim mOﬁvoEws, které
maji stejny rozsah N a stejnou stfedni hodnotu % mzs_ﬁwa ﬁ&v.. Hleddme tedy
podminky pro maximum vyrazu W s vedlej§imi podminkami

N = konst, u == konst, (19)
pii demZ plati (2) a podle (18)
Quzmanmg&u AMOV

i

kde u, zna&i hodnotu funkce u(x) v i-tém intervalu.
Podle (19)

BN =Y&N,=0, 3U=2usN;=0 (4) (5)

a oviem

W = 0. (6°)
Tyto rovnice jsou formalné totoiné s rovnicemi (4), (5), (6) WcF.NEwESwAQ
statistiky a plynou z nich stejnym postupem rovnice (8) az (13), 4.5&5. o<mm5
je t¥eba nahradit objem fizové buiiky A® &ifkou intervalu Az. Limitnim pre-
chodem k spojitému rozlozeni dostdvime koneéné funkei rozloZeni

.\A.&.v ” I‘w.-ml.\iau " AH*\V
kde

+o ,
S = [erndx. (15")

To je obecné Feseni piedloZeného problému. Z&.wga&mwo@oﬁus&ww,Homwomwbm
m4 tvar exponencidlnf funkce, v niZ w(x) znaéi jistou funkei W<mbﬁe@n~umn§b
znaku, kterd charakterisuje stejnorodost souboru. Konstanty y a § .Ec.NmE@
oviem urdit teprve tehdy, zname-li funkei u(z), kterou bychom mohli nazvat
charakteristikou stejnorodosti. «
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4. Normalni rozloZeni jako nejpravdépodohndjii

Nejpravdépodobnéjsi rozlogeni bude rizné pro riizné charakteristiky stejno-
rodosti. Jakou funkei je tato charakteristika vyjidfena, zdlexi na vlastnostech
souboru. Jeji volba musi byt oviem ovéfena statistickym Setfenim. Pfi tom
lze predpoklidat, %e jisté skupiny soubort budou mit asponi zhruba stejné
statistické vlastnosti, a %e tedy bude mo#no navrhnout jisté obecnéji pfijatelnd
charakteristiky stejnorodosti, vystihujici pomdry v girsich oborech statistic-
kych jevi. .

Jednou z nejobvyklejich charakteristik statistickych soubori je rozptyl
(kvadraticky) , : I

; N
g .
%H%M?lsf (21)
k=1

kde @ je modus souboru. Vieobecns se md za to, e rozptyl ie u homogennich
soubort stejny pro viechny dosti rozsdhlé ndhodné vybéry. Pokldddme-li tedy
rozptyl za charakteristiky stejnorodosti, mafeme definovat stejnorody soubor jako
soubor se stalym rozptylem. Pak bude podle (18)

&
U= g2, U= Ng? = D (m— a2, ue) = (x — a)2. (22)
B s

Oznaéime-li pro jednoduchost ¢ — x — a, bude

N N
: _ U 1
u(e) = 2, QHmev @H]Hlequw (23)
k=1 ed buauﬂ

a pak snadno uréime § i 7 Vv rovnicich (14') a (15').
Predevsim je

e ) : - . :
= [erdi — ﬁ\lqm“ (24)
cod Y
a tedy
[ |»~m.m” .Iv\' —ye 5
fle) = <e s e (25)

Z rovnice ( 13) plyne WNEommS k Aww“v. |

: MMZ..S”I@:M@!E_.D&TS”!

i L]
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& limitnim prechodem dostaneme vztah

+w
1
— [ o7&
8

~—

g2 de = o2,

z ndhoZ vypodteme y.
Integral vievo m4 hodnotu

oS N P
~ % e, —Je". =2

takZe B
T
U\ b

1
S

=

= ¢2

o

e

a podle (24)
1
w\ e I”qu. -

Prevracens hodnota multiplikdtoru y je tedy rovna dvojnisobku st¥edni
hodnoty charakteristiky stejnorodosti. Je to tplné obdoba fysikalniho vyznamu
vztahu (16), nebot k7T je dvojndsobnd sticdni hodnota energie molekul, p¥i-
padajici na jeden stupeii volnosti.

Dosazenim do (25) dostaneme koneénd nejpravdépodobndjii rozloZeni

< 3 1 e
(6) = —=—e¢ 22,
f V2rno

Tim dochizime k tomuto vysledku:

V homogennich souborech se stilym rozptylem je nejprovdépodobnéi$i normdini
Laplace—Gaussovo rozlofend. ’

Normslni rozloZeni neni tedy ani v homogennich souborech jediné teore-
ticky mo#Zné rozdéleni, ale je to rozlozeni, s kterym se nejéastsji setkime.

Zavér, ktery jsme udinili, je v plném souhlase se statistickym prizkumem
rozloZenf chyb v homogennich ¥addch mé&feni, t. j- v fadéch sloZenych z méfeni
provedenych za stejnych fysikélnich podminek: stejnou metodou, stejnymi
piistroji a tym# pozorovatelem. O tom svéddi statistické vySetfeni 14 fad
méfeni, o némi jsem referoval v praci [3]. Z tab. IIT (str. 363 této prace)
je zfejmo, Ze rozloZeni v 9 z téchto 14 fad maZeme poklddat dosti ptiblizng
za normélni, kdeZto prvni dvé fady (¢. 1 a 2) maji znateln¥ kladny exces
a posledni tfi fady (8. 12, 13, 14) maji exces ziporny. Statisticky zjisténs
rozlozeni chyb v téchto 14 Yadich jsou tedy zhruba symetricky seskupena

vy

kolem bmu.@um<&m@omovzmum_ro. rozloZeni normélntho.
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