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O PRIAME]J ULOHE TEORIE TELURICKEHO
POLA PRE KRUHOVY VALEC

TIBOR KOLBENHEYER

Katedra banickeho meradstva a geofyziky na VST v Kosiciach

VENOVANE K 50. NARODENINAM AKADEMIKA
DIONYZA ILKOVIGA ‘

Jednou z najdélezitejsich pomdceok pri interpretacii geoelektrickych merani
v aplikovanej geofyzike je porovndvanie hodnét zmeranych v teréne g ddajmi
vyplyvajicimi z tedrie pradovych polf pre Struktiry definované rozlidnymi,

«shu o 8in v

== ’ Q” H
ch 4 4 cos ch % -+ cos v

(1)

priom sa u meni v intervale ( —09, +00), v Vv intervale (—7m,m)a je vhodne
zvolend konstanta, Rovina z = ¢ (% = 0) nech je rovinou zemského povrchy
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a rovinu (z, y) volme kolmo na os valca, Ak polomer tohto je R a vzdialenost

“jeho osi od zemského povrchu H (obr. 1), kladieme

&= VH? - R2 (2)
predpokladajiic v kazdom pripade, #e je H > R. Krivky u = konst. sd potom
kruznice ,

«? : 4

—_ 2 2 — —
(* — o cth u)? + y i \) /
Jednou z nich je rez valca s rovinou (z, y), b,\ 0 @ 7
pre ktory plati ) &l
ST ) .
= u, = arch i = arsh P B (3) A
R R AAC
Krivky v = konst. s obliky kru#nic
2 X
x? IT Aw\ |_| & oom @vm = mmzn v Obr, 1.

s koncovymi bodmi 4 a A’ lesiacimi na, osi z simerne podla osi y vo vzdiale-
nosti « od nej. Hodnotdm » > 0 odpovedsd oblik leziaci vpravo od osi z,
hodnotdm v < 0 oblik lefiaci vlavo od nej (4°QA4, resp. A’PA na krunici
zakreslenej v obr. 1) tak, e obliiky odpovedajtice hodnotém v a — (r — o)
sa dopliiuji na krugnicu (4’PAQ), rovnicu ktorej sme u# napisali.

Stvorec dl¥ky oblikového elementu sa d4 v rovinnych bipolarnych strad-
niciach vyjadrit rovnicou .

2
ds? = =

(chu + cos v)?

ktord odvodime Iahko zo vztahov (1). Z toho vyplyva, ze Laplaceov vyraz
pre Tubovolnd funkeiu V(z, y) sa d4 v tychto stradniciach napisat v tvare [3]

(du? + du2),

AV — {chu 4 cosw)2 (927 @:\V
o o2 [
Laplaceova rovnica méi teda jednoduchy tvar
>V v \
T T =0 )

a, funkcie tvaru - .
(4 ch Zu + B sh Au)(C cos tv + D sin lv),

kde 4, B, C, D a 1 st Iubovolné konStanty, st jej partikuldrnymi integralmi,
Polozime A — 0,1,2,... a budeme predpokladat, Ze sa pridatny potencisl
dd napisat v tvare

W => (4, chnu 4 B, sh nu)(C, cos nv 1 D, sin nv)
=0 .

n

55




a Ze tento rad spliluje vietky konvergendné podmienky, ktoré budeme Speci-

fikovat neskér. Konstanty 4,, B, C,a D, maji odlidnt hodnotu pre vonkajiie

pole a pre pole vo vnitri valca.

Primarne pole je podla predpokladu homogénne a povaZujme ho najsamprv
za rovnobeZné s osou y. Jeho potencidl je teda

ﬁ\aﬂw.@”

kx sin v

ch % + cosv | ®)
cos v ,
kde k je konitanta, ktord PovaZujeme za znimu.

Pretoze v rovine zemského povrchu (t. j. pri v = 0) je normalovi zlogka
hustoty pridu viade nulovéd, musi byt B, = 0 a potencidl vonkajsieho pola
mé preto tvar

V=7V, + M (C, cos nv 4 D, sin nv) ch ny. (6a)
n=0

Bod 4 (obr. 1) m4 stradnicu % —> oo a pretoZe je reguldrnym bodom pola,
potencidl vo vnitri valeca musime predpokladat v tvare

Vo=T, + M (¢, cos nv + d, sin nvjen (6b)
n=0

Konstanty C,, D,, ¢, a d, sa daji uréit z okrajovych podmienok platnych na
ploche valea, ktoré mozno formulovaf takto:

Pewes = Temws -(G0) =L (2 ) (")

ou . 01\ 0u
pridom g, je Specificky odpor vo vonkajSej oblasti ohranidenej plochou valea

a zemskym povrchom, g, Specificky_ odpor vo vnétri valea a pre u, plati
vzorec (3). Z prvej podmienky (7) vyplyva ihned

€. = e" ch ny, O, , d, = e ch nu,D, . (8)

Aby sme viak mohli pouZit aj druhd okrajovi podmienku, musime funkeiu v,
rozlozit vo Fourierov rad podla premenne;j v. :
Funkcia ¥V, definovana vztahom (5) je spojitou funkeiou premennej »
v kaidom bode, pre ktory.w > 0 a vyhovuje zndmym Dirichletovym pod-
mienkam v intervale —x Sv<n Désa preto rozlozit vo Fourierov rad,
ktory v tomto uzavretom intervale konverguje pri kon$tantnom rovno-

merne. Pretote dalej V, je nepérnou funkeiou premennej v, méd¥eme pisat

Vo = M b, sin nv, v (9)
n=1

7

kde koeficient b, je funkciou siradnice u a plati prefi

T
ko  Isin v sin nw
@.. ==
nJ chu 4 cosv

Rant: 1

dv.
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Integrdl na pravej strane tejto rovnice premenime na Aintegril po jednotkovej
kruZnici v rovine komplexnych &isiel a AJ%oN.mamEo ho pomocou vety o re-
ziduu. Méme najsamprv

- aAO_.u oy ®|_.exm~.=e _ @l_.:ev

b, = —-—= . — ~ dv
* 2 e? 4 2chwu -+ e
a po substiticii z = e .
bt
b — tho 2 ) 4 ,
" omY 24 %chu41 0

kde integrujeme v kladnom smere po kruznici | 2| = 1. Podintegralna funkcia

(2 — 1) — 1) -

e = e T 2ah s 1) (

mi tri poly, a to 2 =0,z =2, == —e % a2 — 2, = —e¥, z ktorych vo vnutri

kruZnice lezia prvé dva, lebo predpokladéme u > 0. Laurentov rad funkeie
F(z) v okoli bodu z = 0 m4 tvar

' QI:I.— 9(: lﬁmuuw M " 11
QANVI. u=+~\+ - + ...+ . a,z (11)
n=0
Pritom v désledku rovnice (10)
Oy =limz"" F(z) =1,
=0

a ak oznadime
(22 — 1)(z2* — 1)

2) = = 2"11F(z),
M = e — =
Tahko dokaZeme, %e vo vSeobecnosti
(N)
T A— l%v. (N.=0,1,2,..)) (12)
V désledku (11) mé totiz vyraz
Qe a_, a; —2+ N ~.l.>.+u

pri 2 —> 0 nutne limitu, hodnota, ktorej je alxl.uim. Z druhej strany je viak

N—-1
\ANV - M Q\I=]~+SN§ “
9ls) = —"% “ :

kde druhy &len v &itateli predstavuje polyném v z stupiia N — L mwanﬂm‘mm
vzorca (12) vyplyva pouzitim 1'Hospitalovho pravidla pre vypodet limity
funkeie ¢, pri z — 0. Hodnota rezidua v bode z = 0 je teda a_, = fan!
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V oblasti |2 | < l2 ] je viak

2 _ 2n ad
\ANVHEM%A s~+_l ~:v
2 22 &)

m=0
a koeficient pri z* vo vyraze na pravej strane tejto rovnice ms hodnotu
a4 = (—1)".2chnu,

0 dom sa presvedéime trocha N&rp<%5 clementérnym vypodtom.
Reziduum funkecie F(2) v bode z — 2 je

ay=lim(z—2)F(z) ==\ &\ " 2] = —2(—1)*sh nu,
2z, Ry 2y

takZe koneéne podla vety o reziduu

by = (—1)"+12x g—nu | Vo = 2ka 3 (— 1)1 e=nn gin g (13)

n=1

Ze rad (13) konverguje absolitne & rovnomerne v kazdej oEmmS.:W U,
ak len u, > 0, vyplyva z elementarne;j livahy:

[ (—1)*+1 g=nu gin gy | < e
arad ) e~ je konvergentny. Podobne mo#no dokszat aj absoltitnu a rovno-

n=1
mernid konvergenciu radu

T = M\S«M (—=1)" nem gin no (14)

=1

v tejie oblasti. Ak teda volime u, < u,, pri¢om u, definujeme vzorcom (3),
plocha valea a celé jeho vnitro leg{ Vo vnttri oblasti u > %; a za predpokladu,
Ze rady vystupujice na pravej strane rovnic (6a, b) a ich derivdcie podla «
8U vo svojich oblastiach — vé&itane plochy valca — takties konvergentné —

0 ¢om sa presved&ime neskér — vedie druh4 okrajovs, podmienka (7) ku vztahu

@D

M 2{(xC,, sh nu, + ¢, e7"%) cos nv + (xD, sh %y + d, 67"y sin np) =

H=1

g
= 2kx(x — 1) 3 (— 1)1 g0 gin n ;
A
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v ktorom x znamend pomer Specifickych odporov g,/g, a ktory musi platit

identicky pre vietky hodnoty » v intervale (==, ). Z toho viak vyplyva,
Ze musia platit rovnice .
Nb:. sh N, + &; e Mt — A'wv:.fw M@?Ax . wv ey ;

#C, sh nuy -+ ¢, e = ¢, (15)

Rovnice (8) a (15) tvoria dve linedrne sistavy o dvoch neznamych (C,, D,
a ¢,,d,) a ich rieenie je
C,=¢,=0,
2kox(x — 1)(—1)n+1 g—nuq 4 — 2kx(x — 1)(—1)**1ich nu,

D, = ’ " % sh nau, 4 ch ny,

. (16
" % sh nu, + ch na, (16)

priom treba podotknit, e menovatel oboch zlomkov (determinant prislug-
nych lineirnych sistav) je kazdopddne odlidny od nuly a kladny, lebo » je
svojou fyzikdlnou povahou kladni velitina a %, > 0 v désledku volby sirad-
nicovej sustavy.

Rovnice (5), (6a,b) a (16) predstavuji riefenie nagej okrajovej ulohy,
ak rady

=1

o0
Mb:%iggg 0= v < u,),

a0

M d.e™sinne  (u=wy,),
ne=1 ~
- : (17)

M§U=mr3§m53erM§M§v.

n=1
.M nd, e~ sin no  (u = ug)
n=1
konverguji. Avsak hapr. pri prvom z tychto radov mame
| D, chnusin nw | < | D, chnu, | =

€7 "% ch ny,
% sh nuy + ch ny,

= 2k | — 1|
a pretoZe x sh nu, > 0,
| D, ch nu sin nv | < 2ka | % — 1 e
Prvy zradov (17) konverguje teda absoltitne a rovnomerne v oblasti 0 < u < u,,

B
laMeManvo H.@Q.Mml:s. u.mww&am#oaaumm:g%.
. =1 : ¥

V druhom pripade médme podobne
ld,e ™ sinny | < |d, e~ | < 2koc [ % — 1| e

a absolitna a roviomern4 konvergencia je preto tiez zrejma.

59




V tretom pripade je opit

| n.D, sh nu sin ne | < |nD, sh Ny | < 2kx | x — 1 | m e—nmo

a v Stvrtom

| nd, e sin np | < [ nd, e | < ofy [ — 1| n et

a konvergencia oboch radov vyplyva z konvergencie radu
e %
n et —
M (1 = ¢ wp
n=1
bez akychkolvek tazkosti.

V pripade, e primarne pole m4 smer osi Y, mame teda riefenie uvaZovanej
okrajovej dlohy v tvare

v, = \nT + 20(x — :M_T:E e ch nu sin ny ~
]
n=1

% sh nuy 4 ch nu,
‘ (18)

N “* ¢h nu, sin ny
Vo=1k w..(IHM] iy 80 C 0 .
* ﬁ@ + A ) 2, (=1 % sh nuy 4 ch na,
n=1

Naproti tomu, ak smer primérneho pola je rovnobeZny s osou z, plati
Vo=V =kuz. (19)

PretoZe v praxi meriame napétie obydajne na zemskom povrehu, z hladiska

interpreticie nis zaujima predovietkym vonkajSie pole na povrchu zeme.
Prvé rovnica ( 18) ddva pre tento pripad v

V, = \oﬁ.@ + 20 (% — CM.AI.C:,I

n=1

mi:;mgse
% sh nu, + ch nu, |’

lebo kladieme w = 0, M%E‘Se‘:mom\ (19) plati bez akejkolvek zmeny. Vztah
medzi siradnicami y a mé pri v = 0 tvar

Y=« e@fe, i v = 2 m..oam\m , (20)
ktory mo#no I'ahko om.ASQR z druhej rovnice (1). Zo vzorca pre dizku obliko-
vého elementu vy plyva, Ze y-ové zlozka gradientu Tubovolnej funkeie U sa

v bodoch roviny % — ¢ 44 vyjadrit vo forme

A.@,Qv 14 cosv foU 2 v {OU
dy w—y & Almmnnc ® NA vg
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Ak je teda primdrne pole rovnobe#né s osou ¥, plati pre gradient potencidlu
v Tubovolnom bode roviny zemského povrchu vztah

n e cos ny
% sh nuy 4 ch ny,

v, v X "
AM.‘W_V?O = \nT + 4(x — 1) oo%MM (—1)+

n=1

|- v

O konvergencii trigonometrického radu vystupujiceho na pravej strane rov-
nice (21) sa lahko presvedéime. Plat{ totis .

—nty —nug
_ 7 e cos ny one T —
i %sh nu, + ch n, ch nu,
o«
a konvergencia radu ' n e72% je zrejmd.
n=1

PretoZe v pripade primérneho pola rovnobezného s osou z mi gradient
potencidlu taktie? smer tejto osi a jeho absolutna hodnota je podla rov-
nice (19) &/, teluricky parameter 7' v Tubovolnom bode zemského povrchu
moZno vyjadrit vztahom A

n €7 cos ny
¥
% sh nuy + ch ny,

T =14 4 — :&%WMT:? (22)

n=1

ktory spolu so vzorcom (20) predstavuje siidasne rovnicu teoretickej telu-
rickej profilovej krivky. Telurické anomslia dosahuje, ako sa dalo odakévat,
extrémnu hodnotu pri v — 0, t. j. v podiatku siradnicove] stistavy (=, v),
o dom sa lahko presveddime derivovanim rovnice (22). Hodnota anomélie
je tu .

- n et

% 8h nu, + ch nu,

(UT)exe = 4 — 1) Y (—~121
n=1
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TPAMAA BANAYA TEOPUU TEJJIYPUYECKOTO
MOJIA NI KPYTJIOTO NUJMHIPA

THBOP ROJBEHTAUEP
Buisonamn
B crarse pemmrca KpaeBas 3aja4a TeINTYPHYECKOro Hoirs 1A 6ecKOHeYHOro Kpyraoro

IUIMAAPA C POPH3OHTATRHOM 0CHIO, NpHTeM hprmersierca yno6Ho BhGpaHHan cmeTema Gm-
TOJAPHLIX KOOPIMHAT (v, v), B KOTOPHIX TIOBEPXHOCTE NWIRANPA U IIIOCKOCTSH 3eMCKOM 110-

W BLIBOAATCA TEOPETHYCCKNE 3HAYCHIA TeTYPAIECKOro mapaMerpa BRoTh nonepeaHoro
upodung,

UBER DIE RANDWERTAUFGABE DER TELLURIK
FUR DEN KREISZYLINDER

TIBOR KOLBENHEYER
N:mPBBmSmmmmﬁbm
Die Randwertaufgabe der angewandten Tellurik wird fiir einen unendlichen Kreis-

zylinder mit waagerecht, liegender Achse gelost. Zu diesem Zweck wird ein Bipo-
larkoordinatensystem (u, v} eingefithrt, in dem die Zylinderfliche und die Ebene der

ren Entwicklung auftretenden Koeffizienten konnen an Hand der Randbedingungen leicht
ermittelt werden. Zum SchluB wird die Konvergenz der Lésung bewiesen und der Verlauf
des tellurichen Parameters lings eines Querprofils berechnet.
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