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§ 1. Uvod

V poslednych rokoch vznikol cely rad novych prac v savislosti s istou tilohou
tedrie kmitov Sturmovych systémov a dlohami bezprostredne na #fiu nad-
vazujhcimi. Tedria kmitov Sturmovych systémov vznikla este v minulom
storo¢i. Vychadzalo sa pri nej z jednoduchej fyzikélnej tlohy — kmitania nite
s konednym podtom hmotnych bodov. Matematické vySetrovanie tejto ulohy
znamenalo objavenie celého radu vyznaénych faktov. Napr. dokaz realnosti
korefiov sekularnej rovnice symetrickej matice, vypracovanie teérie Jakobiho
foriem, ako aj teériu redukeie kvadratickej formy na kanonicky tvar. Ostatne

to bola prva uloha na vysetrovanie malych kmitov systému s n stupfiami vol-

nosti. Ulohou sa zaoberali mnohi vyznaéni matematici ako napr. d’Alembert,
D. Bernoulli, Lagrange a ini.

Sam C. Sturm, podla ktorého bola neskér teéria nazvani, objavil pri vy-
Setrovani tejto tlohy cely rad vysledkov z vysSej algebry a tedrie diferencisl-
nych rovnic.

Ako sa ukizalo neskor, teéria Sturmovych systémov mala bohaté aplikicie
tak v réznych oblastiach mechaniky (teéria pozdlznych a torznych kmitov

vl

najréznejsich mechanizmov, teéria plynov a kvapalin v potrubiach), ako aj.

v elektrotechnike (tedria elektrickych filtrov).

Bezprostrednym ~ zovieobeciiovanim tejto tlohy boli problémy, ktoré
vznikli v pripade spojite rozlozenych parametrov systému — kmitanie stran,
ty¢i, pruzin, membran; dosiek, torznych kmitov hriadel'ov, kmitanie vzduchu
v rezonatoroch i teéria elektrickych kmitov vo vedeniach.

Vietky tieto ulohy, ako sa ukézalo, viedli v podstate k Sturm—Liouvillovej
ulohe urdenia charakteristickych hodnét a funkeii.

Z matematického hladiska islo v prvom pripade o riefenie systému obydéaj-
nych diferencidlnych rovnic s prisluinymi podiatoénymi podmienkami.
V druhom pripade iglo o riefenie parcidlnej diferencidlnej rovnice s hranié-
nymi a podiatodnymi podmienkami. Pri tomto riefeni §lo vidy o urdenie
frekvencii vlastnych kmitov prislusného systému na zaklade danych diferen-
cidlnych rovnic a podmienok.

208

Na uaplne novy typ tloh narazime, ak sa poktsime poslednt ulohu obratit.
UvaZujme napr. isty typ skleronémneho konzervativneho mechanického
systému, schopného konaf malé kmity okolo rovnoviinej polohy. Nech je
dana postupnost kladnych é&isiel:

P1s P2 P35 -+ Pas -

kone¢né alebo i nekonedna. V poslednom pripade budeme navyse o tejto
postupnosti predpokladat, Ze jej asymptotické chovanie nie je lubovolné, ale
spliuje isté vhodné podmienky, zavislé od typu mechanického systému
(struna, membrina atd.). Uloha znie: Treba néjst taky systém daného typu,
ktorého vlastné frekvencie budt tvorit prave tito postupnost.

Préve tak ako klasickd tedria kmitov Sturmovych systémov vysla z fyzikal-
nej problematiky aj obratend wloha sa objavila pri riefeni roznych 1loh
z klasickej i kvantovej fyziky. V nasledujicom odseku sa preto pokusime dat
kratky prehlad o tychto ulohdch a pre tie najjednoduchsie otazky podat
priamo fyzikdlne pozadie problému. :

Zmyslom celej prace je podat jednak uceleny a sebestaény prehlad o do-
siahnutyeh vysledkoch, jednak spresnit formuléciu radu znémych vysledkov.
Metéda podania je na niektoiych miestach nova. V predlozenej — prvej —
dasti prace vystadime ,zhruba povedané“ s algebraickymi poméckami.
Problémy vyzadujice pomécky z funkciondlnej analyzy budit predmetom
dal3ej prace.

§ 2. Fyzikalna problematika vediica k ohratenej iilohe

Prvé price, v ktorych bola formulovand obratens dloha, vysla z klasickej me-
chaniky. V prvom rade i8lo o tlohu malych prie¢nych kmitov struny. Takto
prvykrat postavil dlohu V. A. Ambarcumjan [1], hoci uZ predtym mozno
néjst nabehy k podobnému formulovaniu problému v pracach E.L. Inceho[2].
Z.Markoviéa [3] aj W. Mothwurfa [4].

RieSenim obratenej tlohy pre lineidrne pruzné kontinuum sa zaoberal vy-
znaény sovietsky matematik M. G. Krejn v celom rade pric [5]—[10]. v kto-
rych dosiahol pozoruhodné vysledky.

Klasickd mechanika. ako sme uviedli, nebola jedinym vychodiskom pre
obratent tlohu. I v rade problémov kvantovej mechaniky mozno déjst k obra-
tenej alohe. Ako je zname, spektralna analyza diferencidlnych operitorov je
zdkladnym matematickym aparitom pri rie§eni mnohych loh z kvantovej
mechaniky. Preto je velmi prirodzené postavit i tu obratent tlohu — z da-
ného spektra vlastnych hodnét uréit vlastnosti prisluiného diferencidlneho
operatora. Pritom treba poznamenat, %e takto formulovana tloha nadobuda
v tejto oblasti zvldstny vyznam, a to tym. Ze obvykle je najpristupnejsie
experimentalnemu vysetrovaniu prislusné spektrum daného objektu. Ako pri-
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klad moZno uviest vyfetrovanie charakteru jadrovyeh sil z daného spektra
energetickych hladin, alebo tlohy spojené s vysetrovanim vlastnosti krystalo-
vej mriezky z prislusného energetického spektra.

Z tohto vietkého vysvitd, 7e mozno formulovat viacero roznych typov
obratenych tloh. Poktsime sa preto v dalsom podat formuldciu niektorych
jednoduchyeh fyzikélnych tloh, &o poskytne dost nazorny prehlad o réznych
druhoch obrdtenych tloh.

Najjednoduchsi typ obratenej wlohy dostaneme, ak budeme uvazovat do-
konale ohybnd prugnn nit, nestieu » hmotnych bodov.

Uloha 1. Nech je dans dokonale ohybnd pruznd nif, nestca % hmotnych
bodov. Spésob upevnenia koncov nite je dany. Znama je aj dlzka nite 1, ako aj
sila 7', ktorou je nit rozfahovans. Pre tito nit je dand postupnost n kladnych
¢isiel:

0<p <P <. < -

Treba néjst velkost jednotlivych hmotnych bodov, ako aj ich rozloZenie tak,
aby frekvencie vlastnych malych prietnych kmitov nite tvorili uvedent
postupnost. V pripade, Ze uloha nemé jednoznaéné riesenie, treba néjst pod-
mienky zarudujuce jednoznadénost. ‘

Poznémka : Pri formulcii uvedenej tlohy sme predpokladali, Ze v pripade
systému pozostidvajiceho z n hmotnych bodov s = stupfiami volnosti m4
spektrum jeho vlastnych kmitov n frekvencii, n navzajom réznych kladnych
¢isiel. To, pravda, nemusi vidy platit. Ako je zndme, napr. dloha o malych
torznych kmitoch = zotrvadénikov uloZenych na pruznom hriadeli, ktory ms,
zanedbatelne malt hmotu a pritom je na oboch koncoch volny, déva len
n-1 frekvencii (navzijom réznych kladngch gisiel). Okrem toho sme pred-
pokladali, 7e systém, ktorého spektrum pozostdva z n frekvencii, obsahuje
n diskrétne rozloZenych hméot. Ani to nemusi vidy platit, ako plynie uz z uve-
deného prikladu malych torznych kmitov hriadels so zotrvaénikmi.

Na podobnti tlohu ako tloha 1 narazime, ak miesto nite — jednorozmer-
ného Gtvaru — budeme uvaiovat dvojrozmerny — dokonale ohybnt pruznu
membranu o zanedbatelnej hmote s bodove rozlo¥enou hmotou.

Uloha 2. Dané je dokonale ohybné, pruini membréna o zanedbatelne;
hmote, nestica n hmotnych bodov. Tvar membriny, ako aj spésob upevnenia
okraja je zndmy. Napitie 7' je dané. Okrem toho je dand postupnost » klad-
nych é&isiel:

0<p <pp <... <p..
Ulohou je néjst velkost jednotlivych hmotnych bhodov, ich rozlozenie na
membrédne, tak aby frekvencie vlastnych malych prieénych kmitov boli rovné
danej postupnosti kladnych &isiel, a sadasne vysetrit podmienky pre jedno-
znacnost riefenia.

V oboch tychto prikladoch islo o uréenie velkosti a rozloZenia n hmotnych
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bodov nespojite rozlozenej hmoty. Vanika, prirodzene, otdzka, &o sa stane,
ak namiesto koneéného poétu hmotnych bodov budeme predpokladat spodetne
mnoho hmotnych bodov, alebo pripadne spojité rozloenie hmoty, resp.
kombindciu oboch moznosti diskrétneho i spojitého rozloZenia hmoty. Hoci
formuldcia takto postavenych fyzikalnych tloh bude skoro doslovnym opako-
vanim prvych dvoch #loh, v metédach riefenia a vo vysledkoch sa buda oba,
pripady zasadne ligit.

Predovietkym treba poznamenat, Ze kym v prvom pripade islo o systém
s konednym poétom stupiiov volnosti, teraz pdjde o systémy s nekoneéne
mnoho stupfiami volnosti. Bezprostrednym désledkom toho bude, Ze miesto
konetnej postupnosti dostaneme nekoneéni postupnost frekvencii vlastnych
kmitov. Na ziklade prvych dvoch tloh by sa dalo dakat, e pre Tubovolne ne-
koneéne rasticu postupnost kladnych é&isiel bude vidy existovat taky systém,
ktorého frekvencie vlastnych kmitov tvoria uvedeny postupnost. Nie je to
viak tak. Uz v pripade spojitého rozloZenia hmoty kmitavého systému do-
kézal Liouville pre nicktoré Specidlne pripady asymptotické vztahy pre cho-
vanie sa postupnosti frekvencif vlastnych kmitov. Pozri R. Courant, D. Hil-
bert [12]. Preto priformulacii vietkych dalSich tiloh budeme viade najprv pred-
pokladat, Ze dand postupnost kladnych ¢&isiel spliiuje vietky nutné pod-
mienky na to, aby mohla tvorit Postupnost frekvencii vlastnych kmitov
uvazovaného systému. Neskér pri podrobnejSom rozbore jednotlivych tloh
uvedieme tieto podmienky pre kazda dlohu zvlist.:

s () = v

kde 1, st okrem konStanty tmernosti frekvencie vlastnych kmitov struny (konitanta
umernosti je rychlost prieneho vinenia v strune), ! je dizka struny a g(z) je linedrna
hustota struny. Pozri R. Courant, D. Hilbert {12).

Uloha 3. Dand je struna o dlike I, roztahovand silou T, s Iubovolnym
rozloZenim hmoty (t. j. tak spojitym, ako aj diskrétnym). Sposob upevnenia jej
koncov je znamy. Nech .

0<m <p,<... <p, <.

Jje nekoneéns postupnost kladnych &isiel, majtica u% spomenuté vlastnosti.
Treba najst strunu s takym rozlozenim hmoty, aby frekvencie jej vlastnych
malych prieénych kmitov tvorili uvedent postupnost. V pripade viacznaéného
riefenia mame nijst podmienky jednoznaénosti.

Skoro doslovnym zopakovanim formulicie Glohy 2 dostaneme nasledujtcu
ulohu 4.

1 -Aby sme ozrejmili u# teraz, o aké podmienky ide, pripomenime, e je zname, napr.
Ze pre vlastnd kmity nehomogénnej struny so spojite rozloZenou hmotou plati:
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Uloha 4. Nech je dana dokonale ohybnd pruznia membrana s Tubovolnym
rozlozenim hmoty. Tvar membriny a spdésob upevnenia jej okraja je zndmy.
Napitie membriny je 7. Dand je postupnost kladnych é&isiel:

0<m<m<...<p.<...,

ktora spliuje uvedené poziadavky. Ulohou je néjst membrénu s takym roz-
loZenim hmoty, aby postupnost frekvencii jej malych prieénych kmitov tvo-
rila uvedenti postupnost. Treba najst podmienky jednoznaénosti riesenia.

Ulohy 1—4 boli formulované pomocou jednoduchych mechanickych ohb-
jektov. Prave tak dobre ich mo#no formulovat na ziklade prislusnych pojmov
z tedrie torznych kmitov hriadelov, z teérie elektrickych kmitov v ¢lankovych
vedeniach, pripadne v dlhych vedeniach alebo z teérie woN&mESw kmitov ply-
nov a kvapalin v potrubiach.

Napr. ak by sme chceli filohu 1 formulovat pomocou pojmov z tedrie elek-
trickych kmitov, stadilo by zamenit hmotny bod idedlnou indukénostou
a jednotlivé tseky nite odpovedajtcimi kapacitami zapojenymi tak, aby tvo-
rili retazec premosteny indukénostami.

Na rozdiel od dosial uvaZovanych tloh, ktoré sa lisili predovietkym tym,
Ze v prvych dvoch i8lo o ststavy so ststredenymi parametrami, kym v posled-
nych dvoch o sistavy s Tubovolne rozlofenymi parametrami, mo#no urobif
dalie zovSeobeciiovanie obratenych uloh tak, %e budeme uvaovaf systémy

v

s Tubovolne rozlozenymi parametrami vyssich typov. Pod mechanickymi
systémami vySSich typov budeme rozumiet systémy. pre ktoré diferencidlna
rovnica malych kmitov je rddu vysSieho ako druhého. Dostaneme takto
1 obratené ulohy vyisich typov.

Pre jednoduchost sa opit obmedzime na formulovanie tychto uloh na z4-
klade mechanickych predstdv. Na to stadi zamenit v poslednych dvoch tlohich
strunu tyéou a miesto membriny uvazovat dosku.

Uloha 5. Dan4 je tenkd pruzna ty¢ konstantného prierezu ¢, o dlzke I s Fubo-
voInym rozlozenim hmoty. Tvar prierezu a spbsob upevnenia koncov tyée je
mmamy: Rech = <y <py <o < <
je nekonedén4 Huoﬁc%:b,m,m kladnych &isiel, vyhovujtca istym spominanym pod-
mienkam. Treba néjst ty& s takym rozlozenim hmoty (za predpokladu, e modul
pruZnosti v fahu E je nezavisly od prisludného rozlofenia hmoty a je kon-
Stantny), aby frekvencie jej vlastnych malych prie¢nych kmitov tvorili uvedent
postupnost. Treba najst podmienky pre jednoznadnost riefenia.

Podobna wloha pre dvojrozmerny pripad je tloha 6.

Uloha 6. Nech je dana pruzné tenka doska o konstantnej hribke %, s 'ubo-
volnym rozlozenim hmoty. Tvar dosky, ako aj hranitné podmienky dosky st
znéme. Nech je okrem toho dand postupnost kladnych &isiel:

0 A&u_ ANwm A iEE \/wm: A
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ktord spliiuje eite dalsie, uz spominané podmienky. Za predpokladu, Ze
elastické vlastnosti materidlu dosky, charakterizované modulom pruznosti
v tahu & a Poissonovou konstantou m, sU nezavislé od rozlozenia hmoty a st
konstantné, treba najst dosku s takym rozlozenim hmoty, aby frekvencie iej
vlastnych malych prie¢nych kmitov tvorili uvedens postupnost. V pripade
viacznadnosti rieSenia, treba, néjst podmienky zarudujace jednoznaénost.

Z tohto kratkeho prehladu vidno, Ze existuji jednak obritend ulohy pre
slistavy s koneénym stupiiom volnosti, jednak tlohy Pre stistavy s nekonedne
mnoho stupfiami volnosti. Glohu patriacu k prvému druhu tdloh budeme
nazyvat obrdtenouw Sturmovou dlohou;, kym v druhom pripade budeme
hovorit o obrdtene; Sturm — Liowvillovej ilohe. Pri tejto tlohe budeme rozligo-
vat aj rad ualohy, pridom rdd obratenej tlohy bude radom prisluiného dife-
rencidlneho operdtora. Ako vidno, mozno uvazovat jednorozmerné i viac-
rozmerné obratené ulohy. Tym viak celkové klasifikdcia obratenych dloh nie
je vy&erpana. Pri kazde; obratenej tulohe sme zvlast zdéraziovali otazku
jednoznaénosti riesenia. D4 sa toti I'ahko ukdzat, 7e vietky takto formulo-
vané obritené ulohy nie su jednoznaéné. PrvynatoupozornilN. Levinson [13].
Preto v dalsich pracach sa hladali nutné, resp. postadujice podmienky na to,
aby tloha bola jednoznaéns. Ako sa ukazuje, je moiné zarudit jednoznadénost
rieSenia obratenych tloh vidcerymi sposobmi, o m za nasledok rozne formu-
lacie tej istej obritenej ulohy. Medzi prvymi, ktori rieili tieto otdzky, treba,
spomenut u? uvedeného N. Levinsona, dalej V. A. Maréenka [14],
G. Borga [15], L. A. Cudova [17], ako aj u# spominaného M. G. Krejna
[5, 8, 11].

Medzi obritenou Sturmovou tulohou a obratenou Sturm—Liouvillovou
tlohou nie je len formalny rozdiel, ako by sa na prvy pohlad mohlo zdat.
Tak vo vysledkoch, ako i v metédach riesenia je zasadny rozdiel. Prva z nich
moZno riesit veelku algebraicky, kym druh4 z nich vyZaduje metédy funkcio-
nalnej analyzy.

'Z tohto dévodu sa budeme zaoberat v prvej dasti prace, ako sme ug po-
znamenali, obratenou Sturmovou tlohou a. v druhej asti venujeme pozornost
obratenej Sturm — Liouvillovej tlohe.

§ 3. Vieobeena formulacia Sturmovej ulohy

Prv nez by sme prikrogili k matematickej formulicii obratenej Sturmovej
tlohy, uvedieme si nasledujiicu definiciu:

Definicia 3.1, Mechanicky systém budeme nazgval Sturmovym systémom, ak
kineticki o potencidlnu energiu tohto systému mosno vyjadrit v tvare

H—1

H - M 45 s V= M a;q; — 2 M :9:9is1.

=] fa=] i=1

b, >0, (=12 .. .,n—1)
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t. j. kinetickd energia neobsahuje stdiny réznych zovieobecnenych rychlostf
a potencidlna energia je normalna Jakobiho forma.

Poznéamka 1. V definicii 3.1 sa 0 normalnej Jakobiho forme pre potencidlnu
energiu ni¢ viac nepredpoklada. V tejto praci budeme viak viade v daliom
predpokladat, ze kvadratickd forma pre potencidlnu energin ¥ je pozitivne
definitna.

Poznadmka 2. Koeficienty a;, b;, ¢, z definicie 3.1 st urdené jednak vlast-
nostami prisluSného mechanického systému, jednak volbou zovieobecnenych
stradnic. Odhliadnuc od tejto poslednej skuto&nosti st koeficienty a,, b; z4-
vislé od formy vézieb v danom systéme, kym koeficienty ¢, si urdené vel-
kostami hmot sm; prislusnych hmotnych bodov. (Medzi ¢, a m; plati totiz
systém n linedrnych rovnic.) Co sa tyka koeficientov a,, b; je situacia pod-
statne zloZitejSia, pretoZe st zavislé od vizieb v systéme, a teda koniec koncov
st funkeciami poldh jednotlivych hmotnych bodov. Tato zdvislost méze byt
velmi rézneho charakteru. V jednoduchych pripadoch méseme pomerne fahko
uréit zo znalosti a;, b; priamo polohu jednotlivych hmotnych bodov. V zloZi-
tych pripadoch dostdvame algebraicky, pripadne transcendentny systém
rovnic pre nezndme stradnice, urdujace polohu hmotnych bodov v systéme.
O tomto systéme budeme viade v dalsom predpokladat, Ze je riefiteIny. Takto
otdzku urdenia rozlozenia hmét v Sturmovom systéme budeme povaZovat za
rozrieSent, ak budeme poznat koeficienty a;, b;, ¢; pri danom systéme zo-
vieobecnenych sdradnic. Vzhladom na tato pozndmku mo¥no formulovat
nasledujicu tlohu:

Obratend Sturmova uloha. Dany je isty typ Sturmovho systému (t. j.
je zndma zdvislost keeficientov a;, b;, ¢; z definicie 3.1 od rozlozenia hmoty
v systéme v uréitom systéme zovSeobecnenych saradnic). Nech je okrem toho
dané postupnost n kladnych disiel: .

0 <p <po<oo. <Py <0,
Mame ur¢it rozlozenie hmét v systéme tak, aby frekvencie vlastnych malych
kmitov systému boli rovné danej postupnosti kladnych éisiel.

Poznamka 3. Skor ako by sme skimali bliz&ie otézky riegitelnosti a jedno-
znadfnosti rieSenia takto formulovanej tlohy, treba uviest, ¥e doteraz bola
v literatare — pokial je ndm znime — jednoduchsia tloha, ktors predstavuje
Specidlny pripad nami formulovanej vieobecnej obritenej tlohy. Pre spo-
minany 3peciilny pripad potencidlna energia systému V mé tvar:

V= M&&STI — )% (% = ¢us1 = 0)
i=0 :

Lahko moino ukédzat, Ze skutoéne ide o Sturmov systém. Potencislnu
energiu z definicie 3.1 moZno po malych upravach pisat v tvare

n—1

V= M (@ — b, — b, ) g% + M bi(qiy — 4%
i=1

i=1
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kde
by=1"5,=0
Ak je Specidlne
@ —b;— by =0 (bg =b,=0)

pre ¢ = 2,3, ..., n-1, dostaneme uvedeny tvar potencialnej energie, pritom je

dy = a; — by,

&; =a, — @;lwu
a

d;=1b,;
pret=1,2,...,n — 1.

Typickym pripadom mechanického systému, ktory ma potencialnu energiu
uvedeného tvaru, je pruZna nit o # hmotnych bodoch. Obratend alohu pre
tento Specidlny pripad potencidlnej energie Sturmovho systému budeme na-
zyvat $pecidinou obrdtenow Sturmovou d#lohou. Na zdklade tejto klasifikicie
uloha 1 pre pruznd nif je Specidlnou obratenou Sturmovou tlohou. V dalsom
sa budeme zaoberat touto alohou. Prv neZ by sme prikrodili k uvedeniu
vysledkov o tejto lohe, aby sme lepiie osvetlili problematiku, musime rozobrat
priamu dlohu pre pruini nit s » hmotnymi bodmi. Potom si zavedieme rad
pojmov a odvodime niekolko viet, ktoré ndm budu uZitotné pri obratenej
tlobe. Nakoniec uvedieme rieSenie Specidlnej obratenej Sturmovej tlohy,
ktorého autorom je M. G. Krejn. Zaverom sa zmienime o niektorych veobec-
nych vetdch, tykajicich sa Specidlnej obritenej Sturmovej tlohy.

§ 4. Riedenie priameho problému pre ulohu 1

Definicia 4.1. Pod nitou budeme v¥ade v daldom rozumiet kazdy jednorozmerny
materidlny systém o zanedbatelnej vlastnej hmote.

Poznidmka 1. Matematické vyjadrenie dokonalej ohybnosti nite spodiva
v tom, Ze ﬁm%wﬁ@. vznikajGce v niti upevnenej na oboch koncoch st pri vy-
chyleni nite z rovnovaine] polohy rovnobeiné s dotydnicami k okamZitému
profilu nite.

Poznidmka 2. Pruinost nite znadi, #e napitia v niti mozno poditat podla
Hookovho zikona.

Poznamka 3. Uvedené vlastnosti ma kazdé pruzné teleso, ktorého dlika
podstatne prevysuje ostatné rozmery a je rozfahované znadne velkou silou 7,
takZe mozno napéatia vznikajice pri ohybe nite zanedbat voéi celkovému tahu.

V dalom budeme vySetrovat iba prietne kmity nite s n hmotnymi bodmi,
t. j. budeme predpokladat, Ze nif kmitd v rovine a jednotlivé elementy nite
kmitaji pozdl# priamok kolmych na rovnovainu polohu nite. Predpoklad
malych kmitov sa prejavi v tom, Ze budeme zanedbavat vietky vysSie moeniny
(po¢inajic druhou) relativneho predizenia lubovolnej ¢asti nite.
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Majme teda nit uvedenych viastnosti, o dizke I, roztahovani silou 7, pridom
nit mé » hmotnych bodov a tieto sg otislované zlava doprava od 1 aj do n.
Nech ich hmoty st My My, oo smy,_y, m, a vzdialenosti medzi nimil, 1 4, ..., l,,
kde I, = 0 je vzdialenost prvébo hmotného.bodu od Tavého konca nite a I, > ¢
vzdialenost od pravého konca nite.

Kmitanie nite zavisi aj od spdsobu upevnenia koncoyv nite. Viimnime si iba,
tri typy upevneni:

1. Pravy koniec nite je volny a lavy upevneny — nit N,,

pravy koniec nite je upevneny, Iavy je volny — nit Ni.

2. Oba konce nité st pevne upevnené -- nit N,.

3. Oba konce nite st volné — nit N, .

V pripade voInych koncov nite, vec moino realizovat tak, e koniec nite
opatrime prstencom o zanedbatelnom polomere, ktory sa volne kize po doko-
nale hladkej tenkej ty&i, kolmej na rovnovéinu polohu nite.

V prvom a tretom pripade je mozné pripustit, Ze sa hmotné body nachadzaja
ina koncoch nite, t. J- by = 0,1, = 0, 8ize mozno uvazovat i taky model ststavy,
kde prstenec mi koneénti hmotu. Posledny pripad mé za ndsledok, e pri
rieSeni vzniknt isté komplikicie, a to najmé v tretom pripade, ked sa nit moéze
pohybovat v désledku vlastnej zotrvaénosti v jednom smere. Treba teda
rozliSovat |, skutoéné frekvencie od »forméinych® frekvenci kmitov nite.
Pozri F. R. Gantmacher a M. G. Krejn [18].

Zvolme za kladny smer osi ¥ jeden z kolmych smerov k rovnovaznej polohe
nite. Za uvedenych predpokladov poloha, jednotlivych hmotnych bodov je
udand vychylkami Y15 Y25 - -5 Y. Z TOVNOVAINE] polohy.

Pre kinetickt a potencidlnu energiu tohto systému bude platit :2

* Potencidlna energia nite s » hmotnymi bodmi je rovns
n

V=731T.4,,

kde AI; su predizenia, jednotlivych tsekov nite pri jej vychyleni z rovinovéinej polohy
a potencidlnu energiu systému v rovnovainej polohe sme poloZili rovna nule. Podla
uvedeného predpokladu 0 malych kmitoch, vyplyva

Al ]2

t. j. A, 1

7 CN.N F Yier — i) — Nﬁ.v
1 2
2 K05 Wi — yi)® /1 o Wi — 9 Givr — ) 241
iy B —21/1 4 = — =
TL ' I 2)1+ I 5 G =0
a z toho L e — oy
Al = & ’
.. 7
dize Vo= T M (Yivr — y2)®
2 L i
1==0
kde Yo = 0, Yu = 0.
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I3 .

1 EN\
T = MME&\T V= -

=0

»

1
NJ. Q\IA - .\S,vm., Aﬂv

kde
A8

N\c = w\:.: :

'Z poslednych dvoch vztahov vidno, e uvaZovany systém je Sturmovym

ip s . ; ' ymi rovnicami:
systémom. Kmitanie systému vyjadrime l.agtangeovymi ro

afory <V _y (=12 .., n
de \ 9y, ¥,
alebo y
(Y — . 4o 7 di) 9
my; + T AWNI.S_ - v 0 (2)
S“N\J: o (t=1,2, ..., n)

Rovnice (2) predstavuji systém linedrnych ,:Hamwnosoﬁg%or ~.o<,_‘_~mo. Wwowmiﬂ
tohto systému budu vlastné vychylky _::..abu:w_o bodov voéi rovnovéine]
polohe. Riefenie tychto rovnic (2) budeme hadat v tvare

Yo = A;e. 3)

kﬁoikﬁ.i.ww R Q”.—.“Nuesv

kde 4, a 2 st konstanty. Po dosadeni (3) dv (2) dostaneme sistavu homogén-
nych rovnic vzhladom na ken$tanty A4,

gt Q« )
T /A g =0, 4) -
A Ay + ASLM + ) 4 I, \_?.H (4)

). i =1,2,...,n
Ay =4, ! (e )

Tato stistava homogénnych rovnic bude wat nenulové riesenie len vtedy,

ked determinant ststavy (4) je rovny nule:

T T T
2 S 5z [ —
Esu&. l*l NO + NH 3 NH
T 7 T r
l.luwlw Esmtml_llel ’leu ll\u
T T T = 0.
_ M , MmqA? | \»\ + IN,M - N[w (5)
......................... " N \W lm“
\;r‘u ’ SNFN w N:|H N«

: Yand : 4 né nule. Determinant (5
Pritom nevyznadené prvky m@g~.5=5__:__mc rovne : s ()
. y : . o Ak v rovnici
predstavuje pre A2 rovnicu n-tého stupnia. \K

5) zavedieme miesto
: L ; staneme sekuldrnu
2%, —x a rovnicu (5) vydelime stdinom M - - - ., dostaneme
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rovnicu normélnej Jakobiho matice. Ako je zndme, normalna Jakobiho matica
méa vietky svoje charakteristické &isla reslne a jednoduché. Pozri [18].
Naviac mozno ukézat, ze vietky x (t. J- —22) budd kladné. Aby sme to

N‘ ; . . j :
dokézali, zavedme nové nezndme v systéme (4) vzfahom

B, = — NIMA\MEI»ATL“ (=12 ...,n+1)(6)
a oznaéme , liy .
Jir = 7 (7)
dostaneme tento systém homogénnych rovnic:
9o By + 4, =0,
—B, + mi24, + B, = 0,
—4,+ 9.8, + 4, = 0,
— B, + myA%4, + B, = 0, (8)

|.W;I.~ I_l Skmenﬁ.k IT .wk = Ow
. llkAz + Q;ma = Ou

ktory je ekvivalentny systému (4) [s pribranim systému (6)]. Nenulové riesenie
tohto systému bude existovat opit len vtedy, ak bude platit

9o 1 |

—I  mA 1

—1 ) 1

—1 m, A2 1

—1 /P
kde na prizdnych miestach st prvky rovné nule. Ak v tomto determinante
vymenime stlpce za riadky, dostaneme determinant znamy z tedrie refazovych
zlomkov — tzv. kontinuant. Aviak koneény n-élenny retazovy zlomok sa
rovnd nule vtedy, ak jeho n-ty zbliZeny &itatel je rovny nule. Preto rovnicu (9)
moZno pisat v tvare
1]
| m, A2

1, 1]
+ l9: [ m,A2

1] 11
pLF AT ==
_ Q 2 _3&.\«&.& _ Q a
Retazovy zlomok v (9) bude mat n-ty zblizeny gitatel rovny polynému
n-teho stupila pre A2 s kladnymi koeficientmi, ako to plynie zo §truktiry tohto
zlomku. Preto musia byt vietky A2, ak maju byt koreiimi (9), zaporné, ¢. j.:

9 + +

=} 0.  (10)

. 2= —at, (11)
kde w je reilne.

218

Rovnica (5) ma teda 2n korene rydzo lmagindrne pre /. pridom vidy po
dvoch su komplexne zdruzené. Partikuldrne riefenie pre j-t stradnicu bude
predstavovat harmonické kmitanie s frekvenciou o,

Y = \A&n elwn! -+ xﬁ}, @IE:ZQ G =1, N LR Sv Awwv
kde prvy index sa vzfahuje na saradnicu a druhy na frekvenciu. 4, je kon-
Stanta komplexne zdruZend s 4. Vieobecné riefenie pre j-ti stradnicu bude
superpoziciou % harmonickych kmitov o frekvenecidch

W, Wy, ...VE\FIHMS:u AHWV

ktoré si vlastnymi frekvenciami uvaZovanej ststavy

H
Y = M (A eiort 4 Ay ek, (14)
k=1
Ostava urdéit konStanty 4, resp. kAll Pre kazda frekvenciu w, dostaneme
dosadenim do (4) ststavu n# rovnic pre hladané konstanty 4,,:
1 1 1 1
— A4, ,+A§.Sm.l“llv\»...fim_ﬁ..ﬂo. (15)
Gy T F TE g g T T g
Vzhladom na to, Ze idé o homogénnu ststavu rovnie, je touto ststavou
urdeny pomer vsetkych A4, k jednému z nich. Zvolme za I'ubovolni kon-
Stantu A, potom vietky ostatné 4, (pri pevnom k) moZno vyjadrit pomo-
cou 4,;. Koeficienty imernosti medzi 4, a 4,
Ay
Ay

g = j=1,2,...,n) (16)
nazyvame preto rozdelovacimi koeficientmi amplitid. Pozri Strelkov [19]. Po
zavedeni tychto koeficientov do systému (4) dostaneme ststavu, ktord plne
urdi tieto koeficienty, kedZe ako sa mo¥no lahko presvedsif, determinant tejto
ststavy je od nuly rézny. Vyhodnejsie bude tieto koeficienty poditat zo
ststavy rovnic (8). Zavedme preto e$te pomocné koeficienty:

B (=12 ...,0+1)

R T k=12, ..., n) )
Tak dostaneme:
9oTor = —1,
—Noe + Mk = mof,
DNt + e = +1.
1 — MyWiieay + Nop =0, (18)
— &y + Go¥ur + Ex =0,

@
R/ T W i UM O LW r_l Wk = 0.



Pritom sme vypustili poslednt rovnicu zo sustavy (8),
zavisld od ostatnych rovnie. Determinant saustavy (
koeficienty ¢;, (j 4 1) dostaneme:

pretoZze tato je linedrne
(18) je rovny g, a pre

9o |
—1 1
40 1 1

-1 —mw} 1 ... 0

— 2
Fo 1 I.SQ..‘Q..I_LLGC» > Hv 0 §

<

lﬂv Qw.vluv
-1 0 1

O lHu I..E@zmcw“ 1

alebo ak presunieme (25 — 1)-ty stlpec na miesto druhého stlpea a vytkneme
z neho —1, dostaneme -

o 1 M
—1 —mo} 1 |
—1 g1 1 \
h
1 -1  —m 0} 1 |
i = — * (j=2
Qc -1 Q.u.l“— O H “ s H \;v
-1 1 0 “
g 1 ﬂ,
-1 —mw? 1 _
Pouzitim Laplaceovej vety dostaneme:
L% 1 |
& -1 —mw? 1 _
1 —1 1 %
£ e 9 -
7t .S; ; ) 5 s C” 2 wu 3\VAH©v
| —1 —m,m; 1 |
! !
i —1 Yin |
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Determinant (19) je opit kontinuant, a preto moZno ¢;, potitat ako posled-
ného zblizeného &itatela refazca

i
| —my0}

ST T ¥ R V (20)

|91 _ — My} | Fj-1 !

G=23,...,n)

1
NAQQ -+

Vztahmi (19) a (20) sG urdené vsetky e,(j = 2,3, ..., n) odpovedajice
frekvencii w,. Kedie podla (16) st ¢, podielmi komplexnych &isiel a ¢, ako
to vidno z (20), st redlne, je to len vtedy mozné, ked argumenty vietkych
Au(f = 1,2, ..., n) st rovnaké.

1 .
Ay = 35 ik &L, (21)
1 @,
kde 5 Gt je modul a ¢, argument rovnaky pre vietky 4, (k pevné). Poutitim

rozdelovacich koeficientov moino posledny vztah zapisat v tvare

1 )
4, = 5 Gk ek,

Partikuldrne riefenie (12) moZno napisat takto:

1 — . .
QW_M =y Ma«n&m\.aAQZS»~4ﬂ~l — e :E».IAELV Qv Nn i Hu Mu . S\V

alebo
Y = Ay €08 (ot + @) (22)

a vieobecné riefenie je:
n

= .Ma;.m:, cos (it + @), (G=12,...,n) (23)

k=1

kde ¢ st urdené rovnicami (19) a (20) a w, vztahom (10). Ostdva urdit kon-
Stanty a;, a ‘¢, pre k = 1,2, ..., n. To je presné 2n konstant a tieto mozno
uréit z 2n podiatoénych podmienok. Fyzikalna interpreticia nijdeného vy-
sledku je takdto: Vlastné kmity kazdého hmotného bodu su zloZené z n harmo-
nickych kmitov s vlastnymi frekvenciami sistavy o, priom harmonické
kmitanie s frekvenciou w, sa deje pre kazdy hmotny bod s rovnakou alebo
s opacnou fazou, a ak je dand amplituda niektorej harmonickej zlozky o fre-
kvencii w, pre jediny hmotny bod, st tym urdené amplitady vietkych harmo-
nickych zloziek o rovnakej frekvencii pre vietky ostatné hmotné body.
Treba poznamenat, Ze obvykle nemusime poznat abscliitne hodnoty amplitad
a podiatoénych faz. Pri vySetrovani vlastnych kmitov ma podstatnt délezitost
poznanie vlastnych frekvencii a rozdelovacich koeficientov amplittd. Z tohto
dévodu systémy rovnic (4), a najmé (8), maja zasadny vyznam. Riefeniu
systému (8) sa venovalo vela pozornosti pre jeho délezitost pri rieSeni mnohych
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uloh z technickej praxe. V praci K. Klottera [20] je uvedenych 28 spésobov
riesenia tohto systému. ¢

Priklad 4.1. Dana je nit o dlzke I = 160 cm, s tromi hmotnymi bodmi
o hmotéch m, = 2g, m, = 1g, m, = 3g, pridom je roztahovani silou
T = 10 Mdyn. Vzdialenosti jednotlivych hmotnych bodov st I, = 20 cm,
I, =40 cem, I, = 60 cm, I, = 40 cm. Nit je upevnenda na oboch koncoch. Treba,
nijst vlastné frekvencie a maticu rozdelovacich koeficientoy nite,

Frekvendénd rovnica bude zniet:

Ll +m+rF+ﬂf_up

M —3w?

1, 1]
Pttt

=t

pridom vo zvolenej stistave fyzikdlnych jednotiek vyjde kruhova frekvencia
v kHz. ZbliZené zlomky retazového zlomku na Tavej strane rovnice su:

—40? + 1 —16w?2+6 16wt — 1002 + 1 960! — 762 4- 12
—20w? ° —8w?-+1° 8wt — 3w? 7 48wt — 2602 4 1 °

—2880° 4 2440 — 4602 + 1 —11520° + 107204 — 26005 1 16
—1440 + 860 — 6w® 7 —576w° |- 3920 — 50w? 1 1

Pre w? dostdvame teda rovnicu:

1152008 — 10720% + 2600w% — 16 — 0,
ktord m4 korene:

®1p = +£0,30798, @, = +0,50000, 5 = +-0,76531,

a teda vlastné frekvencie su:
w, = 307,98 Hz, w, = 500,00 Hz, w; = 765,31 Hz

a vlastné kmitodty: 4
v, = »mvow He,

vy = 79,57 Hz, v, = 121,80 Hz.

Pre rozdelovacie Wommﬁmbﬁ% platia vzfahy:

S = Hu
1 H_ H_
L= — ——— e : =12 3
m»» N AN + _ IMSMI*I _ %vn A\n > & V
1 1 _ 1 _ 1 _ 1]
=12 S pod
éize:
e =1, &y =3 — 8wl, g = 480} — 38w} + 6
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a matica rozdelovacich koeficientov je:

1, 1, 1,

2,24 1 —1,69
2,83 —0,5 0,21
Vychylky st teda dané vztahmi:

Y1 = @y 008 (ot £ @1) + ay, cos (wyt - P2) + a3 cos (wyt + Ps)-
Y2 = 2,240, cos ()t + ¢,) + a,, cOS (w4 @,) — 1,69a,, cos (wgt + ¢4).
Ys = 2,83ay cos (w,f + ¢,) — 0,50a,, cos (st +- @5) + 0,21a,, cos (wyt + @s3)-

Konstanty ay,, a,,, a,,, @1, Py, @3 by sme urdili zo Siestich podmienck, po-
¢latodnych vychyliek a rychlosti vietkych troch hmotnych bodov.

§ 5. Zavedenie pojmov poddajnosti a tuhosti.

Uvedenému spdsobu riesenia rovnic (8) moino dat velmi ndzorna fyzikdlnu
interpretdciu zavedenim niektorych jednoduchych pojmov, charakterizujtcich
Struktaru kmitavého systému. Tieto pojmy boli vyhodne pouzité aj pri riesen i
obratenej tlohy M. G. Krejnom. Zavedieme si nasledujice pojmy: tuhost
a poddajnost k-teho tseku nite, dynamickd tuhost izolovaného hmotného
bodu, dynamické tuhost viazaného hmotného bodu a dynamickd tuhost
a poddajnost nite. Poznamenajme, Ze tieto Pojmy nie sit v literattire dostatodne
presne definované. .

Definicia 5.1. Tuhostou L-teho dselu nite ¢ ‘budeme nazgval podiel:

T

HN.J

kde I, je di%ka tohto useku a T je sila roztahujica nit.

Poznédmka 1. Fyzikilny vyznam tuhosti k-teho tseku nite dostaneme
nasledujicim spésobom. Uvazujme tsek nite o pdvodnej dlzke I,,. Za poso-
benia sily 7' sa predl#i tento tsek o dlzku Al — l; — lyy. Podla Hookovho
zékona plati T = kon¥t Al,. Vzhladom na to, Ze o sile 7' sme predpokladali,

Ze je natolko velkd, aby platilo I, > Uy, je za uvedeného priblizenia kongtanta
tmernosti rovng Wv t. j. tuhosti k-tého tiseku nite; &im kratsi je tsek nite,
k
pri danej kontantnej sile 7', tym je ,,tuhsic.
Poznamka 2. Poddajnostou k-tého tseku nite g, budeme rozumiet pre-

vratentt hodnotu tuhosti:

Ci

Iy
I = e

Fyzikilny vyznam poddajnosti je opét ndzorny: &im dlhsi je usek nite, pri
kongtantnej sile 7. t¥m viac sa nit predlzi — nit je -poddajnejiiacc.
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Definicia 5.2. Dynamickou tuhostow izolovaného hmotného bodu h, ktory kond,
harmonicky pohyb po priamke, voldme zdporne vzaty podiel z velkosti zofrvatnej
sily hmotného bodu R a vijchylky tohto bodu:

R

Ty
Poznédmka. Fyzikilny vyznam tohto pojmu je nasledovny:
Barmonicky pohyb o kruhovej frekvencii o, je dany rovnicou

¥+ oy =0,
dize plati
L
y
Zaroveti plati
F

Yy Yo

£,

3

e 2
: Yy
kde F je velkost vonkajej, harmonicky sa s dasom meniacej sily, F, jej
amplitida a y, amplitada vychylky. Z poslednej rovnice vyplyva

amplitida vychylky je tmernd amplitade vonkajgej sily; z toho plynie, %e &im
vacsia bude dynamicka tuhost izolovaného hmotného badu, tym mensia bude
amplitida jeho vychylky pri danom F,. Z predchidzajtceho vztahu vyplyva
a) to, Ze pri velmi velkej frekvencii vonkajsej sily sila o koneéne; amplitade
vyvolad len nepatrnd vychylku.

Definieia 5.3. Uvagujme nit s n hmotngmi bodmi, lubovolnim spbsobom na
oboch koncoch wpevnenti. Nech na k-ty hmotny bod pésobi harmonickd sila
F = F, sin wt. Viedy dynamickou tuhostou H & viazaného k-tého hmotného bodu
budeme wvolat podiel medzi velkostou sudtu zloSick vdetkyjch sil, veniknutgch
v ddsledku pésobenia, harmonicke; sily (t. 4. zotrvaénijch a vdzbovyjch ) a pdso-
biacich na k-ty hmotng bod, ku vyjchylke tohio k-tého hmotného bodu.

Veta 5.1. V pripade nite' N, (na oboch koncoch upevneney ) plott pre HP vztah

@I@ wh
.mw ]\w\n(._lws\al‘!«wbv

kde by je dynamickd tuhost izolovaného k-tého hmotného bodu a B 9% st tieto

3

X Yk

refazové zlomky:

Br 1] 1]

LaC Ay . I N
X G-t F _FTH amwlw ™
O oo Mo 1]

Vi =8 _\sl; T ::.i +

Pozndmka. Pojmy dynamickej tuhosti izolovaného hmotného bodu a dy-
namickej tuhosti viazaného hmotného bodu st dva zisadne rozdielne pojmy
a ani v pripade, Ze sa nit skladé z jediného hmotného bodu, nie je dynamicks
tuhost tohto viazaného hmotného bodu rovns dynamickej tuhosti izolovaného
hmotného bodu. V pripade nite upevnenej na oboch koncoch totiz plati:

1 1
WNAMVH’AITN& IT’!u
! 9o ! ]

kde £, je dynamicka tuhost izolovaného hmotného bodu a go, ¢ sU poddajnosti
jednotlivych tsekov nite.

Dékaz. Podla definicie plati pre dynamicki tuhost k-tého viazaného
‘hmotného bodu vzfah:
@ = —H MNVS;

kde @, je set zotrvadne; sily B, a y zloZiek vizbovych sil ¥ ¥» Y p—y oboch
susednych tsekov nite; y, vychylka k-tého hmotného bodu nite. Pre @, teda
plati:
Q=R — Y, +Y.,.
Vzhladom na to, Ze k-ty hmotny bod bude konat harmonicky pohyb s fre-
kvenciou w, ktorého rovnica znie

Yi + oy, =0,
dostaneme:
F.,S. + n\.lHA,S fd QTL - o‘.@\.f - N\L = I.@».&.T =12 ..., n) (24)
kde
Yo = Ou Yor1 = 0
a

st i=k
TN+

Zavedenim novych neznamych vztahmi:

me:u..m\\lw“@\.]uvl.@m CH”_;MquQJS\ITMv

dostaneme systém rovnic dplne podobny systému (8) s tym rozdielom, e
tentoraz nebude systém homogénny. Pre k-ta stradnicu dostaneme :
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kde D, je determinant z rovnice (9), sta&{ iba v fiom zamenit m;A? dynamickou
tuhostou izolovaného j-teho hmotného bodu h;. Pre determinant D, plati:

o 1 0
—1 k1 0
—1 g, 1 0
5 —1 A, 1 0 (25a)
o a
‘ ~1 gy O
-1 =@ 1
0 g, 1
0 —1 g,

Rozvedenim tohto determinantu podla 2k-tého stipca a pouzitim Laplaceovej
vety dostaneme:

Dy = — B0 s
kde §, a §, s rovné:
9o 1 [ g 1
—1 A 1 -1 Rk 1
Bez==1-« « « ... Sp=1]+ - .. | (25
—1 B, 1 —1 k1
| Ji—1 ~1 g
Medzi @, a y, plati:
D
ﬁw = — =2 3
N k 3%»@»
dize
gy = P2 (26)
40s

Rozvifime edte determinant D, podla prvkov 2k-tého riadku a pouzime opit
na jednotlivé subdeterminanty Laplaceovu vetu, dostaneme:

D, = Biye + hifid, + %0, (27)
kde
_ g 1 |
I —1 & 1 —1 g 1
v = | ! ne=| ' (28)
|
M —1 \:{xw | —1 G

Po dosadeni a men$ich npravich dostaneme:
2 Xp Y
HP =2+ b, KTMI.

B 3

Vsetky determinanty oy, f;, yi, 9, st kontinuanty a naviac f; a x, st n-tym

zbliZenym ¢itatelom a menovatelom toho istého retazového zlomku:

B 1] 1] 1], 1]
L 4 S SR Sl N 2 |
w TS s I
a podobne §, a y; splituja vztah:
Oy 1] 1] 1] 1], 1]
=g+ + - R e el
Vi e _ \Sn+~ _ Q»fz M NS?TN ~ N&- IT _ gn
Uhrnom sme dostali pre dynamickd &SWOmm viazaného k-tého hmotného bodu:
, 1] 1| 1] 1], 1] 1|
HY =} +A %3 ...+iv+A'+ S |v
g . | G [ Py + | 9o lge 1l + [9n
(29)

Poznidmka. Aj v tomto pripade plati ako v pripade jediného izolovaného
hmotného bodu:
F,

- k&wn_mwmv_u

kde 4, je amplituda vychylky k-tého hmotného bodu a F, amplituda vonkajsej
harmonickej sily.

Veta 5.2. V pripade nite o n» hmotnych bodoch, na jednom konci upevnenej
& na druhom konci volne pohyblivej, pre dynamickd tuhost viazaného k-tého
hmotného bodu HY plati:

. 1] 1] :v 1] 1] 1] H_V
HY — 1} A L AI v
k et _%T~+_~§|~+ + % + .§+_N§+~+ |_|_,ST_|T_N§
pre nit N,
, 1) ., 1] 1] H_v AH_ 1 1]
s | SIS VWA TUONE VN
=t Tt e Tt T
pre nit Nj.

Dokaz. Dokazeme napr. prvy z uvedenych vztahov pre nit N,. Dokaz
druhého vztahu je uplne podobny. Majme teda nit N 1- Analogickymi Gvahami
ako pri ddkaze vety 5.1 dostaneme nasledujuci systém rovnic:

“Yia by + Y = —Qby,  (G=1,...,m)
Y+ ¥y =0, =1,...n+ Hy (30)
kde Y% =0 Yutr = Yu: .
, 1 j=k
Oy = Ao pre j 4k
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RieSenim tohto systému pre g, dostaneme:

Yr = D, Qs
kde pre D, a D, plati:
Dy = Bid;,

wa = mz\M IT \s».%»%mﬂ I*l ,R»&MJ
pricom kontinuanty y;, d; si rovné:
Piyy 1 _ Jr 1

—1 gy 1 =1 My 1

U\M”.u «vm”_...
] Jr 1 ! —1 Ju—
=1 N@: m

a kontinuanty «,, f, st dané vzfahmi (25), (28).
Uhrnom sme dostali pre @,

J|&. m
©>.!! Ah»ITN:LIQN.v.@\.

a dynamicka tuhost H{ viazaného k-tého hmotného bodu je v tomto pripade:

1 HVA: 1] tv
s T Vg T T 1, )

Druhd éast vety pre nit N, sa da dokazat uplne podobne.

Poznamka. Ako vidno zo vztahu pre dynamickd tuhost H M nite N, ne-
vystupuje v fiom &len obsahujici g,. Fyzikilne vysvetlenie tejto skutodnosti
je velmi jednoduché: tisek nite I, zostdva stile sim k sebe rovnobeiny —
kolmy na smer kmitania nite, v désledku &oho nemd nijakého vplyvu na
kmitanie nite.

Veta 5.3. V pripade nite s n hmotngmi bodmi, na oboch koncoch volnej pre
dynamickd, tuhost viazaného k-tého hmotného bodu HP plati:

m@u$+ﬁp+ﬂ_

_.S. _ms(.ilT...,uT

[ 1] 1] 1] 1] _V
H® = p, el — + =
¥ e T A [ g1 + | ey | G-z + A L iy o
1] 1] 1]
I_l A_Qs IT o IT “Q:IH IT w \\‘:v

Dékaz. Z tvah analogickych ako pri dokaze lemmy 6.1 dostaneme pre
amplitudy vyehyliek jednotlivych hmotnych bodov tento systém rovnic:
—Y, 0+ by Y, = — @y, G=1...,n

Y +GaYF Yy, =0, =1, ..,n,n 4+ 1) (30a)

]
o
o

pric¢om
Y = Y, Yo = Yupa
a
1 =k
- pre
N0 1 j =k
Riefenim tohto systému dostaneme
D,
= e e @ ”
Yi .Nvu k
kde pre D, a D, plati:
Dy = Bidy,

Dy = i + hBidi + xi;.

Kontinuanty «;, f; s dané determinantmi:

hy 1 M AF 1
—1 g 1 =1 g 1
P \#H_
-1 g, 1 ~1 A, 1
=1 Ay, k -1 g,

Pre @, teda plati:

@wHIAMM+~§+ VS

a pre dynamicki tubost viazaného k-tého hmotného bodu H' i) dostaneme v pri-
pade N,:

Y — e+

Vi
3

1]
[ 95—
Zavedieme teraz daliie pojmy.

Definicia 5.5, Majme nit s n hmotngmi bodmi. Dynamickou tuhostou nite N,
budeme volat velitinu:

1| 1] %J TP RN :v
=S PN Ty R R e v

1] 1| 1] 1] 1y, 1|
HY =14 ~ 14 Sl D I I
T TR e T o TR
Dynamickou tuhostou nite N budeme nazyval veliéinuy:
SO IS A B 1], 1]
H = 2p Sl by —by g2l 2
_ma _ Iy h 9 [ By i |k, [g.

Pozndamka 1. Prevritena hodnotu H D resp. A" budeme nazyvat dyna-
mickou poddajnostou nite N, resp. Ni, a znadit:

1 Gao - 1

G = Huv Hooe (31
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Z definicie (4) vyplyvaji pre GV a (G nasledujice vztahy:
1
_ Nwz _ Q: -1

" 1
QQV[QOYI*I_N@_IT +...+

GV =g, + 5+ + +§~+_ |
1f, 1]
[EA Th " 19,
Detinicia 5.5. Majme nit Ny s n hmotnymi bodmi. Dynamickou tuhostou nite N,
vzhladom na lovy koniec nite budeme rozumiet refazec:
1] 1), 1]
_ 9o _ Gn— _|m~:

@ dynamickou tuhosfou nite Ny vzhladom na pravy koniec nite budeme volat
retazec

I_l

H® ..

1|
gt +

1]
[9n

1] [, 1]
+ + it

| 2 A [

Pozndmka 2. Prevritene hodnoty dynamickej tuhosti nite N,, H®, H®
budeme nazyvat dynamickymi podajnostami nite N, a znadit:

H® —

1 1
(3
' =po-

G® —

i H® (31a}

Z definicie 5.5 vyplyvaju pre takto zavedené velidiny retazce:

1f 1] 1]
GO = — 4 —
Qo+_§~+,_$+ +_©xiw

@ g Ll 1
G¢ I?IT_N:..T [9ns + oot
Pozndmka 3. Fyzikdlny vyznam vetkych uvedenych pojmov si ozrejmime
nasledujicou Givahou. Majme nit o (r+1) hmotnych bodoch, ktord m4 aspoi:
jeden koniec volny, pri¢om na tomto konci je umiesteny jeden z hmotnych
bodov. Poéitajme dynamické tuhost viazaného hmotného bodu, ktory je na
tomto volnom konci. Z@E. pre nit N; podla lemmy 6.2 dostaneme:

1]
+QM.

i

1), 1] 1], 1]
Skl ST e i ol ot
_ 9o A \sn _ NF- _ gn
Za predpokladu, Ze hmota tohto nultého hmotného bodu je zanedbatelne
mald, dostaneme:

me\v!. o |T

lim H{? = H, . (32}
rad(]
Uplne podobne by sme mohli odvodit analogické vztahy pre nit N, a N,.
Napr. v pripade nite N, dostaneme vztah:

lim HQ), = H,

;20

nid
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ktory hovori, Ze H* dostaneme tak, ked zoberieme nit N, o (n 4 1) hmotnych
bodoch a utvorime H{),, za predpokladu, Ze (n 4 1)-vy hmotny bod je na
voInom konci, a' nechdme jeho hmotu m, ., bliZit sa k nule. Podobne pre nit Z,
by sme dostali:
lim HY), = H®, *©  lim HY = HO, (32a)
120 B0

ng1

Na zaklade tychto vztahov modzeme teraz jednoducho interpretovat tieto
dynamické tuhosti niti tak, Ze nepredstavuju ni¢ iného, ako vplyv péso-
benia celej nite na kmitanie voIného konca, sposobované vonkajsou harmo-
nickou silou. Napr. ak na lavy volny koniec nite Nj bude pdsobit harmonicks
sila 0 amplitade F,, pritom lavy koniec nesie zanedbatelne mali hmotu, bude
medzi amplitiidou vychylky lavého konca a amplittdou sily F, platit vztah:

— m...o
|M~;:,

A,

¢im vadsia bude dynamickd tuhost nite H1”, tym mensia bude vychylka volného
konca nite N pri danej konstantnej amplitade sily. Podobne mozno fyzikélne
interpretovat aj ostatné zavedené velidiny.

Pomocou zavedenych pojmov mo#no dat nazorni fyzikalnu interpreticiu
vlastnych kmitov nite. Uvazujme nite N,, Nj, N,, N;. Pre frekvenéné rovnice
vlastnych kmitov dostaneme zo systémov (24), (30) a (30a) vztahy:

D, =0, preN, a Nj, D, =0 pre N,, Dy =0 pre N;.

Z definicie dynamickej tuhosti viazaného k-tého hmotného bodu, resp. z dé-
kazov viet 5.1, 5.2, 5.3 vyplyva, Ze pre vietky tri typy niti v pripade ﬁmﬁ&:&

kmitov plati:
HY =0 (t=1,1,2,3) (33)

pre k Tubovolné. Tym sme dokazali vetu 5.4. «

Veta 5.4. Nech je dand klordkolvek z niti Ny, N;, N,, N,. Dynamickd tuhost
viazaného k-tého hmotného bodu v pripade viastnych kmitov prislusne; nite je pre
ka#dé k rovnd nule.

Z poznidmky 3 na zdklade vety 5.4 vyplyva tato veta:

Veta 5.5. V pripade vlastngch kmitov nite N, (¢ = 1,1, 3) je dynamickd
tuhost nite H® rovnd nule. Pre 1 = 3 je §pecidlne:

HE o= B = 0. - (34)

Dékaz vety plynie zo vzfahov (32) a (32a) a vety 5.4.

Poznamka 4. Pre-pripad vlastnych kmitov nite N; (z = 1, 1, 3) dynamicks
poddajnost nite G rastie nad ka?dé medze.

Pozndmka 5. Vznika, prirodzene, otazka, predo sa v poslednych vetach
nehovorilo o dynamickej poddajnosti, resp. tuhosti nite N,. K tomu treba
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poznamenat len tolko, Ze sa tieto pojmy, ako vidiet z poznamky 3, zaviedli len
pre nite, ktoré mali aspoii jeden volny koniec, & v pripade nite N, nie je
moZné. Na druhej strane mo#no ukézat, %e tieto pojmy zavedené pre nit N, ,
resp. N| do istej miery charakterizuji i chovanie nite N,, s tym istym rozloze-
nim hmoty, Majme totiz nit N, a uvolnime jeden jej koniec, nech je to napr.
pravy — takie z nej dostaneme nit N, s rovnakym rozloZenim hmoty. Vy-
Setrujme teraz vlastné kmity nite N,. Podla vety 5.4 plati pre ne:

HP = 0. (k=1,2, ..., n)
PoloZime k = n, dostaneme:
1 1] 1] 1), 1|
e N S S H T I RN S Y
Q: IT v _lew m wflw IT IT _ N: MQo

Po jednoduchych tipravich dostaneme:

1]

_ 1] 1], 1]
IQ:'EIT

Too T Fin g

?+‘~wm+_fm|w+ +[+Q.+|Hc.
Tym sme dokazali vetu 5.6.
Veta 5.6. Pre vlastné kmity nite N, platia vztahy:
GY =0, G = 0, (35)

kde GV a GV s dynamické poddajnosts nith N, a Ni, ktoré magii rovnaké roz-
loZenie hmdt ako N,, ale maji jeden koniec volng. .

Désledok. V pripade vlastnych kmitov nite N, na zaklade definicii 4 a 5
bude platit, Ze H?, resp. H1” bude rast nad kadé medze.

Podobni vlastnost ako vyslovent vo vete 5.6 moino najst i medzi nitou N, ,
resp. N a nitou N,. Uvazujme vlastné kmity nite Nj.

Na zdklade vety 5.4 plati:

Y mMM\V —

pre k Tubovolné. Ak polozime k = n, bude platit:
1 1|

ﬁ?f
.$+ T | Gy ¥

I}
_ N@:.IH

TSI
BN TR

Podobnymi dvahami, ako pri dékaze predchddzajicej vety dostaneme:

1]
bt

1] 1]
st A el N
_Q~+_\:

+ Ll + L]
. T T,
Clze
G® =,

6o mozno formulovat vetou 5.7.
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Veta 5.7. Pre vlastné kmity nite Ny, resp. N| platia vztahy:
G =0, resp. OGP =, (36)

kde G a GP s dynamické poddajnosti nite, ktori dostaneme z N s resp. N tym,
e aj jej pevny koniec uvolnime.

Viimnime si teraz fyzikdlny vyznam uvedenych viet. Fyzikilny vyznam
anulovania dynamickej tuhosti IubovoIného viazandho hmotného bodu nite
pre pripad vlastnych kmitov je ten, %e reakcia nitg na posobenie vonkajlej
sily v TubovoInom bode nite je rovna nule, a teda stadl nechat pésobit na
ktorykolvek hmotny bod nite 'nbovolne mald vonkajsiu harmonickd silu
o frekvencii rovnej vlastnej frekvencii nite, aby sa hmotné body rozkmitali
s neohranidene rastiicou amplitidou. V pripade dynamickej tuhosti nite je
situdcia rovnaké, iba s tym rozdielom, #e Tubovolne mals harmonickd sila
Po6sobi na volnom konci.

Fyzikdlny vyznam dvoch poslednych viet je vodi predchidzajicim vetdm
trocha odlidny — vyjadruje totiz int vlastnost vlastnych kmitov. Uvazujme
napr. nit N,. Na zéklade vety E plati pre iiu:

Gan — 0,

kde ¥] mé rovnaké rozloenie hmét ako N,. Ak si eSte viimneme vzorce pre
rozdelovacie koeficienty, tak vidno, ze okrem konstanty g, predstavuji tieto
pérne zblizené ditatele retazca pre G, V pripade kmitania nite N, s frekven-
ciou @ udanim amplitidy harmonickej zlozky o tejto frekvencii pre jediny
hmotny bod si plne uréené amplitidy kmitov o te] istej frekvencii pre vietky
ostatné hmotné body. Toto rozdelenie, charakterizované rozdelovacimi koefi-
cientmi, urduje tvar okamzitého profilu nite pri kmitani- — ,.formu kmitania
nite**. V pripade vlastnych kmitov nite ,,forma kmitania‘ bola urtens maticou
rozdelovacich koeficientov. Veta 5.6 tak nehovori nié¢ iného, ako %e nit pri
vlastnych kmitoch je schopni zachovat si ,formu vlastnych kmitov*‘, ne-
zavisle od velkosti pésobiacich vonkajsich sil — nech by boli tieto sily ako-
kolvek velké. Pri frekvencii rovnej vlastnej frekvencii nite, nie st schopné
zmenit , formu kmitania nite*, uréent maticou rozdelovacich koeficientov,
resp. retazcom pre G,

Zaverom uvedme, e zavedené pojmy pre nif moino vieobecne zaviest pre
systém n hmotnych bodov s linedrnymi vazbami. Pritom treba poznamenadt,
ze tieto pojmy nedivaja len nazorny vyznam o fyzikalnych vlastnostiach
systému, ale umoziiuju aj vyhodné i prakticky dolezité riesenie celého radu
technickych tloh. Pozri V. P. Terskich [21, 22, 23, 24].

§ 6. RieSenie Specidlnej obratenej Sturmovej iilohy — obratenej tilohy 1.

V tomto paragrafe sa budeme zaoberaf riegenim alohy 1. V prvom rade
sa budeme zaoberat podrobne otdzkou jednoznacdnosti riesenia.

233



Predovietkym treba poznamenat, ze iloha 1 v uvedenej formulicii nedava,
jednoznadné riefenie.

Uz v pripade jediného p, tloha nie je jednoznaénd. Pre nit N, majicu jediny
hmotny bod m,; z vety 5.6 vyplyva:

1), 1]
%o+t =0

Ak eSte uvazime, Ze plati
by = —mpi  go=7F, =g

dostaneme po jednoduchej uprave

71
P
kde pre {,, I, plati eSte dalfia podmienka.:

myll, =

bh+1, =
Z tychto dvoch rovnic pre neznime m, , l,, I, vyplyva, 7e existuje nekoneéne
mnoho trojic hodnét m,, f,1;, ktoré vyhovuja obom poslednym rovniciam.
Pre zvolené [,, odpovedajice hodnoty m, a 1, , st:
L, =1—1,,
" Tl 1
My = —5 7,
Top L — k)
Dokonca, aj v pripade, Ze je dans celkov4 hmota M = m,, existuji dve
rieSenia ly =a, l, =1l —a,alf=1—a, | = a.
Podobne je to aj v pripade dvoch é&isiel p, a p,. Pre nezname m,, m,, I, I,, I,
dostaneme tieto tri rovnice:

NQJTNMITNN”NU
g 3 NI & IR o NI 5 B
$+T§%m+§+_l§m+§ :
I I B P U I 1 D
Qo+_|3s%w+_$+‘|.§m%m+:~m

Z tychto rovnic po dosadeni za g, (i = 0, 1, 2) a po jednoduchych upravich
dostaneme :

No -+ Nn + Nm =1
172
lolidymym, = P
: r SR
mly(ly -+ 1) + moly(ly + 1) = P (pi + p3).
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Z tychto rovnic je okamizite vidno, #e opdf existuje nekonedne mnoho
rieSenf. Ak si zvolime hodnoty pre I, a I,, dostaneme pre zvySujuce velidiny
rovnice:

L=1—-1—1
S T2 1
PR 0 — by —1) piny’
r 5
NoQ — 1) my -+ ({1 — 1 — o) (b + L) My = ——5 (P} + ),
pip:

‘pri¢om opat pre kadé I, a I, dostévame jediné I, a dve rézne dvojice hodnot
Ppre m; a m,.

Priklad 6.1. Nech je dana nif o dlzke I — 100 em, roztahovand silou
T = 10 Mdyn. Nech st okrem toho dané disla:

Py = 200,  p, = 300.

Treba néjst velkost oboch hmotnych bodov m, a My, ak ly = 10 om, I, = 50 cm,
aby uvedené &isla predstavovali vlastné frekvencie nite v Hz.
RieSenie: Plati:

I, = 40,
’ 1250
My, = g ¢
a pre m, a m,:
3250
Im, + 24m, = —9 -
Dostaneme dve dvojice hodnot:
my == 25,73 g, my; = 540g,
my = 14,40 g, my = 9,65 g.
Vo vieobecnosti z # hodnét pre p,, P2 - -, P, dostaneme n algebraickych
rovnic pre (2n - 1) nezndmych, Iy, I, ..., L, my, m,, ..., M, ., m, Ppriom
medzi vzdialenostami Iy, b, Ly, ..., L, plati efte jedna rovnica, totiZ, Ze ich

stdet musi byt rovny I. Pomocou eliminicie dospejeme nakoniec vidy k je-
dinej algebraickej rovnici, obsahujiicej vo vieobecnosti (n -+ 1) neznamych,
pridom sa da zrejme dakaf, %e tito rovnica m4 nekonedne mnoho riegen.
Ostéva teda jedind moznost, ako zarudit jednoznaénost, a to pripojit este
dalsich n rovnic pre neznime bysly, ..., 1, my, ..., m,. Toto, pravda, mo#no
vykonat najréznejsim spdsobom. I tak ostéva otvorenou otdzka, ¢ dostaneme
jediné rieSenie alebo ich bude viac. Z uvedenych prikladov totiz vyplyva, Ze
aj ked sme udali dalsie podmienky — pre n = 1, velkost hmotného bodu my,
pre n = 2, hodnoty I, a I, — aj vtedy sme dostali viac rieeni. Pre n = 1 sme
dostali v podstate to ,,isté* rieSenie, pretoZe druhé rieenie bol iba zrkadlovy
obraz prvého; fyzikdlne islo vZdy o t istd nit. V druhom pripade — n = 2 —
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sme . dostali nielen matematicky, ale i fyzikalne dve rézne nite, ktoré riesili
dand dlohu.?

Jedna z moinosti, ako dostat iba jediné riesenie, je tato. Nech je dans
dalsia postupnost ¢isiel: 0 < q; < ¢, << ... < ¢,. Ulohu budeme riegit s tou
dodatkovou podmienkou, ze budeme ¥iadat, aby frekvencie vlastnych kmitov
nite, ktord ma to isté rozlozenie hméot ako pévodna nit, ale ma o jeden volny
koniec viac, resp. menej, boli rovné &islam ¢ (0 =1, ..., n). Napr. pre nit N,
budeme Ziadat, aby frekvencie vlastnych kmitov nite N,, resp. Ni s tym istym
rozlozenim hmét, boli rovné &islam postupnosti {g:} a v pripade nite N,,
resp. N naopak. Podobne to bude medzi nitou N,, resp. N, a nitou N;. Uve-
denym sposobom riesil dlohu M. G. Krejn [18]. Pravda, toto nie je jedins
mozZnost zarudenie jednoznadnosti riesenia tlohy.

Pre tlohu 1 v jej povodnej formulieii, napriek tomu, ?e neddva jednoznadné
riefenie, moino dokdzat rad viet. Preto¥e obsah tychto viet i metéda ich
dokazovania spoéiva na vysledkoch tlohy 1 (ktora doplnime tak, ¥e sa stane
jednoznadénou), budeme sa v prvom rade zaoberat touto tlohou.

Uloha la. Nech je dand nit z tlohy 1. Pre tito nit nech je dand postup-
nost 2n kladnych éisiel:

0 < <P < <<... < g < Pa-

Treba néjst velkost jednotlivych hmotnych bodov, ako aj ich rozloZenia
tak, aby frekvencie vlastnych malych prie¢nych kmitov nite v pripade N, (oba
konce nite upevnené) boli p,, p,, ..., p, a v pripade N, (Tavy koniec pevny,
pravy volny) ¢, ¢s, ..., q..

Pozndmka. Vanikd, prirodzene, otazka, ¢i uvedené rozlozenie &isiol P aq;
(¢ =1,2, ...,n) je jedine mo#né, aby tloha mala zmysel. Mozno ukazat, %e
vskutku je to jediné rozloZenie &isiel, pri ktorom tdloha mé rieSenie. Déokaz
tohto tvrdenia vyplynie z nasledujaceho.

Pri rieseni tlohy la s vyhodou pouzijeme pojem ,kladnd dvojica mnoho- .

¢lenov®, zavedeny Stieltjesom pri vySetrovani fukciondlnych retazovych
zlomkov.
Definicia 6.1. Dva mnohotleny rovnakého stupfia n = 0

AQ) = Agdn 4 A 4 A A A,
B(2) = ByA* 4+ ByJ*3 + ...+ B, A+ B,,

dané v uréitom poradi, tvoria kladni dvojicu {4 (A), B (A)} stupfia n, ak ich
mozno vyjadrit v tvare

Fa n
AQ2) = A, 1L (A = 2), B(3) = B, 11 (A + ),
i=1 i=1
# Ak predpifeme hodnoty 1, I,, ly, ..., 1, ostdva n rovnic pre n neznamych
My, My, « .., My V tomto pripade sa dé takat, %Ze bude ,,vieobecne* konetny podet

rieSeni. Matematicky bezchybny rozhor vietkych moZnosti zd4 sa viak komplikovany.
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kde
OA\\:AN_ A\&w ANNA A\R; AN.C Aqu

4,>0, B, >0.

Poznamka 1. Z definicie vyplyva, 7e mmnohoéleny A (%), B () kladnej
dvojice maji vSetky koeficienty kladné a korene tychto mnohoélenov st
jednoduché a zdporné, pricom sa striedaji v naznadenom poradi.

Poznimka 2. Pojem kladnej dvojice n-tého stupfia moino roziirit i na
pripad n = 0. V tomto pripade kladna dvojica znadi, e &isla 4,, B, st kladné.

Pre takto definovany pojem plati nasledujica lemma, pochadzajica od
Stieltjesa.

Lemma 6.1. Pre kasdu N&Q&SM dvojicu {A(R), B(R)} stupfia n > 1 existuje

(4

a pritom

jeden. a len jeden rozvoj podielu B v koneiny retazec tvarw:
A(2) 1] 1| 1] 1] 1 1
—l = q —_— SVR . - e
Ba) " it s T e T Tt T
@ v tomto rozvoi s vidy a, > 0,
a; >0, b, > 0, (t=1,2, ... ).

Dékaz tejto vety pozri Gantmacher —Krejn [18].
Stieltjes dokazal i obratent vetu.
Lemma 6.2. Nech a; > 0, b, >0,a, >0 (=12, ..., n) s proky koned-
ného retazca A
1]

a, _ @:N IT

1

_ @yy

1]
_ @:lu&.

1]
[ b2
viedy Citatel a menovatel posledného zbli Zeného zlomkw A (1), B (2) tvoria kladna
dvojicu mnohollenov n-tého stuptia.

Dékaz: Nech je dany retazec

\:\d| 1]
wgls:‘*ngt*n

Pl

lay’

+ + .+

1]
_ QS\N

Ly L (38)
[D,4 " Jay’

kde @;>>0, b, >0, a, >0 (t=1,2, ... n). Mime dokizaf, se mnohoéleny .
A (A), B (4), tvoria kladna dvojicu mnohodélenov n-tého stupfia. Miesto toho,
aby sme poditali mnohoéleny A(4), B(2) z retazca (38), bude vyhodné najprv
vykonat transformiciu tohto retazca a potom wuréit A(2), B(%). Urobme
z (38) kontrakeiu, t. J- zostrojme refazec, ktory bude maf zblizené zlomky
rovné parnym zblizenym zlomkom retazca (38); dostaneme (pozri [25]):

*F wss

kﬁa&.v = a IT a«;fw _ - Q\:.lw _ .

wANv * _ a«.&lu @:N IT H _ @.7& Q:lm @;.rw&. |+» Q\:lu IT Q:lm

N L2 Ay | ¢
_ g, 30, 44 + L e o ~ @ Ab, + a, + y 49



Posledny vztah prepiteme elte tak, 7e najdeme retazec, ktory je ekvi-
valentny k retazcu (39) {t. j. retazec, ktory bude mat rovnaky sudet ako
retazec (39)}:

Q:lw
A4(%) —a, + @y | . An— o
B(4) * “ @y 10,2 + 1 o1 Opgbuid + 00y + 0,
g:lu
g | | %
— O s = .. = % . (40)
An—9Qp—3 @:.I&N + Dp—s + Qg _Q\HQﬂ@wN + a + )
A i y

Vyjadrime teraz A4 (1), B (1) ako kontinuanty retazca (40); pouZitim znimej
vlastnosti kontinuantov, totiz ich invariantnosti vodi preklopeniu okolo vedlaj-
fSej diagonaly, po mensich Upravich dostaneme:

1 1 1 1
Aimvmt ~ ab,
1 1 1V\1 1
IM\W\N Aalpn*nmmvl@w.*» IQMF
AQA) 5= Ay | v v v vt v e .
1 1 1 1 N 1
- Q:lw@:lm Agxl.m + Q;iwv ~u§|~ + T 9:!-v=
1 1 i1
T @b Aﬁ * glzv b, T4
(41)
1 1 1 1
rlo = i 5 TR T,
_ b
BU) = B, aE - e e “
1 1
o @:lu@:\u Q:lp@: + N,

1
kde A, = a,By) = a, 11 ab; >0, pretoze a; >0, b, >0 pre vietky i st kladné.
i=1
Z toho plynie i to, ze B, > 0.
Poznamenajme, Ze sa determinanty li¥ia iba poslednym prvkom v hlavnej

diagondle. Pretoze A4,, B, sa kladné, stadi dokazat pre to, aby 4 (1) a B (A)
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tvorili kladnt dvojicu mnohodlenov n-tého stupiia, ze A (1) a B (1) maja
% jednoduchyeh zipornych koretiov, ktoré vyhovuja vztahom

IR:AI%:Al?:I#AL;Q:JHA...Al?wA]\wwAOu Aﬁw
kde .
Alx;) =0 B(g;) = 0. (t=1,2,...,n)

Zavedme do vztahov (41) novii premennt £ vztahom { = — 2. Potom mo%no
vySetrovanie koretiov polynémov A4 (), B(f) previest na urdenie korefiov
charakteristickych rovnic normalnych Jacobiho matic. O tychto, ako je
zndme, plati, Ze ich korene si redlne a jednoduché. Naviac z pévodného
refazca (38) vyplyva, Ze 4 (4), a B (4) st mnoho&leny s kladnymi koeficientmi,
t. j. m6Zu mat za redlne korene iba zaporné &isla.

Pre korene mnohodlenov A (¢), B () teda plati:

0 <oy <oy < .00 <oty q <oxp,
0 <f, << << ... <Py <PBu-

Ostdva dokizat vzfah (42). Rozvilime oba determinanty z (41) podla
prvkov posledného stlpca. Dostaneme:

1 1\ 1 . 1
D) = :aulu s MMV 5. nw_ D, (8 — %b?wﬁr
‘e 1 , 1
0 = | (775) — £ 250 — i Pt

kde D; = | oy — 00y |, Dj = | fu — $0u |5 (j = 1, ..., n) st charakteristické
mnohoéleny prisludnych normalnych Jacobiho matic. Pre j << n plati

D= D;,

a preto odéitanim oboch rovnic dostaneme:

D(2) — Dy(§) = — D, (). (43)
Pre { =08 l=o4G@=1,...,n—1)je v (43) prvy &en rovny nule
a pravd strana je od nuly rdézna a m4 pre tieto hodnoty rozne znamienka,
kedZe v intervale (o, &) leZi jeden a len jeden koreii D,_, (£) (pozri [18]).
Z toho plynie, Ze i D;({) ma v tomto intervale asponi jeden kored, pre ktory
plati:
& <P < gy

Z tych istych dévodov (D), = D,_,) plati, Ze v intervale (8;, f..,) lezi aspoii
jeden koreii D, (Z):

B vy < Pia-
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Ukazme, Ze pre korene fi, plati:
B < x,, (k=1,...,0)

t. J. Dy(C) nemd v intervale < x,, o) koreii. Na zaklade znamej vety [18]
je D, (¢) v tomto intervale od nuly rézne a toho istého znamienka. Pretoze
plati, Ze pri prechode Z cez korett rovnice D (&) = 0 stéin D,D,_, meni zna-

mienko z + na —, vyplyva z toho, %e i D (£) je v tomto intervale opaéného
znamienka ako D,_,(l). Z (43) plynie, Zze D,(Z) je v tomto intervale vidy
od nuly rézne, a teda 8, < «, (=1, ..., n). Spojenim véetkych troch ne-

rovnosti dostaneme:

0 A\WH AQ\H A%N AQ«NA... Amk AR«:

AY
¢o bolo treba dokizat.
Pomocou prive dokdzanej vety Tahko ukaseme, e tloha la ma len vtedy
zmysel, ak é&isla p;, 8 ¢, € =1, .., n) spliiujit nerovnost

0 <g <py < ... < Pa-

Uvazujme nit N,. Z vety 5.6 vyplyva, ze pre frekvencie nite N, plati frek-
venéna rovnica, ktort zapifeme v tvare

) P(2)
Gy oM g (44)
Q)
kde 1 = —w? a GY(1) je dynamicks poddajnost nite N,. Frekvencie nite N,
musia teda splflovat rovnicu . :
P(2) = 0.

UvaiZujme teraz nit N,. Z vety 5.5 dostaneme, #e frekvencie nite N 1 vyhovuja
rovnici:
H® = 0.

Na zdklade vztahu (31) pre HY plati:

& I Q@)
(6 DI -
E HY = G P(%) 0,
kde opit 2 = —w? a frekvencie nite N, vyhovuja teda rovnici
Q) = 0. (45)

Pouzitim lemmy 6.2 na retazec pre G dostaneme, ze P(1) a Q(A) tvoria
kladna dvojicu, a teda pre frekvencie {w;}} nite N, a frekvencie {»}* nite N,
plati:

2 2 2
0 AXM\ Amtm AXW < ... Av«:. Ané:v

t. 3.
0 <oy <<y <3y < ... L%, << wm,.
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Ak teda disla {p}y, (g maji byt frekvenciami niti N,, N,, musia nutne
spliiovat posledny vztah, gize:

0 <q <py < ... <q,<p,.

V opaénom pripade neexistuje také nit N, ktora by mala v pripade N, a N,
uvedené postupnosti za frekvencie. Uloha la v pripade iného rozdelenia
{27, {g:}7, nemdie byt riesitelna.

Prikro¢me teraz k riedeniu viastnej 4lohy. Ulohu 1a rozrie§ime, ak uréime
hmoty m, a &mﬁ% tisekov nite I, na ziklade &isiel Piag, (=12, ..., 7).
Miesto toho, aby sme hladali tieto veli¢iny bude vyhodné positat s dynamickou
tuhostou izolovanych hmotnych bodov %, a poddajnostou jednotlivych tisekov
nite g, pre ktoré platia vztahy:

NNS. == Ie\wsbs.wu ANn = Hu tE RN 3\v

L, .
Q&”ﬁu Asrlouﬂv...uesv

kde o je kruhové frekvencia a 7' sila roztahujica nit. Zadanim hmét m,
a dl¥ok I, je jednoznadne uréens dynamicks poddajnost GV nite N,, a naopak,
udanim GO ako raciondlnej fomenej funkecie prémennej 1 = —w? st podla
lemmy 6.1 jednoznaéne urdené hmoty m,, ako aj dlzky I, (k = 1,...,n), kedze
gitatel i menovatel tejto racionalne lomenej funkeie nutne vidy tvoria kladna
dvojicu mnohoélenov n-tého stuptia. Uloha teda presla na urdenie G 7 &isiel p,

a ¢;;{t =1, ...,n). Pririeeni tejto alohy podstatne pouzijeme oboch prave
uvedenych okolnosti, totiz e

P(2)

L= GV()) = 0,

am—

kde P (2), @ (1) tvoria kladna dvojicu mnohoélenov n-tého stupiia.
Z danych postupnosti zostrojme kladnd dvojicu mnohoélenov 4 (2), B(A):

AD = 410G+ ), B = BILG+ g)
pridom A, B, si Pubovolné zvolené kontanty. V dalsom ukizeme, 7e tato
Tubovolnost nevedie, ako by sa na prvy pohlad mohlo zdaf, k nejednoznad-
nosti rieSenia ulohy. Kedze disla p, maji byt frekvenciami nite N, a &isla q
nite N, (i = 1, ..., n), musi nutne platit

(4) __P(4)

O =07 == ———

T B(A) Q@A)

kde ¢ je isty kladny, zatial neurdéeny faktor. Tento urdime z podmienky, ze
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sudet &isiel I; ( = 0, ..., n) je rovny I. Podla lemmy 6.1 moino jednoznacne

A(4) .
rozvinat v retazec:
B(7)
4(4) 1 1] 1|
Ba) AT TR ey
A(2) ' . .
V pripade, Ze ide o podiel ¢— = B()’ dostaneme podla znamej vety o retaz-
coch [25] na zdklade posledného retazca rozvoj:
A(A) 1] 1] 1| 1]
= + w5 ; - :
0y = 9% whp._lESlJr +_r@w\,,_+€§
o | o

Vzhladom na to, Ze dva refazce si vtedy a len vtedy rovné, ked maja
vietky prvky rovnaké, plati:

3@«”.@“u QQHHVNV..J*&
e (46)
l; = oTa; (t=0,1,...,n)
Cinitel' p je jednozna&ne urdeny podmienkou
2l=1
i=0

M
8

-
I
o

a rieSenie Glohy la bude maf tvar

- 1, (=01,...n) (47)

£

0
E

a
I

~| 3

m; =

b, ) a,. (t=1,...,1n) (48)

Treba sa este vyrovnat s otdzkou, &1 skutodne mozno volit l'ubovolné 4,. B,
bez toho, %e by sa narusila jednoznadénost rieSenia ulohy. Majme teda dve
kladné dvojice mnohoélenov:

AV(R) = A : (4 + 2h), BY(2) = B : (2 4+ ¢,

i=1

A%l = AP G+ ), B2 = B + )
i=1 i=1
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kde ¢’ je rovné:

Nech pre prvi kladnu dvojicu je riefenie Glohy la dané vztahmi (47), (48).
UkaZeme, %e i drubd kladnd dvojica dava to isté riefenie. Plati totiz:

begv %E W@ h@A\C \pﬁvgv
mwax\,v me A9 B®(1) == g B(7)’ (49)

APBY
. ¢ =Zopn ¢

kA,A:AM_.v 5 k&.ANVANV
.wG,VANV m uNWANVANV
rozvinat do retazcov tvaru (38). Z rovnosti (49) vSak vyplyva:

Na zaklade lemmy 6.1 oba podiely ¢ mozno jednoznaéne

0al’ = o'af®, (t=0,1,...,n)
3 b
M“PH%. k=1,...,n)

Na zdklade vztahov (46) dostaneme, ze druhd dvojica ddva to isté rieSenie.
Vzhladom na to, Ze konstanty A,, B, moino volit Yubovolne, pokusme sa
ich volit tak, aby riefenie (47), (48) malo formalne najjednoduchsitvar. Pretoze
rozvoj (38) pre A = 0 poskytuje vzfah
kA.z 3
B,’
kde A,, B, su absolutne ¢&leny mnohodlenov A (4), B (4), bude vyhodné
volit 4,, B, tak, aby

. ag+a, + a4 ... +a, =

A, =B, =1.

Na to stadi volit 4,,B, nasledovne:

4y = HH = HH
i==1 ‘@s . i=1 @s

a teda mnohotleny pre 4 (1) a B (1) buda mat tvar

an =11+ 2). By =11 +2) (50)

Dokézali sme thrnom vetu 6.1.
Veta 6.1. Existuje jedno a len jedno rieSenie dlohy la, ktoré ndjdeme takto:
Zostrojime ne zdiklade postupnosti {p)%, {g.)t kladni dvojicu mnohollenov (50)

a ndjdeme r0zv0j MMNW do retazca (38). Potom hladané riedenie znie:
1, = a;l, (t=0,1,...,n)
™, .W“ =1, ....n)

kde a; b, st proky refuzca (38).
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Uplne podobne mozno riesit aj nasledujacu alohu:
Uloha 1b. Dan4 je nit z alohy 1. Pre tGto nit je dand postupnost 2n klad-
nych &isiel:
0=¢q <Py <G <Py < ... < g <Pu-

Treba najst velkost jednotlivych hmotnych bodov, ako aj ich rozloZenie tak,
aby frekvencie vlastnych malych prieénych kmitov nite v pripade N; (favy
koniec volny, pravy upevneny) boli p,, ,, ..., p, a v pripade N, (oba konce
volné) boli ¢,, ¢,, .. ., ¢, Pritom predpokladdme, e jeden z hmotnych bodov
je umiesteny na lavom koneci.

Poznamka. Oproti predoslej tlohe 1ifi sa tdto uloha jednak tym, Ze [, = 0,
jednak tym, Ze ¢, = 0. Co sa tyka vzfahu ¢, = 0, treba poznamenat, Ze ak
tiloha m4 mat zmysel, postupnost musi nutne zadinat nulou.

Ak totiz napiieme rovnice pre amplitidy vychyliek jednotlivych hmotnych
bodov ¥; dostaneme:

—Y.  +thy +Y, =0, (t=1,2,...,n)

kde veliéiny Y., (k =1, ..., n) spliiuja vztahy:

— Y + Y+ ¥ =0,
Y, =0; Y, =0.

Pritom k; st dynamické tuhosti izolovanych hmotnych bodov a g; poddajnosti
jednotlivych tsekov nite. Pre

Y,=Y,=...=Y,=0, & y=th=46h=..-=Y,F0,
dostaneme z tychto rovnic
hy =0, t=1,...,n),
a teda
w; = 0.

Fyzikalne mozno vysvetlit uvedent okolnost tym, ze na oboch koncoch
volné nit je nestabilni. Ak totiz napifeme vztahy pre kineticki a potencidlnu
energiu tejto nite, dostaneme:

“n
1 .
MJ = M M\\Smw\wu
i=1

Z poslednych vztahov ihned vyplyva, Ze systém je nestabilny, lebo kvadra-
ticks forma pre potencidlnu energiu V nie je kladnd, ale iba nezdporna. Pre-
mennych je n a tvorcov vo vyraze pre Viba (n — 1)a V = 0ajpriy, = y, =
= ... =y, = 0. Priama fyzikilna interpreticia nulovej frekvencie spodiva
v tom, %e na oboch kencoch volna nit sa mé7e pohybovat ako celok v dosledku
vlastnej zotrvacnosti v jednom smere.

n—1
T (Yira — ¥
V=3 L

i=1
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K druhému predpokladu [, = 0 treba uviest zatial len tolko, Ze je to posta-
¢ujuci predpoklad pre jednoznadnost riesenia alohy. V daliom ukdZeme, Ze
mozno uvazit i pripad I, & 0, aviak aj v tomto pripade musi byt l, vopred
dané.

Prave tak, ako sme pri rieseni tlohy la uzili pojem , kladnd dvojica mnoho-
&lenov n-tého stupna‘‘, pouiijeme pri rieSeni tlohy 1b pojem ,nezidporna
dvojica mnohodlenov n-tého stupfa‘.

Definicia 6.2. Dva mnoholleny rovnakého stupia n > 0.

AQQ) = Aght + At 4+ A, h 4 Ay
B(A) = By + BA* + ... + B,

dané v tomto poradi, tvoria nezdporni dvojicu {A(X), B(1)} stupiia n, ak ich
mozno vyjadril v tvare

3 i

A = AL+ 2), B = BL( + ),
i=1 i=1

kde
0= <Ay <ty < ... <p, <A,

A,>0, B, >0.

Poznamka 1. Z definicie 6.2 opit vyplyva, e mnohodleny A(1), B(1) ne-
zdpornej dvojice maja vidy vietky koeficienty kladné, okrem B,, ktory je
rovny nule. Opit vSetky korene tychto mnohoélenov s vynimkou jediného
1 st jednoduché a zdporné, pri¢om sa striedaja podla uvedenej nerovnosti.

Pozndmka 2. Pojem nezdpornej dvojice n-tého stupifia mozno rozsirit i na
pripad n = 0. Vtedy A(1) = A4,, B(A) = 0.

Prave tak ako bola dokézand veta 6.1 moino dokdzat lemmu 6.3.

Lemma 6.3. Pre ka#dd nezdpornd dvojicu {A(2), B(A)} stupfia n existuje jeden

a pritom

a len jeden rozvoj podielu MMWW v konebny retazec tvaru
A7) 1] 1] 1| 1]
=q, + == SN DL ¥ N B A1
BA 8T o T 57

Doékaz tejto vety sa opiera o lemmu 6.4.
Lemma 6.4. Nezdpornej dvojici stupfia n (n = 1) odpovedaji jediné kon- )
Stanty a, b také, Ze
A(R) 1
Ba~ ", B
,\_.EC,V

kde AV(2) a BY(2) si mnohoéleny stupiia mensicho ako n, pricom je vidy a > 0,
b > 0 @ mnohoéleny AV(2), BY(L) pri vhodnom normovani tvoria tief nezdporni
dvojicu mnohotlenov (n — 1) prvého stupiia.
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Dokaz lemmy je podobny ako pri lemme 6.1.
Vzhladom na lemmu 6.3 plati i obratens lemma 6.5.
Lemma 6.5. Necha; >>0,b, >0 = 1,2, ..., n) sth proky konetného refazeq

!

1 1] 1] 1]
Q;+ﬁ[®|+r+a+...+f+

:\,.. ﬁ A, _ ay

1]
[5,4°

(51)

Potom ¢&itatel i menovatel posledného zlomku A(4), B(A) tvoria nezépornt
dvojicu mnohotlenov n-tého stupiia.

Dékaz lemmy 6.5 je analogicky dokazu lemmy 6.2, okrem malych formalnych
odchylok.

Na, zéklade tychto lemm mo#no teraz ukdzat, e dloha 1b méje mat rieSenie
iba vtedy, ak &isla p,, ¢, vyhovuji nerovnosti:

O=q <o <@ <P < ... < q, <p,.

Frekvencie nite N, ako to vyplyva z vety 5.7, vyhovuji rovnici:

5 B(A)
43 = =0
s =
kde G je dynamicka poddajnost nite N. 3 vzhladom na pravy koniec a 1 = — 2.

Pre frekvencie nite N, dostaneme z vety 5.5 rovnicu:

4 1
HY “%” 0.

Zo vztahu pre G — (31a) a 2 lemmy 6.5 vyplyva, ze R(A). S(2) tvoria
nezapornu dvojicu mnohoélenov n-tého stupiia. Z definicie nezdpornej dvojice
vyplyva, 7e zdporne vzaté korene tychto mnohodlenov spliiuja nerovnost

OM\&N ANH A\&w A A\hs Am..:.

Vzhladom na to, ze korene rovnice B(x) = 0, st rovné $tvorcom frekvencil

nite Ni: —x; = 4 = p}, (1 = 1, ..., %) a korene rovnice S(w) — 0 st rovné
Stvorcom frekvencii nite N,: —o; — H: = +q;, (i =1, ..., n) plati tito ne-
rovnost: .

0=qt <pi <@ <... <g <9l
z toho

0= O <<p < gy <. LG < Pus
€o bolo treba dokazat.

Po tychto pripravnych dvahach prikroéme k riedeniu vlastnej dlohy. Pri
riefeni budeme postupovat tak ako v predoslom pripade, totiZz miesto m,
al, (k=1 ...,2), (=01, .. ., 1) budeme hladat velidiny A, a g,. Tymito
veli¢inami je jednoznaéne urdens dynamickd poddajnost nite G®. Naopak,
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z G%(2) ako racionilne lomenej funkecie premennej 1 = —w? mowno jedno-
znaéne uréit vsetky m, a l, okrem I,, kedze toto vobec nevystupuje v rozvoji
pre G¥(1).

Poznimka. Mohlo by sa zdaf, ze sa tato nejednoznadnost v uréeni I,
zapri¢inila uvedenou metédou riefenia. Aviak z frekvendénych rovnic pre
nite N7, N; vyplyva, %e tieto sd nezavislé od o> resp. od &, t. j. ked I, je
Tubovolné kladné &islo, frekvencie niti sa nezmenia. Pri vlastnych kmitoch

~niti Nj a N usek [, a v pripade nite N; i usek 7, budi stale rovnobeiné so

svojou rovnovéainou polohou a kolmé na smer kmitania nite, o sa prejavi
v tom, Ze frekvencie vlastnych kmitov od nich nezdvisia, Aby aloha 1b
ostala jednoznaéné treba hodnotu I, udat vopred. ‘
Pri riefeni danej alohy pojde o to, ako urdit G® 7 isiel p,, =1 ... n).
Dynamicka poddajnost nite G® uréime, ak uréime mnohotleny R(1), a §(2).
Tieto mnohoéleny okrem multiplikativnej konstanty si rovné mnoho-

élenom :
1A

OB =CIIG + 89, D) = D1+ i) (52)
(€D

Tieto mnohoéleny tvoria nezapornt dvojicu, a preto existuje jediny rozvoj

C(3)

—— - do retazca.

D(2)
¢4 _
D@y

s (53)

pri¢om

kde u >> 0. Ostdva urdit konstantu @ Tato urdime z podmienky, ze stdet
tisekov nite je dané &islo totiz dizka nite:

D=1 (54)
i=1
p - C(4) , Co
re rozvoj retazca u Do) dostaneme prave tak ako pri riefent dlohy la
r0ZvOj:
C(A) 1] 1| 1| 1|
== — ..
tbg §;+_ﬁp+_\§\l | +T§_+ @.\,
| w 2

Pretoze retazec pre G® a posledny retazec musia si byt identicky rovnsé,
dostaneme:

9: = ue;, My = -—-



Dosadenim do podmienky (54) dostaneme:

l

\\ﬁ - "

T2 ¢
=1

a hladané riedenie je:

]

; 1, < .
r,H\nhl ; m; = d; 2.6, (6=1,2,...,m) (55)
" % =
M Cr
1
Ostava efte otdzka, ako je to s volbou konitént C, a D,. Prave tak ako
v predoslej tlohe mozno sice volit konitanty C, a D, lubovolne, go, pravda,

m4 za nasledok zmenu faktora u. Av$ak nech uz volime C; a D, akokolvek,
VYTazy uc; a g zostdvaju bezo zmeny. Tym sme dokazali vetu 6.2.
H . .
Veta 6.2. Existuje vidy jediné riedenie dlohy 1b, ktoré ndjdeme ak zostrojime

na zdklade postupnosti {pli, |q)t nezdporni dvojicu mmnohollenov a ndjdeme

jej rozvoj do refazca (53). Viedy hladané riefenie: (52)
w.”i:o..lﬁ m; = Waﬂ v CE=1,...,1%)
. ~_\
W Cp '
F=1

kde ¢; a d; st proky retazca (54).
Pozniamka. Tomuto riedeniu by bolo mozné dat jednoduchsi tvar, ak by
miesto celkovej dlzky nite I bol dany stlet vietkych hmotnych bodov nite:

M =72 m,.
i

Pre mnohodleny C(2),-D(2) by sme dostali analogické vzorce ako pri ilohe 1a
pre A(R), B(4).
Na zdver uvedme si :sEo:oW< priklad na riefenie tlohy la.
Priklad 6.3. Dana je nit o dlzke I = 100 cm a roztahovand silou 10 Mdyn.
Dana je postupnost kladnych &isiel
oAHAwAHAHAWAWAWAH
8 7 6 5 4 3 2 '
Treba najst velkost jednotlivych hmotnych bodov, ako aj ich rozloZenie na
niti tak, aby frekvencie vlastnych malych priednych kmitov v pripade oboch
upevnenych koncov boli:

1
P, = WWEN - 142,8Hz, Py = NWMN = 200,0Hz,

[

= kHz = 333,3Hz, p, = 1kHz = 1000 Hz
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a v pripade Tavého pevného konca a pravého volného:
1
¢ = 5 kHz = 1250 Hz, L s — 166,6 Hz,

kHz = 500 Hz.

2o c»]

1
qs = N« kHz = 250,0 Hz, s =

Predovetkym zostrojime mnohodleny A(Z) a B(4):

4

A(D) :ATT

v =1 - 842 4 197422 -+ 1291673 + 11 0257,

~.

S

B(l) = H Aw + ||v = 1 4 1204 + 436842 + 52 4803 - 147 4561*.

~

Rozvinutim podielu % do retazca tvaru (38) dostaneme:
A 1] 1] 1] 1]
By~ 7 T 16398 T 70358 T 47,2007 T 0,02 T
1] 1] 1] 1]
+ 11088251 T [0,153 T [2589,9204 1 | 0,017

Z tohto retazca dostaneme pomocou vztahov z vety 6.1 hladané veli¢iny
Lg=0,...,4)am (k=1,...,4)

l,=175cm, [, =353cm, Il,=402cm, [;=153cm, [,=1"7cm,
Comy=164g, m,-—-472g - my=10,88g, m, = 25899¢g.

§ 7. DalSie vieobeené vysledky

V predoslom paragrafe pri rieSeni obratenej Glohy 1 sme ukazali, Ze vo
svojej pdovodnej formuldcii nie je jednoznaéna. Napriek tomu mozno dokazat
rad viet i pre tto ulohu. V dalSom struéne nadrtneme vysledky, ktoré dosiahol
v tomto smere M. G. Krejn.

Z rieSenia jednoznadnej obratenej ulohy la, resp. 1b vyplyva, ie velkosti
hmotnych bodov nite m, st funkciami oboch postupnosti disiel p; a ¢,
(t =1, ...,n). V dosledku toho bude platit to isté aj o saéte vietkych hmot-
nych bodov nite — t. j. o celkovej hmote nite M :

kg —_ N—*A%: &owu %wu R %\C Q: Qwu DR Q:v.

Ale ak je dand niektora z postupnosti {p}], resp. {g,}t, z nerovnosti
0=q, <p ¢ ... g, <D,
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vyplyva, Ze ¢éisla druhej postupnosti si zadanim prvej zhora i zdola ohranidend
a opadne. Napr. pri danej postupnosti {p;}%, jednak &isla ¢; méiu nadobidat
hodnoty z intervalov p,., <g¢, <<p, (4 =1, ,n), kde p,= 0, jednak
celkovd hmota M nite je funkciou iba &isiel ¢;. Vanikd, prirodzene, otdzka,
ako sa bude chovat M ako funkecia &isiel g,. Pri vySetrovani tejto otazky sa
prave M. G. Krejnovi podarilo dokdzat rad viet, kde okrem iného nasiel doina
hranicu pre celkovii hmotu nite M pre pripad nite N, N,, N,, ak je predpisana
postupnost frekvencii jej vlastnych kmitov. V dalom sa preto obmedzime iba,
na uvedenie prisludnych viet bez dékazov, odkazujic na spomenut pracu [11].
Prv v3ak nez by sme uviedli tieto vety, uvedme eSte nasledujice pomocné
vety:

Lemma 7.1. Celkovd hmota M nite o n hmotnych bodoch je dand vztahom:

N—& = wM 1) .‘W 3 2y Y
b 4 gt (—a) P(—aqD)
kde
P L
Q(—gi) = ﬁ&m;\,.ulnw“

pricom P(2) a Q(2) je kladnd dvojica mnohollenov — n-t3j zblideny Gitatel a meno-
vatel dynamickej poddajnosti G,

Z tejto 5554 mozno Yahko dokézat nasledujacu lemmu:

Lemma 7.2. Celkovd hmota M nite o n hmotnijch bodoch je rovnd

H

T
=7 AMETMEA 5+M§+ML

i=1

kde
dpP
P({—
(—p)) = H 1 L
a vyznam jednotlivych veliéin je rovnaky ako v lemme 7.1.

Na zéklade tychto vztahov pre celkovit hmotu M nite mozno vykonat
vysetrovanie M ako funkcie parametrov p;, resp. ¢, (¢ =1,...,n). Po
prislusnych Gvahach dostaneme vetu:

Veta 7.1. Nech q, << q, <C < g, je lubovolnd postupnost kladnych Cistel,

viedy Cislo
iy =T M S B
i mv _ .

.[~
kde Q(2) je mnohodlen
2 v
qi |

Q) = 4 1T A
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dava najmensiu mo¥ni hodnotu pre celkovit himotu vetkych niti Ny, ktoré Mo
frekvencie vlastnych kmitov rovné postupnosti Sistel ¢y, Gy, -..;4q,. Pritom
existuje jedind takd nit, kiord md wvedené spekirum frekvencit a md cellovi
hmotuw. M rovnu M,,. Tdto nit je uréend dynamickou poddajnostow G7(2):

H

) ! M !
OB =it Zi g 1@~ (A a)’

=

Pre tuto nil je Iy =
7 vety 7.1 vyplyva, Ze dolnd hranica celkovej hmoty nite Ni je funkcia
frekvencii vlastnych kmitov ¢;, ¢, - . - ¢u¢

N—NA:% \wﬁﬁuu Qmu Qw. 2 3 TR0, ;Vu

kde
0 <y <o <... <4q.

"

Flar: das -0 1) = Mj Q) = EA + 4 v

=1

Mozno Tahko dokézat nasledujicu lemmu:
Lemma 7.3. Pri pevnom ¢y, qs, - - -, Q. je funkcia f, s rasticim g, stdle Elesa-
Juca, pricom plati:
Ewww \:AQH 3 mwu LR ] Q:v = N:IMAQHV Qmu LI Q:lvv.

Gu—> 0

7 tejto pomocnej vety vyplyva nasledujuca veta:

Veta 7.2. Pre lubovolni nit N o n hmotnych bodock, ktord md celkovi hanotu M
a frekvencie ¢, qa, - - - Qu, Plati:

Alg) <filds ¢2) <

Désledok. Z poslednej vety vyplyva, Ze ak je danych prvych k frekveneii
a celkové hmota nite, mo#no najst dolnt hranicu pre (k + 1)-va frekvenciu,
ktors bude funkciou celkovej hmoty M a prvych k frelvencil. Napr. pre prvua

frekvenciu plati: .
1/ 1
(/1 = _\ M_N

Podobnym spdsobom moino na zaklade vztahu pre celkovit hmotu M
z lemmy 7.2 dokdzat pre nit N, nasledujice vety:

Veta 7.3. Nech p, < p, < ... < p, je lubovolnd postupnost Eladnijch Cisiel.
Potom. éislo

A\:AQ: QN“ o Q:v M

! -1
S
MY =47 M
N ‘ VNIH_NUAwucs\
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kde Py = 11 A_ gk
b=1 i

7
je najmendia moind hodnota pre celkovit hmotuw M vietkiych niti N,, ktoré maji
frekvencie vlasinijch kmitov rovné &islam p;, (1 = 1, 2, .. ., n). Spomedzi vdeikych
nitt N, ktoré maji frekvencie vlastnijch kmitov rovné &islam p;, (1 = 1, ..., n),
existuje tha jedind, ktorda md symetricky rozlofent hmotu vzhladom na stred nite.
Tdto a len tdto nit md celkovit hmotu M rovnid MP.

Vo vete 7.3 sa o niti, pre ktora M = M, nié blizsieho nehovori o rozloZeni
a velkosti hmotnych bodov, okrem toho, Ze tieto velidiny si rozloZené sy-
metricky vzhladom na stred nite. Pre jednozna¢né urdenie nite je nevyhnutné
poznaf tieto velidiny. O tom hovori veta:

Veta 7.4. Nech N, je nit o celkovej hmote M2, priom frekvencie jej vliastnych
kmitov st Py, Py, ..., P,. Viedy dynamickd tuhost nite N{ o rovnakej hmote
a s rovnakym rozlofenim hmotngch bodov je:

=

pi. | P (—pH)| (4 + p?)

n

N&‘::ANV — m;mlvf 2
i=1
Na zdklade vysledkov z §6 moino pomerne jednoducho uréit polohu I,
a velkost m, jednotlivych hmotnych bodov na niti. Posledné veli¢iny — polohu
a velkost hmotnych bodov — moZno urdit i trochu inia¢ a jednoduchsie.
Budeme pritom vychadzat z tej skutodnosti, #e nit N, o miniméalnej hmote M
je symetricka. Ako mozno lahko ukézat, z dévodov symetrie bude nit pri
harmonickom kmitani o frekvencii py_,, (k = 1, ..., [}o{n + 1)] mat v strede
nite kmitiin a pri harmonickom kmitani o frekvencii py;, (k = 1, ..., ) bude
mat v strede uzol. Z toho vyplyva, Ze ak by sme nit rozrezali v polovici a uva-
Zovali napr. pravi polovicu s lavym koncom volne pohyblivym, budi v pripade
neparneho poétu hmotnych bodov frekvencie vlastnych kmitov tejto polo-
vicep,, Py, - . ., vpripade parneho podtuhmotnych bodovbudito éislap,,p,, .
Pritom v prvom pripade bude na lavom konci hmotny bod o hmote rovnej
polovitke hmoty, ktord pdvodne leiala v strede nite. Z uvedeného vyplyva
nasledujiica veta:
Veta 7.5. Pre dynamickd poddajnost G2 nite rovnej polovici pévodnej nite N,
o celkovej hmote M2 platia tieto vztahy:

5 A
r 1 A_ +lmlv

t o)
7 m A_ - %V

Fan S BB pre o= 20 — L.

o
(S]]
8

Poznamka. Urdenie velidin m, a [, z tychto vztahov je ovela jednoduchsie,
kedze prisludné retazce si o polovicu kratsie.

Podobne ako v pripade nite N; mozno dokazat tuto lemmu:

Lemma 7.4. Pri pevnom py, ..., P je funkcie g,,

Qm@wwu mo&u SRR} %;V = Eumv

s rastucim p, stdle klesajica, pricom plath:

:LR- Q:A%u ? ‘%Nu "y mo:v = Q:.IHGOHV Nwmv » e %;]uv.

Pu—rco
Z toho plynie veta 7.6.
Veta 7.6. Pre lubovolni nit N, o n hmotngch bodoch a celkovej hmote M. pricom
?&SS@S@ vlastngjch kmitov s rovné p; (1 = 1, ..., n), plati:
(D) <golprs Pa) <o oo <GuPrs Pos - ) = M.
Pre prvi frekvenciu p, dostaneme z tejto vety odhad

2y

]
VPIM — 4

a pre druhu frekvenciu

%mW%m

Posledné nerovnosti velmi tizko stvisia s nerovnostami N. E. Zukovského,
ktoré odvodil pri hladani podmienok ohranidenosti riefeni diferencidlnej

rovnice
dzy
d TPy =29

Pozri [26]. Porovnanim viet 7.2 a 7.6 moZno odvodit cely rad zaujimavych
vztahov, z ktorych uvedme aspoii jeden:

Veta 7.7. Pre funkcie f, a g,, (v = 1,2, ...) v pripade nite N, s vlastngmi
frekvenciama py, Py, - . ., D, Plati:

5 1
fo(®1 Pss -+ o5 Do) = NmmeA%T Pas ooos Pavy)- (0=1,2,...)

Zéiverom treba efte poznamenat, Ze pre nit N; mozno odvodit analogicka
vetu ako vety 7.1 a 7.3 pre Ni a N,. Je to veta 7.8.
Veta 7.8. Nech vy <1y < ... <7, je lubovolnd postupnost kladnyjch Eisiel,

viedy veliing
[Hen]

T 1
M3 = 4% M TR 2
‘ l 2 i | B (—754) |
kde
n—1 \_.
R =TI (1 + )

i1
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je dolnou hranicou celkovych hmét M vdetkijch niti Ny, ktoré majic frekvencie
vlastngch kmitov romé islam r,, r,, . . ., Tu—y. Spomedzi tychto witi existuje
tha jedind nit takd, ktord md symetrické rozloSenie hmoty (Eo do velkosti i éo do
polohy ) vzhladom na sired nite, pri¢om na oboch koncoch nite lefia hmoiné body.
Tdto a len tdto nit md hmoty rovng M®

"
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