MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS
ROCNIK VI CISLO 4

O PARABOLICKYCH A PROJEKTIVNICH
'KLINOVYCH PLOCHACH

VACLAV HAVEL, PRAHA

Klinové plochy zavedl profesor Fr. Kadefavek [1], byv k nim ptiveden
praktickymi podnéty profesora B. Hacara v souvislosti s betonovymi skofe-
pinami. Na popud profesora Kadetdvka jsem vénoval pozornost analytické
definici klinovych ploch a zavedl jsem pojem plochy Hacarovy [2]; dale jsem
odvodil nékteré specialni vlastnosti klinovych ploch parabolickych [3]. V této
praci podavam dalsi vysledky tykajici se parabolickych klinovych ploch;
pritom ,,stuperi vytvorujicich parabol je redlné &islo, které nemusi byt pfi-
rozené. Latku jsem rozdélil do &tyf paragrafi: v §1 jsou odvozeny &tyii
zékladni vlastnosti vySetfované plochy; v § 2 jsou uvedeny dva synthetické
piiklady; v § 3 je podano synthetické zavedeni klinovych ploch (s projektivnim
roziifenim pojmu klinové plochy a téz s roziifenim nékterych vysledka z § 1);
konetné v § 4 je pojem projektivni plochy jesté dile zobecnén.

§ 1. Plocha o rovniei (1)

Vysetiujeme redlny soufadnicovy euklidovsky prostor E,. Priméty pii pro-
jekei rovnobginé se soufadnicovou osou do soufadnicové roviny budeme
indexovat z, y, resp. z. Plochu o rovnici f(z, y, 2) = 0 oznadime téz symbolem
(f(z, y, 2) = 0).

Definice 1. Necht symboly a,, b;, c;,n (i = 1,2,3) jsou redind &sla, necht
Cislo a, je nenulové a necht nad jistow jednorozmérnou oblasts I md funkce f(x)
spojitou derivaci, pfi Sem?% rovnice a,f(x) + byx + ¢, = 0 neplati pro %ddné x € I.
Dznacme symbolem = plochu o rovnici
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Necht k je nenulovy parametr. Pak oznaéme A, vdlcovow plochu o rovwici

Y = k(ayf(z) + box + ¢5) (2)
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FYvrzeni 1. Plocha x z definice 1 je specidlnim pfipadem. explicitni Jlinové
plochy (ve smyslu [2], str. 53, def. 7).

Dtikaz je snadny.

Tvrzeni 2. Pro kafdé k <+ 0 plati 0N Ay =2ng. =xnl,.

Dikaz. Eliminaci parametru % z rovnic (2), (3) dostaneme rovnici (1).
N. HOMMVMO (1), (3) plyne rovnice (2). A konedné z rovnic (1), (2) vyplyva rov-
nice (3).
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Dikaz. Polozime-li y = 0, lze rovnici (3) prepsat do tvaru
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. laya, . . .
Je-li .,“@H @J = 0, roviny o rovnicich (4;) prochézeji zfejmé bodem B, a tedy
P71 Y2

téZ roviny g, prochéazeji bodem B.
Je.li [y am_, . . ., T "
e-li [5 b, = 0, jsou roviny o rovnicich (4,) rovnobéiné s primkou 9, a tedy

téZ roviny g, jsou rovnobéing s primkou p.

Tvrzeni 4. Praméty (2,), odpovidaji si navzdjem v perspektivnich afinitdch,
jejichZ osou je osa x a jejichs smér je uddn osou y.

Dtkaz plyne okamits z rovnice (2).

Tvrzeni 5. K#ivka (2,), odpovidd v perspektivni afinité o sméru daném osou y
kfwwce (y = f(x)),; tato kfivka je primétem kfivky (z = f(z)), pFi promitdng
rovnobéiném s rovinou (x = 0) do roviny (z = 0), pfi némz rovina (y = 0) nend
promitact. :

Dikaz. Tvrzeni o kiivkich (y = f(z)),, (z = f(x)), je zfejmé.

Kiivka (y = k(ayf(z) + byz + ¢,)), je souétovou kiivkou kiivky (y = ka,f(x)),
a piimky (y = kbx + ke,),, odpovids, tedy v jisté afinité o sméru daném
osou y kiivee (y = kaof(z)),. a tedy t62 odpovida v jisté afinité o sméru daném
osou y kfivee (y = f(z),),.

Tvrzeni je dokazéno. Z nsho plyne tento disledek:

Necht vt je kiivka, kters je rovnob&Znym primétem kfivky v = % n (y = 0),
Pli ¢emz pramétnou je rovina (z — 0), rovina (z = 0) je promitaci rovinou,
kdezto rovina (y = 0) neni promitaci rovinou. Pak kiivka v+ odpovidé které-
koliv kiivee w, = (4,), v afinité o sméru udaném osou y. [Plitom w = % n A,
je rovinnd kiivka.|
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§ 2. Piiklady na plochu x z definiee 1

V daném prostoru £; zvolme specialng soufadnice pravouhlé. V dasledku
tvrzeni 4 zvolme dale za kiivky ». w paraboly (n = 2). Piisluina plocha x tizce
souvisi s plochami Hacarovymi ([2], str. 56, def. 3). Vytvofime tuto plochu

. syntheticky: Necht parabola » C(y = 0) ma za osu soufadnicovou osu z, necht,

rovina ¢ neni kolma k roviné (z = 0) a necht parabola w C ¢ mi osu kolmou
k ose z.

Necht dale £ je rovina rovnobézna s rovinou (x = 0), polozme Vi = £ n v, Wi=
= &nw. Jelli V¥ = Wi, pak definujme k¢ = V. Jsou-li druhé (resp. tieti)
soufadnice bodd Vi 4= W¢ stejné, definujme kf jakosto primku V:iW:. Lisi-li
se od sebe jak druhé, tak 1 t¥eti soufadnice boda ViW3:, definujme k¢ jakozto
parabolu o ose & N (y = 0), pfi demz V3, W¥ jsou body této paraboly. Sjedno-
ceni 8 viech utvarit k% (pfi proménné rovind £) obsahuje v sobg specialni
plochu » ve smyslu definice 1. Podle upravenych tvrzeni 2, 4 obsahuje plocha 3
paraboly w*, jejichZ priméty w} jsou kolmo afinni s parabolou w,, pii emz
osa z je osou afinity. VSecky roviny o, D w* budto prochézeji jistym bodem B
roviny (y = 0), anebo jsou rovnobéiné s jistou pimkou pC(y = 0), jak
plyne z tvrzeni 3.

Dodatek. Nyni provedine tytéz uvahy jako v pfedchozim, s vyjimkou
pfedpokladu o roving ¢. Ten nahradme piedpokladem, Ze rovina g je kolm4
k roviné (2 = 0), Ze viak ani nesplyvd s rovinou (y = 0). ani neni kolma
k ose x; v roviné p zvolme parabolu w, jejiz osa je kolma k ose z.

Predpoklidame-li, Ze plati v C (z = A22 +¢), w=(z = a(z + b)* +
4 ¢) N (y = dz + e), kde konstanty A4, C, a, b, ¢, d, e maji sviij ziejmy vy-
znam, mé vySetfovand plocha rovnici

(a{z 4 8)2 4 ¢ — Ax2C)y? = (z — Ada? — C)(dx + e)2. (3)

Z této rovnice snadno odvodime tvrzent 6:

Plocha o rovnici (5) obsahuje v rovindch o, = (k(dx + ¢) = y) paraboly
& osami kolmymi k ose z.

Dikazy pro jejich jednoduchost vynechivame. Dodatek je tim ukonden.

Provedeme jest& jednu specialisaci plochy x z definice 1, a to pro n = —1:

V roving (y = 0) zvolme kiivku v C (z = f(z) + byz + ¢,); o roving o pred-
poklddejme, Ze neni kolm4 k rovind (z = 0) a zvolme kiivku wCyp tak, ze
wC(y = af(x) 4 byx + ¢,). Je-li opét & rovina rovnobéind s rovinou (x = 0)
a majici s kiivkou » neprizdny primik, poloime Vi=¢nwv, Wi=£nw-
Je-li V&= Wi, pak definujme & = V. Jsou-li druhé (resp. tieti) soufadnice
bodit V¢ 4 W stejné, definujme k% jakozto primku ViW:. Lidi-li se od sebe
jak druhé, tak i tfeti soufadnice bodd V¢, W, definujme ké jako¥to rovnoosou
hyperbolu o stfedu V3, asymptoté £ n (y = 0), pii demz bod Wi lez{ na této

hyperbole. Sjednoceni | utvarti ki (p¥i proménné roviné I) obsahuje opét

199



specidlni plochu x z definice 1. Podle upravenych tvizeni 2, 4 obsahuje plocha, |
muﬂwa.m:w krivek w*, jejichZ praméty w' jsou kolmo afinni ke kiivce w, pii ose
afinity splyvajici s osou z. Podle tvrzeni 3 roviny g, 2wt Egrmﬁmﬂ budto
mwnoMmm:%E bodem B € (y = 0), anebo jsou rovnob&iné s jistou pfimkou
PC(y = 0).

§ 3. Syntheticka definice klinovyeh ploch

VySetfujme opét soufadnicovy prostor K, a pro stru¢nost oznadme rovinu
(z = 0) symbolem v.

Definiee 2. , Plochou** nazveme jistou plochu. «, pro nif libovolné dvé krivky
A.Q.D Bzs (o O y) (B, v jsou roviny rovnobéiné s rovinou v) st odpovidaji v afinits,
jejiz osa je rovnobéind s osow y a jejif smér je uddn osou z. .

Realisaci plochy z definice 2 provedeme dvéma zplsoby.

l. zpiisob. Necht k, v, w jsou kiivky s témito vlastnostmi:

k Cv, praméty v,,, w,, jsou dva razné body leiici v pramétu k,; oznadime-li &
rovinu- rovnobéZnou s rovinou » a majici s jednou z k¥ivek v, w neprazdny
i EQEW.. jsou oba préniky Vi=¢no, Wi=¢nw jednobodové a primka
V:W: neni rovnobéind s osou y; prinik & A v neni prazdny.

Je-li VEW:{[V W, pak definujme k¢ C ¢ tak, se ki je obrazem kfivky k
v posunuti daném vektorem V'3,

Neni-li VEW:{|V*W*, prolozme bodem P:—= ViWi A V'W' pifmku oty
a definujme %+ C £ tak, %e ki je obrazem kiivky k v afinité o ose o a sméru
daném osou z.

Sjednocent viech ki je plochou ve smyslu definice 3.
~ 2. zphsoh. Necht k, v, w jsou kfivky s t&mito vlastnostmi:

k Cv; kazdd pfimka, rovnobéini s nékterou z os Y, 2, ma s k¥ivkou &k bud
prazdny, anebo jednobodovy prénik; pramsty v,, w, maji prizduy pranik;
v,, € k, D w,,; oznadime-li £ rovinu rovnob&inou 8 rovinou v a majici s jednou
z kiivek v, w neprazdny primik, jsou oba priniky Vi=¢tno, Wi=¢fnw
jednobodové a ViW: X y; pranik & n v neni prazdny. Ke kazdému bodu V+
?o.m%. W¢) piitadme bod N:€k (resp. M:€k) tak, e body Vi, N¢ (resp.
W:, M:) lezi na téie rovnobéice s osou z.

Je-li. VEW? || N:M:, pak definujme /i C & tak, e ki je obrazem kiivky k
v posunuti daném vektorem N:V:,

Nenf-li V#W:[| N:M:, prolozme bodem P = ViWi A N:iM: primku of || y
a definujme k¢ C £ tak, 7e ki je obrazem kiivky k v afinitd o ose of a smérn
daném osou z.

Sjednoceni viech kf je plochou ve smyslu definice 3.

Pozndmka 1. Zminime se struéné o souvislosti plochy z definice 2 s impli-
aitnimi a explicitnimi plochami klinovymi. Plocha z definice 2 je zajisté
zvldstnim piipadem implicitni klinové plochy (12), def. 1, 2 a pozn. 1, 2).
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Plocha zavedend podle 2. zpisobu je dokonce zvldstnim piipadem explicitni
plochy klinové. Specialisace je viak nepatrnd: na ploe z definice 2 nejsou
pfipustény singuldrni piipady prinik x n &, totiz préniki, které budto
lezi na pfimce rovnobéiné s osou y, anebo jsou tvofeny soustavou piimek
rovnobéznych s osou z.

Definici 2 lze oznadit jako synthetickou definici klinové plochy. Této
definice (a sice podle 2. zpusobu) jsme jiZ uzili v § 2. Definice 2 ma jednu vy-
hodu: lze ji bez obtiZi zobecnit projektivné. Takovémuto zobecnéni vénujme
nyni své dalsi avahy. A

Ve zbyvajici &isti élanku budeme vySetfovat redlny projektivni prostor Py;
zvolme v ndm nekomplandrni body O, X, Y, Z. Praméty z bodu X, resp. ¥,
resp. Z do roviny v = OYZ, resp. OXZ, resp. OXY oznadujme indexem X,
resp. Y, resp. Z.

Definice 3. , Plochou* nazveme plochu x C Py, pro mZf kaidé dvé kiivky

(xn By, (x 0 )y (B, y jsou roviny jdouct primkow YZ) si odpovidaji v perspek-

tiont kolineaci o stiedu Z a o ose jdouct bodem Y.

Provedeme opdt dvé realisace plochy z definice 3, a to analogicky podle
predchoziho. .

1. zplisob. Necht k, v, w jsou kiivky s témito vlastnostmi:
kCw» v,y, w,y jsou dva rizné body, lezici v k,; oznadime-li £ rovinu jdouct
piimkou YZ a majici s jednou z kiivek v, w neprazdny prinik, jsou oba praniky
Vi=£Fnwv, Wi¢=£nwjednobodové a piimka V:W: neprochizi bodem Y
prinik £ N v neni prazdny.

Je-li ViWs = VW, pak definujme ki C¢& tak, Ze Ky = k.

Jestlize pimky VW%, V'W* nesplyvaji, definujme & C¢ tak, ze ky je
obrazem kiivky % v kolineaci o stfedu Z a ose jdouei body Y, P = ViWi n
n VW, Sjednoceni viech k¢ je plochou ve smyslu definice 3.

2, zpuasob. Necht k, v, w jsou kiivky s témito vlastnostmi:
k C v; kazd4 pfimka jdouei bodem Y nebo Z mé s kiivkou k bud prazdny,
anebo jednobodovy prinik; v, Nnw, = 0; v, Ck, D w,y; oznadime-li &
rovinu jdouci piimkou YZ a majici s jednou z kiivek v, w neprazdny prinik,
jsou oba @g:mﬂ% Vi=¢&nw Wi= & n wjednobodovéa ViWid Y. knv $=0.
Ke kazdému bodu V¢ (resp. W¢) prifadme bod N: € k (resp. M? € k) tak, Ze
body Vi, N¢ (resp. W%, M%) le#i spolu s bodem Z na téze piimce.

Je-li VEW% = N:iM¢, pak definujme ki C & tak, de ky = k.

Nesplyvaji-li pfimky VW%, NEM¢, definujme kf C ¢ tak, Ze k% je obrazem
kiivky k v kolineaci o stiedu Z a ose jdouci body P$ = ViWs n NiM:, Y.

Sjednoceni « viech kf je plochou ve smyslu definice 3.

Poznamka 2. Piedchozi definici lze oznadit jako synthetickou definici
projektivni klinové plochy.
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Projektivni rozsiteni nékieryeh vysledki z §t

OXY = (z;, = 0), XYZ = (x, — 0). V 2. zpisobu realisace zvolme % C (g} =
= axy + bxj). Z &k, n celé, v C (2, = 0); dile volme kiivku w v jisté roving
02 X7 tak, 7e w, je v kolineaci o stiedu ¥ a ose o » Y obrazem kiivky o+,
kterd je primétem kiivky v do roviny (x; = 0) z n&kterdho bodu primky ¥Z,
rizného od bodu Z. Oznadme g kuselovou plochu o vrcholu Z a ¥idiei k¥ivee,
kterd je obrazem kfivky w, v kolineaci § o stiedu ¥ a ose OX,

Tvrzeni 7. Kfivka & n Ag ledt v jisté roviné oy. Roviny g (pFi proménmém @ )
maji spoleény bod v roviné 0XZ.

Dukaz plyne z projektivniho roziteni tvrzeni 2, 3.

Poznamka 3. Snadno bychom provedli (pro  celé) homogenisaci rovnice (1),
a tim bychom odvodili i rovnici pro piisludnou projektivni klinovou plochu.
Neékteré body, ziskané homogenisaci, bylo by oviem nutno vylouéit, abychom
zlstali ve shodé s definici 3.

Poznamenejme jeste, ze cely aparat (definice 2, 3 s jejich realisacemi)
jsme neuvidsli jen pro rozii¥eni nékterych vysledkt z § 1, ale vitbec jako novy
theoreticky zpisob zavedend klinovych ploch.

Prejdeme-li od P, k B, volbou nevlastni roviny XYZ, dostaneme z definice 3
definici 2. Zvolime-li viak za nevlastni rovinu jinou rovinu nez XY¥Z, dosta-
neme jakozto afinni (euklidovskou) specialisaci plochy ~ z definice 3 v zcela
novy Lyp plochy, kterd tzce souvisi se zobecnénou plochou translaéni [5].

Koneéné utitime jesté jednu theoretickou pozndmku: Definici 3 bylo by
mozno roziifit pro desarguesovsky projektivni prostor a pro obecné bhodové

mnoziny (misto kfivek). Toto roz&i¥eni nedinilo by potiii, mélo by viak patrné
jen ryze theoreticky vyznam. Proto od podrobnosti upoudtime.

Zavedme v P, homogenni soufadnice tak, ze vy = (x, = 0), 0XZ = (zy = 0),

§ 4 Zobecnéna klinova plocha

V prostoru P, zvolme opst nekomplanarni body 0, X, Y, Z. Definujme
bodové zobrazeni 7 roviny OX¥ na sebe tak, aby byly splnény tyto podminky:
zobrazeni 7 je topologické; v zobrazeni 7 je kaida pFimka, jdouci bodem X
samodruzng,. .

KuzZelovou plochu o vreholu V a Fidici kiivee r oznagme strudné Vr. Primét
z bodu ¥ (resp. Z) do roviny OXZ (resp. OXY) oznadme indexem Y (resp. Z).
Primét z bodu X do kuzelové plochy v = Z(0Y)" oznadme indexem X.

Definice 4. ,,Plochou‘* budeme rozumét plochu « C Py, pro niZ libovolné dvé
kFivky (x 0 )y, (x 0 p) ¢ (B, v jsou kuselové plochy Zb*, Zcr, kde b, ¢ jsou bodem ¥
jdouci pFimky roviny OXY) odpovidaji si v centralni kolineaci o sttedu 7 a osové
rovinég jdouct primkou XY .

Provedeme opét realisace plochy z definice 4.

3
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1. zphsoh. Necht kiivky k, v, w maji tyto vlastnosti:

ECv; vy, wyy jsou dva rizné body, lezici v k,. Oznaéime £ kuzelovou
plochu o vrcholu Z a Fidici kiivce, kterd je v zobrazeni v obrazem @&E.W%
jdouci bodem Y, a kterd ma aspon s jednou z kiivek v, w :m?m‘ﬁm:mm EWEWW
pak priniky V¢ = & n o, Wi = £ n w jsou jednobodové a piimka VWi ne-
protind pfimku XY. Prinik & n v neni prazdny. )

Jeli VW5 = VW, pak definujme ki CE tak, se ki = k. )

Neni-li ViWi = V*Wr, definujme ki C £ tak, e k¥ivka k% odpovida
kiivece k& v kolineaci o stiedu Z a osové roving, jdouel body X, ¥, P =
= VWi o V"W

Sjednoceni viech kiivek &f je plochou ve smyslu definice 4.

2, zpiisoh. Necht kfivky k, v, w maji tyto vlastnosti:
k Cv; kaZds rovina, jdouci p¥imkou XZ, resp. XY, ma s kiivkou k prinik
prazdny anebo jednobodovy; v, nw, = ¢; v,y Ck, D w,,; ONSQ&E@E '3
kuzelovou plochu téhoZ vyznamu jako v 1.zpisobu, jsouoba praniky V= = &énv,
W3 = ¢ n w jednobodové a ptimka Vi Wi neprotind piimku XY kb n v = u.

Ke kazdému bodu V¢ (resp. W¥) prifadme bod N: € k (resp. M+ € k) tak,
se body Vi, N, Z (resp. W, M, Z) lezi na téze piimce.

Je-li ViWs — NiME, pak definujme k5 C & tak, ze by = L.

Neni-li ViWi = NiME, definujme k3 C¢ tak, e by je obrazem kfivky k
v kolineaci o stfedu Z a osové roving jdouci body P: = ViWin NiM:i X, Y.
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Sjednoceni viech kiivek k: je plochou ve smyslu definice 4.

Poznamka 4. Pi pfechodu od P, k Ey dostaneme afinn{ (euklidovskou)
specialisaci definice 4, kters poskytuje opét novy typ plochy v £,. Definici 4
bylo by opét mo#no rozsitit pro desarguesovsky projektivni prostor a pro
obecné bodové mnoziny (misto kfivek); tim se viak zabyvat nebudeme.

Shrnuti. V prvni &isti préce byla studovéna specidlni klinovd plocha, kters
kromé vytvoiujiciho systému  obecnych parabol obsahuje dalgi systérm
rovinnych k¥ivek s jednoduchymi vlastnostmi, takie t&chto dvou systémt
kfivek lze prakticky pouzit pri vyztuiovani dané plochy jakozto plochy sko-
Tepinové.

Druhs, &ist préce byla vénovéna synthetické definici klinové plochy a otdz-
kim s tim spojenym. Na rozdil od definice analytické ([2], def. 1, 2) definici
synthetickou bylo mozno prenést i do projektivniho prostoru. Tak byla za-
vedena projektivni klinovs plocha. Tento posledni pojem byl
zobecnén (po jisté topologické transformaci), kdy# misto vytvofujicich kiivek
rovinnych byly plipudtény téy vytvotujici kitvky prostorové.

Byly uéinény poznamky o moznostech dalsiho zobecnéni.
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UBER DIE PARABOLISCHEN UND PROJEKTIVEN
KEILFLACHEN

VACLAV HAVEL
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In dem ersten Teil des Beitrages wird eine durch die Gleichung

z = A/M_\‘%W H MMM Ho“wg Y+ af(@) + byx + o

charakterisierte Keilflache untersucht; die reellen Koefizienten. a,, b, ¢, der Exponent »
und die Funktion j(z) werden dabei durch geeignete Bedingungen gebunden. Die durch
die Gleichung z = k(ayf(x) + byx + ¢y) bestimmte Zylinderflichen (wo + 0 ein Para-
meter ist) schneiden dje gegebene Keilfliche in ebenen Kurven durch.

In dem nichsten Teil des Beitrages wird die synthetische Definition der Keilfliche im
euklidischen und auch im projektiven Raume ausgefiihrt. Einige valmmczma: werden
dann den Méglichkeiten der weitaren /wmwm.__m:gl:ﬁ,::m der Keilfliche gewidmet.
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