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O JEDNE KINEMATICKE VLASTNOSTI
PROSTOROVYCH KRIVEK

ZBYNEK NADENTK, Praha

V' prostoru budte dany dva rtzné body 4, B a dvé razné pHmky a, b;
primka @ incidentni s bodem 4 a piimka b incidentni s bodem B. Necht Utvar
tvofeny body 4, B a pfimkami «, b je pii pohiybu v prvnim stupni volnosti
neproménny. Jsou nalezeny nutné a postadujici podminky, aby existovaly
trajektorie (4) a (B) bodii 4 a B takové, ze p¥imka a je tetnou trajektorie (A)
v bodé 4 a piimka b tednou trajektorie (B) v bodé B.

Budte z, y, z pravothlé kartézské soufadnice v prostoru a

x = zfs}, ¥ = yls), z = z(s) (1)
realné funkce reilného argumentu s definované pro viecka s€ J — {a, ),
které maji spojité derivace a do 3. Tadu v intervalu I pro které plati 2 +
Fytti=1, 2" Y2+ 2" 4= 0 pro viecka s € [ (8drky v tomto tivodu
znadi derivaci podle s). Rovnice (1), které budeme psat zkracens

r=r(s), *)
jsou pak rovnicemi kiivky bez singuldrnich a inflexnich bodiéi; parametr s je
jeii oblouk. Pro kazdy bod ktivky (*) jsou definovany jednotkové vektory
teény, hlavni normély a binormaly relacemi ¢ — r,n= dlﬁlnwv [tnb]=1;
odmocninu bereme vidy kladng. V celém intervalu I jsou déle definovany

flexe k,(s) = Fr >0 a torse ky(s) = [r'e'r"] kiivky (*) a plati

1
k(s
NS%SH@ Hﬁﬂmﬁmncauuw VZOTCE.

Jsou-li naopak dany dvé& funkce by =kys) > 0ak, = ky(s) argumentu ¢ Spojité v in-
tervalu I, existuje (a na polohu v prostoru) pravé jedna kiivka, kterd ma s za oblouk
a tyto funkee za flexi, resp. torsi.! Je-li mezi funkcemi Ey =kys) a by, = ky(s) n&jaky
specidlni vatah — 3 jen v tomto ptipads, jsou &k, = ky(s) a ky = Iy(s) pfirozenymi rovni-
cemi néjaké zolddtni kiivky. Nejjednodussi piipad je patrné ten, kdy

ciky + coky + ¢ =0, (2)
kde ¢, ¢,, ¢ jsou konstanty nikoliv vecky nulové. Pic = 0 a €6 %= 0 jsou rovniei (2)
ormimwn@lwcdxm\.:% spadové kiivky.? Jestlize ¢ =0, ¢, & 0, urduje rovnice (2) kfivky

2 wﬁs TE,’m»%. 61—65.
? Viz [2], str. 180 nebo [4], str. 56.




konstantni torse, které (pfi &, %= 0) byly =z Darbouxova podnstu podrobné studovany.
V plipads, kdy c,c + 0, charakterisuje rovnice (2) t. zv. kiivky Bertrandovy. Objevil je
roku 1850 J. Bertrand, kdy# resil tlohu, kterou r. 1844 poloZil A. Barré de Saint-
Venant: Existuji na ploSe hlavnich normsl kiivky jests jiné kiivky, kterd maji ptimky
této plochy opét za hlavni normaly ? Bertrandovy ktivky byly mnoha matematiky po-
drobng studovény (Bianchi, Darboux, Mannheim, Picard, Serret a j-) a jejich
elementérni vlastnosti jsou dobfe znamy. Konedné rovnice Bertrandovych kiivek nalezl
Darboux® (po ném i G. Scheffers?) a jinym zptsobem L. Bianchi,? ktery vySel od kii-

4 . v

vek konstantni nenulové flexe. Tyto specialni Bertrandovy kfivky studoval jiz roku 1784
G. Monge. Jejich vytvoteni z kruZnice je znamé.® Ze spddovych kiivek jsou Bertrando-
vymi kfivkami jeding kruZnice a froubovice na rotaéni valeové plofe s pfirozenymi rov-
nicemi k;, = konst = 0, ky = konst = (.7

Kvadraticks relace mezi flexi a torsi je tvaru

A} +- Blok, + Ck3 - Diey 4 Bley + F = 0, (3)
kde 4, B, C, D, B, F = konst. Ktivky, pro které plati rovnice (3) s E = F — 0, vy-
Setfoval a charakterisoval jistou kinematickou vlastnosti prvni A. Demoulin; jejich
specidlnim piipadem jsou i Bertrandovy ktivky. E. Cesaro v [2] dogel mimo jiné k to-

% . 4 . = %

v

rovnobé&Zné s #ddnou jeho sténou, pak p# pohybu trojhranu podél kiiviy plimka p
vytvor rozvinutelnon plochu tehdy a jen tehdy, kdy# pro kiivku plati (3) s F = 0, DE == 0.
Nehleds k t&mto a nskolika trividlnim pipaddm ztstdvd oteviens otdzka, jak geomet-
ricky charakterisovat kiivky, pro kterd plati rovnice (3), zviats piiF # 0.

Origindlni zobecnéni Bertrandovych kiivek podal roku 1938 N. G. Tuganov
v préci [8]. Ke kfivee I' na plofe =, jeji¥ normalni kivost a geodetickd torse jsou vézény
linedrn{ rovnici g konstantnimi koeficienty, existuje kiivka I na plofe 1’ a mezi jejich
body jedno-jednoznaéng, korespondence takovd, Ze normaly ploch n a a2’ v korespon-
dujicich bodech splyvaji a spolu s teSnami kiivek I'a I a jejich normalami v teénych
rovindch tvoi{ wtvar neproménného tvaru. Plati téx opak. N. G. Tuganov udal fadu

Z podnétu akademika Cecha vySetfil autor v tomto &lanku kfivky, které v jistém
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smyslu jsou rovné% zobecnénim Bertrandovych kiivek a soudasng jednoparametrickou
analogif k plochém, jeZ autor studoval v préci [6]. TéZ jsou prostorovym zobecnénim
rovinnych paralelnich kiivek., Stejng, tloha (viz sunto) v prostoru £,, n > 3, m4 — jak se
snadno zjisti — vidy feSeni.
1. Kromé vyde zavedend kiivky (*) budeme uvazovat jeité jinou kiivku
0 rovnicich z = ‘z('s), y = "y('s), z = "2(’s) &ili
r="r('s); [
‘a('s), ‘y(’s), '2('s) jsou realné funkce redlného argumentu, o nich# budeme
predpokladat, se maji spojité derivace podle ‘s v intervalu J = (‘a, 'b), pri

& 9 ! 2 ! 2
demz, Am &v -4 AQ N\V -+ AQ Nv = L. Parametr ‘s je pak obloukem kiivky

d’s d’'s d's

Viz [3], str. 62, 63.

Viz [7], str. 440-—443,

iz [1], str. 32—34.
Viz [5], str. 1186.

7 Viz {2], str. 181.
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y "y o o en s % b d'r
(**) a v kazdém jejim bodé existuje jednotkovy tetny vektor ‘¢ =T
3 2 -
Budeme fesit tuto alohu:
Jalké jsou nutné a postacugict podminky, aby existovalo prosté zobrazens finter-

valu I na I takové, te spojnice Lorespondujicich si bods kiivels (*) a (**) 0 para-

metrech s € I a's = j(s) €T teCny v nich tvoft vitvar neproménndho tvary?

Analyticky formulujeme tlohu relacemi

Vir =) (r —1) = v = konst. > 0, (1,1)
t.(r—r)=vecosw = konst., (1,2)
T.(r—'r) = vcos 'x = konst., (1,29
1.t =cospg = konst., (1,3)

kde s € I a ’s = f(s) €I a o thlech ®, ‘a, f§ lze predpokladat
02w, ', 8 < m. (1,4)

UkdZeme toti# pozdéji, e obs tedny v korespondujicich bodech nikdy ne-
mohou splynout s jejich spojnici.

Krivky (*) a (*¥), kterd jsou FeSenim této tlohy, budeme nazyvat dvojict
sdrugenych k¥ivek, k¥ivku (*) prvof a (**) druhou.

Pri kazdém prostém zobrazeni f intervalu I na interval ' plati pro pravo-
di¢e odpovidajicich si bodd k¥ivek {(*) 2 (**) 0 parametrech s € J a ‘s — fsye'Tl

r=r-+4 ot + i ub, (1,5)

kde o = g(s), A = 2s), p = p(s) jsou funkee argumentu s, které v intervalu 7
maji spojité derivace podle s.

2. Relace (1,1) plati tehdy a jen tehdy, kdyz

0+ A+ p? = o2, (2,1)
Vztah (1,2) je splnén tehdy a jen tehdy, kdyz
0 == ¥ COoS . (2,2)
Z (2,1) a (2,2) plyne
A% 4 u? = ¢p? gin? . (2,3)
Podle (1,5), (2,2) a Frenetovych vzorei je
d'r , d's da du
T == k)t A%.+ ok, !E@v: + Aml%+§vo. (2,4)

Ponévadz sdrusens kiivka je bez singularit, musf

d’ di 2 d, 2
S= ﬁ\: — W)+ (4 oy k) + A%Jr M) 050 = 4 1 (29
Podle (2,4) a (2,5) je tedy

d
(1 — k)t + A% + ok, — E@v n A%Ln \z@v b
"t o S . (2,6)

da 2 d 2
ﬁ\: — )+ ru. + ok, — E@v + (% + i
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Podminka (1,2%) je podle (2,6), (1,5), (2,3), (2,2) a (1,1) splnéna tehdy a jen
tehdy, kdyz -
cos &

f\/x! = —ecos'x. (2,7)
A |

. dA d 2
=g+ (T4 o — b))+ Amwﬁ i

Kdyby & = ‘o = 0, bylo by podle (2,2) a (2,3) pfedng ¢ = v, 1 — pn=0,
a podle (2,7) a (1,1) pak k, = 0, co vyludujeme. Neni tedy mozné, aby tetny
v Wmemwosz.mommr si bodech dvou sdruZenych kiivek splyvaly s jejich 8poj-
nici, jak bylo jiZ v odst. 1 vytknuto.

[

deli o = lqmnl , je podle (2,7) téi ‘a — 5 & naopak. Dvojici sdruzenych kii-

ty v

vek, v niz Z4dnd z teden v korespondujicich si bodech neni kolms na jejich
spojnici, nazveme 1. typu, Dvojici sdruzenych kfivek, pro n&z spojnice odpo-
vidajicich si bodii je kolma na obg jejich tedny v t&chto bodech, nazveme
2. typu. Kromé& t&chto dvojic 1. nebo 2. typu Z4dné jiné neexistuji.

V odst. 3—6 budeme vySetfovat 1. typ a v odst. 7—9 typ 2.

3. Necht tedy

S W + ‘a. (31
cos o
Z (2,7) a (2,5) pak plyne & = sgn Al cos \L &
d’'s COS8 &
ds " cos'a’ i

takZe zobrazeni f je d4no rovnici
8 o8 & - ‘s cos ‘o = konst.

Nutné a postadujiei podminks pro platnost vztahu (1,3) je podle Awnav‘

a (2,7)
- o8 &
ey =1+ vl B. (3,3)
Z (2,7) a'(3,3) pak plyne
da o\ (du : cosx .
Aﬁ + ok, —= E&v =+ Amlm + gv = sost Ty Sin*B. (3,4)

V odst. 3—5 budeme stile predpoklidat
B> 0; (3,5)
jednoduchy pfipad g = 0 vySetfime v odst. 6. Plati-li naopak (3,4), je podle
(3,5), (1,4) a (3,1) nerovnost (2,5) splnéna.
V daldim rozlisime jests piipady, kdy
14

cos o
cos ‘o

cos B =0 (3,6)
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cos
cos '«

‘ nebo

I+

cos f = 0. (3,7)

‘ 4. Jako prvni budeme diskutovat piipad (3,6). Z (3,3) a (2,8) dostavame

(4,1)
n. kde budto
1 Cos &
= 1
ky veina |1 T oos T 2 P (4.2,)
b anebo
1 €os &
— |1 ‘
& > vsna |l T cos 7 88 (4.2)
pro vecky hodnoty argumentu s € [.
‘ V prvnim piipads je podle (4,1)
cos o
A= in o, = 0; = : 4,
I wsin 7 7T = sgn ? -+ o5 7 908 mv (4,3)
3% (3,4), (4,3) a (4,2,) plyne ~
COS & 2
. 1
12— cotg’a o sin? g . A T cos ‘o % mv (4,4)
2T e cos? '« sin? & ’ ’
takZe nutng
8in o sin # = | cos 'x + cosxcosf|. (4,5)

Geometricky vyznam téchto vztahil je prithledny.
V druhém ptipads, kdy plati (4,2,), dostaneme eliminacj Aapz(2,7) a(4,1)
al

14 = QOmmv-QWH + vk, cos & F

2

k, 5 cos & 2
Hmﬂﬁ\emw_ sin? o — ? +oOm T ooiwv +
2 2 m.

? + MMMMQOmuv d W cos k.
+1F- —2 T + <22 oas mv -2 -

ﬁ\ % sint o — (1 4 COS o — 2 ds cos ‘w ky

v cos '«
cos o

= 7 Sin B. (4,6)
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Mdme tak tento prvni vysledek:

Nutnd a postadujics podminka, aby kFivka (*) byla proni 2 takové dvojice
sdrufensjch kfivek 1. Lypu, pro niZ plati (3,5) a (3,6), je:

Kfwka (*) je budio $roubovice na rotacn vdlcové plode m, jeji flexe a torse je
ddna vzorci (4,2,) a (4,4), jestlize v (4,5) plati znamens nerovnosti, nebo krutnice k,
anebo jeji proni a drubd kfivost spliiuft relace (4,2,) a (4,6).

V pronich dvow pfipadech je sdruZend kiivka (**) ddna rovmici

T =1r + v{t cos x 4 tnsin &)
a je to opét Sroubovice na rotadni plode vdlcové souosé s plochou = anebo krusnice
soustfednd s krutnici k. V tFetim pripadé je sdrufend kfivka (**) ddna rovnics
(1,5), v nif o, resp. A, u je wréeno v (2,2) resp. (4,1). Zobrazend f je ve véech
pfipadech ddno rovnici s cos + s cos ‘a — konst.

5. Plati-li (3,7), je predné nutng

™
takze
COoS & 1

cos ‘@ cosf’

a podle (3,2) a (5,2) je zobrazeni f déno rovnict

‘s = oom 7 -+ konst. (5,3)
Z (3.3) a (3.,7) a (2.3) plyue dale
A= 0, # = 24 vsin . (5,4)
Podle (2,7), (5,2), (5,4), (2,2) a (5,1) je
v | (k; cos & F k, sin «) cotg B = 1. (5,5)

Kiivka (*) je tedy tehdy a jen tehdy prows » dvojice sdruengch kfivek 1. typu,
pro wiz platt (3,5) a (3,7), kdyZ je Bertrandovou k¥ivkou definovanou relact (5,5).
Sdruzend druhd k¥ivka dvojice je pak ddna rovnict .

r=1r 4 vt cos =+ b sin &)
@ zobrazent f je wréeno v (5,3).

Spojnice korespondujicich boda je teénou prvni ze sdruzenych kiivek dvo-

Jice ziejms jen v tom pfipads, kdy

=181
v
Vskutku, pii o = 0 je nutné ‘o + f = x, takse plati (3,7) a z (5,5) pak ihned
plyne toto tvrzeni.
6. Z dvojic 1. typu zhyvi jests vySetfovat piipad, kdy
b (6,1)
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Pak je « '« F0aox+ 'x=mn Tedy

[ cos 'w
= = 0. 6,2
H+8m§8m\w ~+oom9o0mm 0 (6,2)
Z (3,3) a (2,3) tak plyne
A =0, Ma = 4 vsin « (6,3)

a v disledku (6,1) — (6,3), {2,2) a (1,1) je podminka (2,7) ekvivalentni s
by cos o F k, sin x = 0.

Z toho pak snadno plyne:

Nutnd a postadujict podminka, aby ve dvojici 1. typu teCny v koresponduji-
cich bodech byly rovnobéné, je:

Ktivky dvojice jsou obecné Sroubovice, jedna venikne z druhé translact ve sméru,
$ kterym jeji tebny svirajs pevny ihel.

7. Jesté je tieba vyletiit dvojice sdruzenych kfivek 2. typu, t.j. takové
dvojice, pro néz

(7,1)

vof 3

Podle (2,2) pak
== o- AQVMV

Podminka (2,7) ekvivalentni s (1,2) je nyni splnéna identicky a podminka
(1,3) je podle (2,6) a (7,2) splnéna tehdy a jen tehdy, kdyz

(1 — k)
dA 2 d 2
<a — Ay ?l% - \i " Amm + ;Nv

= ¢os f. (7,3)

Jednoduché .H:«ﬁu@m% B = 0anebo § = lqmnlwwovoREo v odst. 8 a 9. Nyni se

budeme zabyvat piipadem

0B+ (7,4)
Pak je podle (7,3) pfedns
1 — 2k, &0, (7,5)
a podle (2,5) a (7,3) je
: 8 1
‘s = — . 7,6
T os f cosp »\is ds (7.6)
Podle (2,3) a (7,1) mazeme polozit ‘
A =wvsin ¢, 4 == v COs @, @ = g(s). (7,7)
Ponévadz pak
di 2 dpe 2 , [de 2
T e e ol = == _.Nv
AQ% }thv I.T AQ% LI&N&wv v AQ% 2 bl A wV




ziskdme eliminaci ] g # 2z (7,3) podle (7,7) a (7,8)
de

Mml T Ry
Naopak Fegeni této rovnice existuje a je spojité v ka¥dém intervalu uzavre-
ném J C J.

Zjistili jsme tak, 7e ve dvojici sdruzengjch kfivek 2. Lypu, v nif teény v ko-
respondugicich bodeck nejsou rovnobéing ani kolmé, lze kFivky (*) volit Libovolné
s tim jedingm omezentm, e 1 — vk, sin P+ 0, kde g = gs) je Fedeni rovnice (7,9).
Sdruzend druhd k¥ivka dvogice je ddna rovnics

\s”~+eﬁamm5€+¢oomﬂv
a zobrazeni f je ddno vztahy (7,6) a (7,7,).
8. Necht nyn{

v = | (1 — vk, sin P tg g, (7,9)

B=o. (8.1)
Podle (7,3) je pak
1— ko0, & =sgn (1l — 2L,); (8,2)
da du
o — e =0, gs + e =0 (8,3)
a 2z (2,5) plyne
sS=s5—f Ak ds. (8,4)

Je-li kiivka (*) rovinn4, je podle (8,3) 2 (2,3) 1 = konst., 4 = konst. a na-
opak. Je-li kiivks, (*) prostorovd, budeme pfedpoklidat jests existenci spo-
jityeh dtvrtych derivaci funkei (1) v intervalu I s ky, %= 0 pro viecka s € J.
V tomto p¥ipads z (8,3) a (2,3) pak snadno plyne, Ze 2 a y4 jsou ta fefeni dife-
rencialni rovnice

—_ 9 e .
ds* " T, ds ds T g (8,5)

§ neznamou funkei » — ¥(s), pro kters, [podle (2,3) a (7,1)] plati 22 4 M= vl
Tato feSeni jsou
A=vsin (fk,ds + c), r=wcos (fkds+ ), ¢ = konst. (8,6)

Pre sdruzenou kiivku (**) dostaneme nyni snadno vzhledem k (8:4) a (2,1)

[ a 4 je urdeno v (8.6)]
T=r+ In -+ ub;

T=1#¢ 'n = ¢n, b =¢b;

ek, k,
1 — 2k 1 — A

Ve dvojici sdruZengch kitivek 2. typu, v nif telny v korespondujicich si bodech,
80U rovnobéiny, je mogno kfivku ( *) volit libovolné s tim, omezenim, Ze [podle
(8,2,) a (8,6,)] vk, sin (fk,ds + ¢) % 1. Zobrazens I je ddno rovnici (8,4) a pro
sdrufenou kfivku (**) dvojice plaii ( 8,7). V tomto pripads je analogie s rovinngj-
me paralelnimi kfivkami nejuzsi. Sdrutend kFivky jsou evolventami tése evoluty.

(8,7)
~\n~ s

\th —
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9. Zbyva posledni piipad dvojice 2. typu, pro nig

T
B = 5 (9,1)
Pak je podle (7,3) nutng
1 — Ay =0, (9,2)
t. j. podle (9,2) a 2,3)
1 1~
] et = 4 —VorE — 1. 9,3
R (9,3)
Je tedy pro viechny hodnoty argumentu s z intervalu I budto k, = IM- anebo

ky > 2, - Znaménko ¢ Ize nyni volit libovolng; poloiime g =1,
v

Necht predns

k> % (9,4)
Podle (9,3) je pak
dk, 2
d2 : (du VN . ds %
=< _ o) =y . 9,5
A% E@v +A%+§w ¢ Nn~<e-aml_nw ? ®.5)
Vyraz v zdvoree napravo v (9,5) se anuluje tehdy a jen tehdy, kdy%
1
S | 4 &,
V= L P
Bk ds

tedy jeding v téch bodech ktivky (*), v nich# jeji oskuladni koule m4, polomér
rovny ». Takové body viak na kiivce (*) podle (9,4) neexistuji. Podle (2,5),
(9,2), (7,2), (9,5) a (1,1) plati

L dk
‘s = ds + k| ds (9,6)
- kyyorkz —1 — 2T ’
SdruZens kiivka (**) pak podle (2,1), (7,2) a (9,3) je ddna rovnici
, 1 1
r=r % = T Vv — 1b. (9,7)
Jestlize za druhé
\3 = IHI 3 Awuwv
v
je podle (9,3)
A=, #“=20
a podle (2,5), (9,2), (7,2), (9.8) a (1,1)
's==v [|k,|ds. (9,9)




Neni-li tedy zadny bod kfivky (%) stacionarni, je sdrugens kfivka

T =1r 4 on

vskutku bez singularit,

Nuind a postatujict vodminka, aby kfivka (*) byla proni 2 dvojice sdrufenajch
kiftvel 2. typu, v nig tebny v korespondujicich si bodech jsou kolmé, je:

Budto md kFivke (*) polomér kfivosti stgle vétst nef v anebo stdle roven v o je
bez staciondrnich bods.

V pronim pripads je druhd kfivka dvojice dina v (9.7), ve druhbém pfipadé je
vytvofena stiedy k¥ivosts kFivky (*). Zobrazend ! je uréeno v (9,6), resp. (9,9).
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OB OLHOM RUHEMATUYECKOM CBONCTBE
ﬂwomem\memeEEE% HPUBRIX

3BHHER HAJAEHNK
Brsonn

Son.dmhowmmz EOOQNDHHSKEO I N0CTATOYHRIE yenoBua gaast toro 4TO0LI MEXJIy TOYKamMp
ABYyX ﬂﬁOo.:umHmOHm.wmmHAH KPABLIX CYImMecTBOBAIO mmeEED.OhEOwENJEOO COOTBETCTBHe
TaKoe, 94To npaman npoxogsamasn GOOHMG‘HO%&V\SENZE TOYKaAMHI 1 Kacarc/ibHLIe B 3TAX TOYKax
OQ%mwv\aﬁ O@ﬁmw HeH3MeHaeMoro Bmjaa.

SUR UNE PROPRIETH CINEMATIQUE
DES COURBES GAUCHES

ZBYNEK NADENTK

que la droite qui joint deux pomts correspondants et les droites tangentes dans ces points
forment une figure invariable,
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