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Jelli P dplny metricky prostor, pak — jak je zndmo — plati tato véta:
Budiz K, K, , ..., K,, ... posloupnost uzavienych kouli prostoru P takovi,
Ze pro n =1, 2,... plati K., CK,aize poloméry kouli konverguji k nule.

Pak prinik m K, je Hwowwmwwms%.
a=1

Tato véta neplati, vynechime-li podminku, 7e poloméry koulf konverguji
k nule, jak ukazuje tento piiklad:
Prostor P budi mno#ina piirozenych éisel, v ni¥ metriku o definujeme
takto:
1

o(m, m) =0, o(m, n) =1 4 i, 7 pro m =+ n.

Snadno zjistime, 7e o je metrika, pii éem# prostor P s metrikou o je Gplny.

1
Ale je-li K, uzaviend koule o stfedu = a poloméru 1 + pt pak K,, K,, .

ey

K,, ... je monotonni posloupnost uzavienych kouli s prézdnym prinikem.

Uvedeny priklad by se mohl zd4t pHli§ trividlni vzhledem k tomu, Ze uva-
Zovany prostor se sklads, pouze z isolovanych boda. Ale v tomto &lanku se-
strojime dokonce metricky linedrni prostor, ktery bude uplny a piitom v ném
budou existovat monotonni posloupnosti uzavienych kouli bez spoledného
bodu.

Definice 1. BPudi{ R mnoina redingch Cisel. Pro € R, y € R definujme
Junkci o (x, y) takio:

a) jeli | —y| <2, je oz, y) = |z — y|;

1

|z —yl—1"

b) jeli |2 —y|> 2, je ola, y) = 1 4
‘dta 1. o je metrika v R.

Dikaz. Je ziejmé vidycky o(x, x) = 0, o(x, y} = 0, olz, ¥) = o(y. x). Zby-
vé4 dokazat, %e pro libovolna z, ¥, z plati

oz, y) = o=, 2) + o(z, ).
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Vhodnym oznadenim mugeme dosahnout toho, aby nastal jeden z tdchto
pripadd:
H.&MNMN\" Il 2 < g =<z, HH\.NM&MN\‘

Piipad II’ snadno pfevedeme na I, uZijeme-li zobrazeni P(x) = — z, pri
némsz ziejmé platf oz, y) = o(g(x), (7).
1. Budiz z =z =< y. Potom lz —y| = Yy—2=y—z4z2— g =
=|y—z|+ |z — z|. Nastavs vidy jeden z t&chto pripadii:
8 [e=y[>2 fo—z[>2 |s_ys0
b) |z —y|> 2, |z —z|> 2 lze —y| <2,
V) lz—yl>2 Je—2 <9 lz—y|>2,
¢) lz—y|> 2 [z —z2| <2 [z —y| <2
d) |z—y| <2
Ptipad b’) opét snadno pfevedeme na b) pouZitim zobrazeni g(z) = — 4.
a) V tomto piipads mdme
1 1
z,y)=1 : —_— =2
1
X, z) = 1
o(z, z) jaii!_vr
1
olz, y)=1 -+ > 1,
lz—y][—1

tedy
2 (%, y) <elx,2) + ofz, y).
b) Protoze je
. le—yl=ly—2|+]|z— ],
je
1 <14 1
|#=g[—1%

le—ylz|z— 2|, tedy 1 +

[z —z]—1°
tedy
o(z, 9) < o(,2) < 0(2,2) + olz, 9).
c) Je \ .
@A&VQV Mwu mp@ @?PNVRT@ANum\v”_&IleT_NIQ_”*8|N\_VNV
tedy -

d) Jo e, ¥) < o2, 2) + o(z, ).

@A&vm\v“_&lm\_v QA&qu”*.&.INT@AN\MNVH_Q'N_
a tedy

e(@, 9) =, o(x, 2) + o(z, y).
I1. Budiz 2 Sy =z

Potom
o —rl=z o meydy o sy gy,
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Nastava vidy jeden z tdchto pripada

a) |a—z]> 2 [z —yi> 2 ly —z]> 2,
by |z —z2]|> 2 le—y|>2 |y—2z|<e2
¢) |x—z|> 2 [ —y| <2, ly —z|> 2
O z—z[>2 Je—y|=2 |y—z|=2

e) |z —z| <2

a) V tomto pripadé jest oz, y) < 2, o(x,2) > 1, (2, y) > 1, tedy
v (@, y) < o(z. 2) + olz, y).

b) Podle v&ty o piirastku funkce pro a = 0, & > 2 plati

1 1 1
a+b—1 b—1"  *E_qp
kde
b=f=<a+0,
tedy
”’w 1
E—1r ="
a proto
A 1
a+b—-1 b—-1- &%
Polozime-li a = |z — ¥, b=z — y|, dostaneme za predpokladd v pi-
padé b)

1 1 1
14— =1 +
TR T TRy e L e

1 1 1
| =i i
le=yl+ly—2[-1 [y—=z]—1 ly—=|—1

—lz—y|= ol ) — o y).
Odtud dostaneme
(@, y) < el, 2) + olz, y).
¢) V tomto piipadé je o(x,z) > 1, oy, 2) > 1, oz, y) = |z — y| <2,
tedy ;
(@, y) < e(x, 2) + ez, y).

d) V tomto piipadé mime

1 flemylm14 1
[z —=T—1 ! [e=yl+ly=2[—1

1 1

oz, 2) + o(z,y) =1+ +

Lty —z] 4]y
Lty —z]

+ly—z]=1+ = 2.
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Naproti tomu je
ele. y) =]z —y| =2
takze
oz, y) < o(z, 2) -+ (2, y).

e) V tomto ptipadé mame | z — z | S 2, tedy té2 | — y | =2 y—z| =
= 2 a dostaneme

oz y)=|z—y|<|x—z|+ 2=yl = o= 2) + o y).

Tim jsme dokazali pro funkei ¢ trojihelnikovou nerovnost ve viech pFipa-
dech, které mohou nastat a zéroveh jsme tim dokonéili dikaz véty 1.

V daldim budeme uvagovat posloupnosti redlnych &isel, konvergujici jednak
podle metriky o, jednak podle euklidovské metriky. Budeme proto psit r, > x,
jestlize z, konverguje k 2 ve smyslu euklidovskg metriky, z,3 z, jestlize x,
konverguje k z ve smyslu metriky o.

Pro metriku ziejmé plati

olz, y) = 2, s

oz, y) =1 tehdy a jen tehdy, je-li |z — y| < 1 a pak
o, y) = |z —y].

Odtud ihned plyne:

Posloupnost 1, Zys oo ®yy - je konvergentni podle metriky o tehdy
a jen tehdy, je-li konvergentni podle euklidovské metriky a ma pak v obou
pripadech touz limitu.

Posloupnost z,, Tas - oy Xy, ... je cauchyovskd podle metriky o tehdy a jen
tehdy, je-li cauchyovsks podle euklidovské metriky.,

Odtud plyne:

Véta 2. Prostor R s metrikou ¢ je tplny.

Véta 3. Prostor R s metrikou 0 pfi obylejné definici séitini a ndsobky je
melricky linedrni prostor, ¢. 7. plati:

1. Pro Libovolnd redind &islg z, Y, & je

ez, y) = oz + a, y + a).

IL. Jestlize x, 3 x, o, —> o, pak «,x, =2 xx.

Dikaz. TI. plyne z toho, Ze g(x, y) je pouze funkei [z — gy

IL. Protoze z, = =, je té% z, — x, tedy o,a, — aw, tedy Xy 33 0.

Podivdme se, jak vypadaji koule v prostoru R s metrikou ¢. Oteviens
koule o stfedu z, a poloméru @, 0 <a =1, je mno%ina bodd z, pro néz plati
| # — 2, | < a. Oteviend koule o polomérua > 2 je cely prostor. Oteviend koule
0 poloméru a, 1 < a < 2, a o stfedu %, je mnozina bodd, pro né plati bud

|z — 7, | < a,

nebo

N NE—

[y — 1

,&.lwmu.;,\/w < (.
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Posledni podminku méZeme upravit na podminku

1
a—1

+ B

|z — 2| >

Tedy v tomto piipadd oteviens koule o poloméru je mnozina bodd, pro
néi je bud .
a—1

+ 1.

|2 — x| <a nebo |z — x,| >

Analogické podminky dostaneme pro koule uzaviené. . o

Definice 2. Mnofinu M v prostoru R nazveme ohraniéenou, jestlize existuje
Cislo « tak, Ze pro kaidé x € M plaii

—a < x <<a.*

Sjednoceni koneéného podtu ohranienych mnozin je ziejmé ohraniena
mnozina.

Véta 4. Budif K uzavfend koule o stfedu z, a poloméru a, 1 < a < 2; pak
mnofina R — K je ohrawiéend.

Dikaz. Pro 2 € R — K zfejmé plati

1 1

&ol§[H+HA&A&c+$|~+H
a polozime-li
&HE@%?&GlaM~+.:;§+9|_-~+:V,
mame .
—a < ¥ <.

Véta 5. Je-li M ohranifend mnofina a b &islo takové, fe 1 < b < 2, pak
existuje uzaviend koule K o poloméru a, 1 < a < b, kterd neobsahuje Zddngj bod
mnoziny M. )

Dikaz. Budiz « &slo takové, %e pro z € M plati — & < z < x. Za stred

; 1
koule K zvolime ¢&slo #, = x + 2. Protoge lim

+ 1 = oo, miZeme
as14 @ — 1

1
a—1
méru e md pak zfejmé Fidané vlastnosti. \

Véta 6. V prostoru R s metrikou p existuje posloupnost wzavfeniich kouli K,

zvolit @ tak, aby 1 < a < b, + 1> 2« 4 2. Koule o stfedu 2, a polo-

o«
Ky, .. K,, ... takovd, fe pro n = 1,2, ... je K., CK,, ale prinik EHN‘; 7e
¥ o x * R 2 o e
prazdny.

* RozliSuji mno¥inu ohranidenou a mnoZinu omezenou. Mno¥ina M se nazyvé, ome-

zend, jestlize sup o(z, y¥) < oo.
e M
yeM
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Duakaz. Definujme 4, = {—=n,n), K, uzaviens koule o st¥edu 0 a polo-
3 . 2 y .
méru r, = 5 Pron=23,. .. definujme K, jako uzavienon kouli o st¥edy x,
a poloméru r, takovou, aby 1 <, « Tar1 & aby K, neobsahovalg Zadny bod
ohranidené mnoziny (R — K, ) + A,. Existence takové koule je zarudeng
vétou 5. Posloupnost K.,K,,. . ., K,,...mji ziejmd viechny vlastnosti poia-
dované ve vitd 6.

Doslo 15. XIT. 1955.

3AMETEKA O NDOJMHLIX METPUYECKUX
OPOCTPAHCTBAX

MMJIIOCJIIAB 1034
BriBogur

gv\o.ﬁr R MHOKeCTBO BeIHECTBEHHLIX Jﬁnﬁ.ﬁ* B :Oﬂomuoz onpegenuM Zm.:um:h% 4] Oﬁoh%SENZ
obpasonm:
8) ¢ y) =]z —y|, ccnn lz—~y|<2;
1
lz—y|—1"

b) ¢z, y) =1 + ecam tz — y| > 2,

Muomectso R ¢ METPEKOH ¢ ABIAETCA noNHEM TIMHERHEIM METPUYeCKIM HPOCTPaHCTBEOM,

B KOTOPOM CYMeCTBYeT MOHOTOHHas TIOCAEOBATEILHOCT S  3AMKHYTHX cdep Ges obimeir
TOYKH. :
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