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EULEROVSKE CIARY A ROZKLADY
PRAVIDELNEHO GRAFU PARNEHO STUPNA
NA DVA FAKTORY ROVNAKEHO STUPNA

ANTON KO TZIG, Bratislava

Clanok sa, zaoberd rozkladmi pravidelného grafu 2n-tého stupiia na dva,
faktory n-tého stuptia pomocou tav. striedavého zatriedovania rw&:maﬁoﬁ

Je zndma této veta - Hrany sivislého eulerovského grafut s pdraym podtom
20 > 0 hrdn motno rozdelit do dvoch tried H,, H, tak, % N.goeow:% uzol je inci-
dentny s tym istym pottom hrdn z triedy H, ako z triedy H,. Specislne pre su-
vislé pravidelné grafy 2n-tého stupfia s pdrnym podtom hrin vyplyva z uve-
denej vety existencia, rozkladu takychto grafov na dva, faktory n-tého stupiia,.

Veta sa, dokazuje takto: v eulerovskom grafe @, ktory je stvisly, existuje
asponi jedna eulerovsks, diara. Nech postupnost:

NVA@V = Uy, by, Uy, hog, .. oy Uy, m@?f Uy

(kde &, ;.. , sti hrany a u, st uzly grafu@, pri¢om hrana b1y jeincidentns s uzlami
%; % U;4y) popisuje fubovolng eulerovskn Siaru & grafuG. Zaradme hrany &, , .
do triedy H,, ostatné hrany grafu do triedy H,. Ak 'ubovolny uzol ¢ grafu @
je 2r-tého stupiia, potom existuje prave r indexov 4, < By < ... < t,(3, € {1,2,
-+ 2p}) takyeh, ze je %;, = u & teda vzhladom ng, to, Ze sme hrany v poradi,
v akom sa vyskytuja v Postupnosti P(E), striedavo zatriedovali do tried H,,
H,, je uzol 4 incidentny prive s hranami triedy H; (resp. H,).

Z dokazu uvedenej vety vyplyva, e kazdej eulerovskej Giare grafu s psr-
nym podtom 2p > 0 hrin moZno uvedenym spbsobom priradit prive jeden
taky rozklad B — {H,, H,} hrin grafu na dve triedy, e prive polovica tych
hrin, s ktorymi je Tubovolny uzol incidentny, patri do triedy H, (resp. H,).
Tymto priradenim je definované isté zobrazenie ¢ mnoziny € vsetkych euleroy-
skych &iar grafu do mnoziny R vietkych rozkladov mnoziny hrin grafu na
dve triedy s uvedenou vlastnostou.

I Pod eulerovskym grafom rozumie sa graf, v ktorom vietky uzly sg pérneho stupiia.
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Pri skimani vlastnosti systému vietkych eulerovskych &iar grafu natiska,
sa otdzka, ¢i kazdy rozklad R € R je obrazom aspoi jednej eulerovskej Siary
E € € v zobrazeni ¢. Odpovedou na uvedenti otazku je tato veta:

Veta 1. Neck @ je Tubovolng (. suvisly) eulerovsky graf s pdraym poitom
2p > 0 hrdn a nech R je Tubovolny taky rozklad mnofiny hrin grafu G ng dye
triedy H,, H,, % prdve polovica krdn, s ktorgmi je Pubovolny uzol incidentng,
patri do H, (resp. H,); potom existuje eulerovskd &ara B grafu G, o ktorej plati
¢(£) = R.

Dékaz. Nech E; je lubovoln culerovskd iara, grafu G a nech P(E,) je
postupnost prvkov grafu @ popisujica eulerovskd &aru E,:

P(E;) = u,(1), b, of2), uy(3), .. - Uy (3), N@mﬁ.%ﬁ?.v“ Uop11(2) = uy(7).

Oznadme znakom X[P(Z,)] mnoZinu vietkych tych indexov z € {1,2,...,
2p}, o ktorych plati: hrana h,_, ,(3) patri do tej iste] triedy rozkladu R ako
hrana %, ,.,(:) (kladieme hoq(3) = bop,9p1i(2)). Oznadme znakom & podet
prvkov mnoziny X[P(E,)].

A. Tvrdim: ak P'(E;) je Tubovolns in4 Postupnost (neZ postupnost P(E)
Popisujica eulerovski &iaru E; a &islo & udéva poéet prvkov mnoziny X [P(E)],
potom plati & = &,

Dékaz tvrdenia. Iné popisy eulerovskej &iary K, dostaneme z postup-
nosti P(X;), ak poloiime U (3) = wyy; (3); b (1) = Fiyjp4544(2), pridom
Kladieme uj,,,(i) = ul(i); B tz2pimia(i) = by .i1(3) pre x> 0. Ak dosadzu-
jeme postupne k=1, k=2, ... k — 2p a dalej, ak vietky &leny takto
vzniknutych postupnosti piSeme v obratenom poradi, kaidd takito zmena
dé ndm postupnost, ktord takties popisuje eulerovskd diaru E,. Podet takych
dvojie za sebou idticich hran, v ktorych hrany patria do tej istej triedy roz-
kladu R, je vodi tymto zmendm zrejme invariantny, teda je & = £, pre Iu-
bovolnt postupnost P'(E,) popisujicu eulerovska diaru E,.

B. Tvrdim: ak pre eulerovskd &iaru E; plati & < 0, potom existuje eule--

rovsks é&iara B; taki, ze je & =¢& — 2.

Dékaz tvrdenia. Nech mnozina X[P(E;)]jeneprizdna a nech o je najmensi
index tejto mnoziny. Uzol u,(¢) neméze byt uzlom druhého stupiia v @, lebo
hrany, s ktorymi je uzol druhého stuptia incidentny, patria do réznych tried
rozkladu R. Teda uzol u,(3) vzhladom na to, Ze @ je eulerovsky graf, je naj-
menej tvrtého stupiia. Existuje preto elte aspofi jeden index b'(b’ > a + 1)
taky, Je plati u,(i) = u,(1), ba musi existovat aj taky index b(b > a 4 1), e
jednak w,(1) = u,(i) a okrem toho hrany h, ., ,(2), b, ,..(i) patria do inej triedy
rozkladu R ne% hrany o 1,5(3), By514(3). Dokdzme to. Nech uzol v — u,(2) je
2n-tého stuptia (n = 2), potom podla predpokladu je incidentny v G's n hra-
nami triedy H, a sn hranami triedy H,. Nech 4 = { a;,a,, ..., a, } je mnoZina
tych indexov a, € {1,2,...,2p}, pre ktoré plati u,, = v a nech p,(a) [resp.
P.(a), rosp. pafa)] je podet tych indexova,€ 4, 0 ktorych plati: hrany F;.lie@y
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\paa.gatﬁ.v patria obe do triedy H,; (resp. obe Patria do triedy H,, resp. patria
do réznych tried z R). O podte ¢, (resp. ¢,) hran triedy H, (resp. H,), s kto-
rymi je incidentny uzol v, plati:

"= o= 2pi(a) + pofa); mo= g, = 2ps(@) 4 pyfa); Sive: ¢, — 7= 0=
== M%H -— Nﬁum.

Teda ak existuje index ¢ € 4 taky, 7e obe hrany ha1,a(t), Py gia() patria do
jednej z tried € R, existuje aj index b € 4 taky, Ze obe hrany Fp1.5(2), Pyy1 (3)
patria do druhej z tried rozkladu R. Index @ bol najmensi index € 4 g pretoze
nemdze byt b —=a 4 1 (je totiz w,,,(1) = %,(?)), je index b indexom poia-
dovanych vlastnosti.

Utvorme postupnost P(E,) podla, Postupnosti P(E;) takto: poradie 8lenov
ui(2), hyo(t), ..., as %,(%) a prave tak &lenov Uy(8), Py pia(2), ... a% Us,11(2) po-
nechajme bezo zmeny a ¢leny k, ,,,(4), Ugr1(2), - oo, w4 (4), Fy1,5(2) zaradme opit
medzi &lenov w,(z) a %,(t), ale v obritenom poradi, t. j. nech P(E;) = uy(4),
o), ..., S_Qv\salu.i&kﬁvv»w?vu cees Qai?.v“ms.iuﬁv,$QVVN§;+~®.Y e Unp ().

Pretoze P(E;) obsahuje opit vietky hrany grafu @ a o kaédej z hran postup-
nosti P(I;) plati, %e susedné Sleny hrany postupnosti st dva, rozne uhly, s kto-
rymi je hrana incidentng v grafe G, je P(B;) postupnost Popisujica isti eule-
rovska &iaru E; grafu Q. Uvasime dalej, Ze dvojica hrén, ktoré sg susednymi
8lenmi &lena u,(s) v postupnosti P(E,), je t4 ists ako v postupnosti P(E;) pri
vietkych &lenoch %,(1) 8 vynimkou &lenov %,(2), ws(2). Zatial o v postupnosti
P(E;) obe hrany dvojice pri uzle w,(¢) patrili do jednej z tried rozkladu R
a obe hrany dvojice pri uzle (1) patrili do druhej z tried rozkladu E. v postup-
nosti P(X;) patria brany takychto dvojic pri uzloch (%), (1) do réznych
tried rozkladu R. Teda je & = & — 2, %o bolo obsahom tvrdenia.

C. Tvrdim: v grafe G existuje eulerovsks diara By taka, 7e je £, — 0.

Dékaz tvrdenia. Podla tvrdenia B, ak v grafe G existuje eulerovsks
iara E,, kde £ > 0, potom existuje v @ eulerovskd diara E;, pricom £ =& —
— 2. Z dékazu tvrdenia je tiez zrejmé, Je je £ = 0 (mod 2). Ak teda plati
§i = 25 (s > 0), existuje postupnost eulerovskych Siar B, — £, E, .. E =
= E, takd, ¥e plati & =&, = 0.

D. Tvrdim: ak o eulerovskej iare X, plati £ = 0, potom ie ¢(E,) = R.

Doékaz tvrdenia. Nech postupnost prvkov grafu G:

TAQ\L = wu,(k), by o(k), w(k), .. ., Uy 41(k)

{kde hrana Iy, 5a(k) jo incidentnd s uzlami Uy (k) == 2, (k); Upp 1 (k) = uy(k))
Popisuje eulerovskid diaru E). Ak hrana fy.2(k) je hranou triedy H, (resp. ,),
potom hranalh, .(%) je nutne hranou triedy H, (resp. H,) a hrana hs,4(k) je potom
nutne opit hranou triedy H, (resp. H,) atd. Teda hrany fg, ;5. (k) (x =1,
2., p)sa vietky bud hranami triedy H |, alebo st viotky hranami triedy H,

& ostatnd hrany grafu patria do inej 7 tried rozkladu R. Teda je ¢l&,) = R.
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Existuje preto eulerovskd Ciara B v grafe @, o ktorej plati o) = R. Tym
je dokaz vety 1 vykonany.

Priamym désledkom vety 1 je tato veta o rozkladoch savislych pravidel-
nych grafov 2n-tého stuptia na dva faktory n-tého stupiia:

Veta 2. Nech, je stivisly pravidelny graf 2n-tého stupiia (n > 0), ktorg sa dg
rozlofit na dva faktory n-tého Stuptia (n > 0) a nech R je rozklad MNOZiny hrdn,
grafu G odpovedajici Lubovolnému rozklady grafu G na dva faktory n-tého stupria
potom existuje eulerovskd &Garg E takd, Ze je (&) = R.

Dékaz. Podla vety 1 je veta 2 sprivna, ak ¢ m4, PArny podet hran. Aviak
rozklad pravidelného grafu 2n-tého stupiia na dva faktory n-tého stupiia je
moZny iba vtedy, ked ¢ ma pérny podet hrin. Teda G m4 Parny podet hrin
a podla vety 1 existuje v & eulerovsks, diara poZadovanych vlastnost,

Doslo 4. V. 1955.

JUHUHY 3NITEPA 1 PABJIOMEHUE PETYIAPHOIO I'PA®A
CTEOEHU 2n HA ABA ®AKTOPA CTENEHU »

AHTOH Rongur

B nacrommeit crarse aBTOP MCXONWT M3 W3RecTHO TEOPEeMHL O CBA3HLIX rpadax tinepa:
Ecnn comapnms rpad Jiinepa @ mueer HeTHO® 9HeTo pebep, To MHOKECTBO ero pefep Moo
Pa3NOMNTE Ha ABA Kmacca H,, H, rax, wro POBHO 10N10BEEA Tex pebep, xotopem HHIH-
AeHTHa mobag ero BepwuHa « npuHanneskur I 1 (wmm H,). (Ilox rpagom ditnepa nomumMaercy

rpad, B KOTOPOM BCe BepIIMHLI weTHol tTenenn.) Pasnosenme R — {Hy, H,} Momuo majira

00pazom onpenenaercs H3BECTHOE H306pasKenie @ MHOxecTBa € Beex munui; diinepa rpaga G
B MHOMECTBO $ BCex Pasnomennit R = {H,, i 2} MHOKecTBa pebep rpada G ma gpa KJacca
¢ TpebyeMEM croficTBOM.

B cratse LIOKaBKIBACTCA, MTO @ ABIAETCS 1300paniennem Muomectpa Ha MHOMecTBo R,
T. €. 9T0 gaa wampgoro Pasnoxenns R € % CymecrByer aprymenr s MHOecTBe € 1pm M30-
Gpaskenun (Pyurnmn) ¢, Ua 9TOTO clleftyer cnenuanbao ATA CBASHLIX DeryaapHirx rpadon
CTeNeRN 2n: econ cBa3mm; peryiaparit rpad @ cremeny 21 MORHO Pasnoxars Ha gea Pax-
Topa Gy, @, cremeny 7, TO CYMECTBYeT TaKam Jimmms diinepa E & rpade @, wro pebpa € G,
n € Gy vepenyworcs B HocHenoBaTexsHOCT pebep mmuun ditrepa E.
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