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0 DVOJICICH PLOCH SE SPOLECNYMI
DIFERENCIALNIMI INVARIANTY

F. VYCICHLO, PRAHA

Pii studiu diferencidlnich vlastnosti plochy vychézime od svazku tednych
vektor@ v bods, ktery v geometrii indukované geometrii okolniho prostoru
nebo uréené geometrii plochy umoriuje vytvatet diferencislni invarianty, které
do jisté miry charakterisuji plochu v okoli bodu.

Je-li plocha déna v trojrozmérném euklidovském prostoru rovniei

ot = f (u', u), i=1,2,3
; . P . o v , . of
tvori se diferencidlni invarianty prvého Fadu pomoci vektorli mM —, (&= 1,2);

geometrie ve svazku je uréena formou ds? = a;, dw* du*.
Obdobné miZeme postupovat u dvojice ploch, jestlize body obou ploch jsou
sobg prifazeny zndmym zpiisobem [1].
Predpokladejme tedy, e jsou dany dvé plochy 'P,*P v trojrozmérném
euklidovském prostoru rovnicemi
1t = it w?), 2 = *f(u, w2, (1)
t. j. ob& plochy jsou k sobé vztateny v bodové piibuznosti tak, Ze si pistusi
body o tychZ parametrech.
Budeme predpokladat, Ze funkee 1f°, 2f*, definované v oblasti Q, maji v ni
spojité derivace do 3. tadu vietné.
Ze ttyt teénych vektord
9T 21 0 slotkioh 0Tk, @)
ve dvou odpovidajicich si bodech
M (ul, up)€ P, 2 M (ud, us) 2 %P, [(ul, u3) €L

utvofme tyto metrické diferencidlni invarianty dvojice ploch:

of 9 of 0
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Prvnd tii vyrazy obsahuji vektorové soudiny obvyklé v euklidovském pro-
storu a definuji t¥i vektory, posledni vyraz, v némz jsou soudiny skalarni,
uréuje skalar.

Invariance vyrazl (3) ke grupé pohybové i k zméné parametri u obou ploch
je ziejma.

Problém, ktery budeme Fedit, je tento:

Jsou ddny dvé plochy (1) @ jejich invarianty (3) jako Junkce 'n(ut, u?), 2t {at,
u?), b (uh, u?), § (ul, u?) %35@5@% u', u? v oblasti Q. Ptdme se, existuji-li
mimo plochy (1) dal&i dvojice plooh, Které maii tytés invarianty 3).

Poznamka. Za piedpokladu existence dalsi dvojice ploch odvodime nutné
podminky 2 potom uréime takové dvojice integraci zakladnich rovnic.

1. Dokazeme nejdiive tuto vétu:

Véta 1. Nuind podminka, aby existovaly vedle ploch (1) dal& dvojice ploch
s invarianty (3), kieré nevzniknow ani translact ani symetrii z dvojice (1), je, aby
existovaly v odpovidajicich st bodech obou ploch sdrufené sméry, které by st od-
povidaly © Lorespondenci mezi obSma plochami.

Poznamka. Prihlédneme-li k tomu, e sdruzené sméry jsou tetnami sdruze-
nych kiivek a Ze korespondence plati v celé uvasované oblasti, miZeme vétu
také vyslovit takto:

Nutnd podminka, aby existovaly vedle ploch (1) dal dvojice ploch s in-
varianty (3), které nevzniknouw ant translaci ani symetrit z dvojice (1), je, aby na

,

ka#dé z ploch (1) existovala sit sdrufenych Sar, které by odpovidala v korespondenct

obou ploch sit sdrufengch car druhé plochy.

Dukaz: Predpoklidejme tedy, #e vedle dvojice P, 2P existuje dalsi dvo-
jice ip 2P s tymik invarianty (3). Vyluéujeme 2 @vah piipad, kdy dvojice
vznikne z dané posunutim nebo stredovou symetrii a kdy rovnost invarianti (3)
nové dvojice a dvojice dané je ziejma.

Plochy P a p si odpovidaji v bodové korespondenci, v niz bodu
M (uh, ul) €'P prifadime bod LM (u}, ui) € 1P, Ponévadiln = in v bodech M
a 1M, jsou tetné roviny v téchto bodech vzajemné rovnobginé.

Korespondence mezi obéma plochami indukuje mezi svazky teénych vektord

o stredech 1M a 1M teénou kolineaci!

1 Pi¥eme-li korespondenci mezi \P a 1P pomoci vziahl
al = @(ul, u?), u? = plut, u?), (4)
kde @, y jsou funkce majicl v £ spojité derivace a¥ do 3. fadu. Tedny vektor v 1M je
uréen pomérem k, = dut : du?, v korespondenci odpovidajici vektor v 1M pom3rem k, =
— dut : du?, pro ktery plati

.le_w_xTﬁN \:@%\ Hl@lﬁi m
k, = e_.uxnw + v, , kde @4 = dur Yo e (5)

Thto rovnice je rovnic teéné kolineace.
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Urdéeme nyni v obou svazeich ty sméry, které si odpovidaji a jsou rovno-
béyné. Z rovnice kolineace je patrno, %e vsechny vektory svazkil mohou mit
vlastnost, Ze kazdému odpovida rovnob&zny vektor, nebo 7e existuji dva ta-
kové vektory, nebo koneéné, 7e je jen jeden vektor svazku 1M, jemuZ odpovida
rovnob&iny vektor teény v bodé 1M. Konstrukei provedme pro viechny body
plochy.

Také u ploch 2P, 2P sestrojme v kazdych dvou odpovidajicich si bodech sméry,
které si odpovidaji v prislusné tetné kolineaci a jsou rovnob&ziné.

Piipad, kdy viechny tetné sméry v bodé plochy 1P maji za odpovidajici
rovnobdiné tedné sméry plochy 1P, nastiava soudasné se shodnym piipadem
uploch?Pa 1P kdy% plochy dvojice 1P 2P vzniknou z ploch dvojice 1P, 2P po-
sunutim nebo soumérnosti podle stiedu. A nahlédneme snadno, e se tak stane
jen v téchto ptipadech. V tomto piipad® tetna kolineace mezi tednymi rovi-
nami ploch P a 1p prechazi v podobnost svazki (M), (M). Stejné je tomu
u ploch ?P a 2P ve viech bodech. Z rovnosti invarianta (3) pro dvojice (*P, 2P),
(P, P) a z okolnosti, Zze podobnost nastavé ve viech bodech ploch, vyplyne,
3e charakteristika podobnosti je £1. Plati tedy také

i mﬂxlw @ . af % 142
= + Tl Tur 4 Tt pro viechna u', u®.

Odtud _
O o, (@' jsou konstanty)

off = £ 4 b (b° jsou konstanty).
Dvojice *P, 2P je tedy shodné s dvojici 1P, 2P. KaZda plocha vznikne z prisludné
plochy prvé dvojice bud posunutim, nebo soumérnosti podle libovolného
bodu.

Vsimndme si nyni piipadu, kdy v kardém bods plochy *P existuji dva rizné
teéné sméry, k nimZ piisludné v odpovidajicim bodé na 1P jsou § nimi rovno-
bé&iné.

Zméfime soutadnice !, u? na plose tak, aby tyto sméry byly tetnami novych
soutadnicovych &ar, které oznatime u, v.

Pro tyto parametry plati

af _of  of _ Of

ou ou ’ me.\)t@\mu (6)

pii demZ
=1, M
vzhledem k rovnosti n = 'n.
Obdobné rovnice urime pro plochy *£, 2P, Pondvadz kolineace mezi ted-
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nymi vektory plochy P, 1P je shodna s tecnou kolineaci u ploch *P. 2P a plati _
vedle 2 = 1 také b = b, s = s, dostaneme

P A i

6a
R TR TR T (6a) |
s podminkou P - /
Z rovnic (6) derivovanim podle v, resp. u, dostaneme |
: mﬁ\xﬂ arof P @n_ﬂx . @mmi o . /
me&eﬂmleym;u»m@me ? memglmﬁme.*..:memg .

Ponévadz 2. derivace jsou z4m¥nné, vzhledem k pledpokladu spojitosti deri- |

{. dostaneme ‘
vaci, dostan pip o O v

Y . o RS 0. 3
@ Emﬁme.*nme du  Ou v (8) |
Obdobné pro ¥ plati
oy Aol _omdl 0
A=®Gua Tovou ouov ©) ;
Rovnice (7), (8) & (9) jsou splnény pfi A = p = 1 nebo A = u = —1pii kazdé |

dvojici 17, ?f*. Toto Yeseni je trividlni a shoduje se 8 predchozim piipadem.
Kdyz

%Nn\o mw\« %w\m
97 +0
%L_ o Gy B |
nebo - o iy
ol S AR 0
deb.| 2 G > Gy | T |
je i |
gA _ ou _
m. = ~S - HW Hn 1®|\~.\ = wsﬂe == ), _

coZ je opét predchozi piipad, ktery vylutujeme.
Pro netrividlni piipad musi tedy

of o of SN
- — —_— = O Ho
det- ) Gugo * Gu’ v (10)
a -také U -
2L L=, (11) -\
det. dudv ’ du ’ Ov ~ ‘
t. j. ary u =konst., v= konst. jsou sdruzené kiivky na plose P i na plose 2P,

V piipadé, Ze v kazdém paru bodd *M, 1} existuje jen R&Sé. mSmﬁ‘wS@w%
si sam odpovidd v tetné kolineaci mezi obdma tetnymi rovinami, dokazeme,
76 plochy P a P a *P, 2P jsou piimkové.
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Zwvolme na ‘P a 'P kiivky, které jsou obaleny uvaZovanym smérem Zza
v = konst., k¥ivky u = konst. volme v asymptotickych kiivkach.?

Pondvads obdobné se chovéa dvojice ploch 2p, 2P, provedeme tutéz divahu
a obdobnou volbu parametrickych ¢ar na nich.

Teéné kolineace mezi svazky teénych smérd o stredech LM a 1M, kterd mé
jediny samodruzny smér, dava vztahy

of _ of o _ o, 0T
du T ouw v T v +4 ou (12)
Obdobné .

GE_ o T

=T e = T A (13)

V rovnicich (12) a (13) se vyskytuje t4% funkee A (u, v), ponévadZ jsou si
rovny invarianty (3) obou dvojic. Dale je patrno, Ze v netrivialnim p¥ipadé
je A== 0.

7 rovnic (12), resp. (13), dostaneme

o 92If %ﬂ B o a %\ﬁv
core = £ Guge * Goow = T oo Tau\"oul’
t. j. -
(., 0\ __
- A @w;;v = 0. (14)
146
Jsou tedy funkce A W?.m. z4vislé jen na v, t.j. kaZds dira v = konst. ma staly
N
smer T gt V a je tedy piimkou.
%g v=kons'.

Plocha 1P (P) a obdobng 2P (*P) je tedy piimkové a piimky si odpovidaji
v korespondenci mezi obéma plochami. .

Pondvadi jsme volili také &ary u = konst. asymptotické, je zfejmé, Ze pii
zobrazeni bodu 1M (uy, vo) do 2M (uy, vo) sdruzenym smértm plochy P od-
povidaji sdruZené sméry plochy 2P, nebot tetné kolineace korespondence
zachovaji harmonicky dvojpomeér mezi sméry asymptotickymi a sméry sdru-
zenych &ar.

Jestlize plochy P a 'P jsou rozvinutelné, mizeme zvolit v bods M,
resp. 1M, ktivky u = konst. libovoln’ na obou plochéch, tak aby se nedotykaly
piimek » = konst., a poklidat je spolu s pfimkou v = konst. za sdruzené kiivky.
Obdobns je tomu u dvojice 2P,*P, a tedy také u dvojice P, 2P.

Méme tedy dokdzdno, Ze i v tomto ptipadé na plochach *P, *P existuji sité
sdruzenych kiivek odpovidajicich si v korespondenci mezi *P a 2P.

Vime-li, 6 na plochdch 'P, 2P nutné existuji sdruZené sit&, kters si odpo-

2 Predpoklad o jejich existenci je opravnény a neomezuje obecnost uvah u ploch,
které nejsou degenerované.
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we

vidaji v korespondenci obou ploch, je tfeba ukazat, jak se uréi. U inime tak
v tomto odstavel.

7 rovnic (1) uréime koeficienty druhych funidamentalnich forem 'L, *M, N
2], 2 M, 2N obou ploch. Pro sdruzené sméry (du' : du?), (du' : du?) odpovidajic
si na 1P a 2P plati: ‘

Lf, dutdut + M (dutdu® + durdut) + 'Ndu2du® = 0,
o, dutdut + M (dutdu? + dudul) + 2Ndu?du? = 0. (18)
7 vovnic (15) plyne pro du’ : du?, nebo pro du! : du’ tatdz rovnice
(I2M — 'M2L) (du')® + (L2N — :L*N) dw'du® + (*M>N —*M*N)(dw)? = 0.
(16)
Je-li v rovnici (16) diskriminant D 3= 0, dostaneme z (16) dva rtzné sméry
a integraci dva systémy sdruzenych a odpovidajicich si kiivek.
Je-li v (16) diskriminant D = 0, je bud
1, UM N =L :2M :°N (17)
a pak si odpovidaji asymptotiky a existuje nekoneéné mnoho smért sdruzenych
a odpovidajicich si na obou plochach (viz posledni pfipad odst. 1), nebo vedle
D=203je
if, M ;N %=L :2M : ®N. (18)
V tomto piipadé, v dasledku posledni dvahy odstavee 1, si neodpovidaji
asymptotiky, a tedy neexistuji sdrugené dary odpovidajici si v korespondenci
mezi plochami P 2P.

V tomto odstavei dokaZeme zékladni vétu pro nale dvahy:

Vita 2. Budte 1P, 2P plochy definované (1) @ takové, be existuji na nich sdru-
Sené kfivky u! = u = konst., u? = v = konst., které si odpovidaji v korespon-
denci, v niZ bodu M(u, v) € 1P piisludi bod 2M(u, v) € 2P. :

Ddle piedpoklddejme v pFipadé, kdy *P a 2P jsou primkové, Ze si jejich piimky
neodpovidaji.

Koneéné budte
- i, =), (@be=12)
Christoffelovy symboly plochy “P.

Nutnd a postacujict podminka pro existenct dalsi netrividng dvojice ploch
1P, 2P, t. ., kterd nevznikne z proé posunutim nebo stredovou soumérnost, a kterd
md tytéf invarianty (3) jako P, P, je

1. = =T, Th=Th=T% (19ab)
2. bud
L le9.@._nw;, .

. AMNJE Ms - Wﬂ\ﬁ;v ANNJE 12 v .NJEV ﬁmg 12 me ~‘_E u_u Ou A OV

nebo 5
: i}
1 P e g e _, e 2 b MH
N‘NJM& 12 %g .NJ.... QC 12 A v
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- 9 i 0 v g Jd
. %NE\IW@ 12 9 2 12 EI%‘@NJE
3 oI, ” — =5 — (22a)
NNJV mulg 4..? MNJV wwvly?ﬁm&
0 d 0
1 2 1 0 LS A
oI Awﬁz ¥ ou H:V A% P v ;V _
12 g -\ 2 -
AMN‘AVNSE - %@N._mmv
a
oI, It — = I
P A 124 12 Ju Ev
-2 (22b)

@.
(2rurs— 5,7%)

Jsou-li plochy P a *P pfimkové a odpovidaji-li si piimky obou ploch v zminéné
Forespondenci, pak nutnd @ postadujici podminka, aby existovaly daldt pdry ploch
ploch 1P g 2P s tymi# invarianty (3), jako maji *P a 2P, je, aby bodové fady na
pFimkdch st odpovidajicich byly podobné.

Dikaz: Predpoklidejme, Ze vedle ploch 1P, 2P existuji netrivialni plochy
1P, 2P s tymi# invarianty (3). 7skladni Gaussovy rovnice pro plochy 1p 2P
jsou

o MV G X TS Y

duov 7 ou Gy
: o2rf
Vyloud&ime-li z (23) a (8), resp. (9), druhé derivace Gude dostaneme
A i)
(= D=2, (—wTh=5, (24)
a4 ou
onyep — 28 e = . 2
(=N Th=br, A=W Th=7 (25)
v s i s s . 0% 0'f . a
Ptredpokladame piitom linedrni nezavislost vektori T Ponévadi

J=pvedenad=p= tlatyto hodnoty plati jen pro trivialni piipady ploch
1P, 2P, je nutnd A 4 u a z (24) a (25) plynou podminky (19a, b) jako nutné.
Mizeme tedy pséb

. deEHmH.ww”NJVu wﬁmnuwﬁww“ﬁmw.

Rovnice (24) a (25) se namswcwm tedy na dvs, na pr. (24).

Podminky integrability téchto rovnic jsou dal§i nutné podminky pro 'P
a 2P. Urdime je:

3 (en s normalovym vektorem vypadne, ponévadi determinant rovnice (23) pro plochy
| %s# ) m-n i Akl
/ . = 0 podle rovnice (10).

1P 3 21> 3 LR
P, resp. °P. je Judv’ du’ v
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Tunkece A, p ve (24) maji v dasledku predpokladu o existenci spojitych tie-
tich derivaci funket *f* a rovnic (8), (9) viechny derivace do 2. fadu spojité.
Plati tedy
Pr %A u O
Judv  Qvou’ Oudv  dvow )

Vyloudime-li z (24) a % rovnic (7), t. §. Ax =1, na pt. p, dostaneme:

A2 92
— TRl 2 (1 — 72) [, = .
2(1— M) I =35> 222 (1 — 2%) I = 3 (26)
a odtud plyne podminka integrability rovnic (24)
mg me 12+ 12

Pro A = 41 je (27) ziejmé splnéna, to je viak pripad trivialni. Pro ostatni
piipady, kdy 2 # 1, je

ar , oIk
#(arur = ) = TR = (28)
Je patrno, kdyz 73
2T — Qes =+ 0, (29)

e vzhledem k nutné podmince pro nenulovy vektor tetny 4 = 0 je také

oI
el — —. + 0 (30)
Mimo to vidime, Ze pro netrivialni feSeni, t. j. pro A 2= +1, musi
are, , oI
G o @1
Je-li -
2l — 5 =0, (32)
ie pro A== 0
e p o ar,
BT — g = O (33)
a obricens. .‘
Je tedy ) \
%H.E“%NJE. Awﬁv

o ov

Pro A2 == 1, a tomu tak je pii existenci netrivialni (:P,2P), musi tedy byt
splnény (29), (30), (31), nebo (32), (33), (34).

Tyto podminky jsou pravé (20) a (21).

Vypotteme-li z podminky integrability (28) hodnotu 12 a dosadime do (26},
dostaneme daldi nutné podminky (22a), (22b).
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Dokazeme nyni postaditelnost podminek (19a, b) az (22Db).

Pro plochy 1P, 2P je tieba urtit rovnice (6) a (6a) nebo (12) a (13), t. j.
uréit A a u pii podmince (7). Zabyvejme se nejdiive piipadem rovnic (6)
a (6a).

Rovnice (8), resp. (9), pro 4, resp. 4, je tedy tieba integrovat. To jsme

. v podstaté provedli.

Rovnice (26) pro A% je pfi splnéni (20) a dale (22a) (22b) integrovatelnd
jedinou hodnotou 2% = 1, vypodtenou z (28).

V prvém piipadé, pfi splnéni (20) a dalsich, existuje tedy jediny pdr ploch
1P 2P, ktery mé tytés invarianty (3) jako P a *P.

V druhém pripads, pii splnéni (21) a dalsich, rovnice (28) nedéva 2* a je tteba
vyjit od (21).

Predevsim konstatujeme, Ze ve (21) jsou funkee I,, I'%, i jejich derivace
spojité, nebot je lze vyjadiit nejvyse ttetimi derivacemi funkei *f, 2f, a
u nich predpokladame spojitost.

Z posledni rovnice (21) plyne, Ze existuje funkee X (u, v) takova, Ze

0X 0X
L=, Th=7%" (35)
Prvni rovnice (21) N@qu&m,\mm jsou splnény (22ab) a davé pro X (u, v) vztah
0Xo0X X
2% 90 oudv” (36)
Této rovnici ziejmé vyhovuje
X——3lgW+") 37)
kde U= U (u), V=V (v).
Rovnice (26) pro A? budou
i} 0 d ] 1
i s g 2 e et i —_
5 le (U + V)= Slg(e—1, 5.l V+7V)=5lg Aw ﬁv. (38)
Odtud dostaneme
2 1= U+ Ny, 1— w — (U + V) V(o) (39)
kde U, (u) je funkei jen «, Vi(v) je funkei jen v.
7 rovnic (39) dostaneme vztah mezi U, ¥V, U, a ¥V,
| Uy — V) (U + V) = O, (U + V) =0
Ponévadz U + V = 0 [viz (37) a (35)],
je .
U, — V,= U,V (U + V). (40)

U,=V,=0jen pro 2> =1, t. j. v trividlnim pFipadé.



Rovnici (40) lze psat tedy

1 1
U(u) + T Vo) + 35y
t. 3.
1 1
U+ @l_\\l — <+‘ﬂHQA\Wo=m¢.V.
Potom (39) dava _— .
el
B=5TT 1)

a rovnice (7) a (8) dajt 1f, resp. 2ft, t. j. hledané Eo&&.\,pm 2PV tomto pti-
padé dostdvame wmmso@@amBoeH.o<% systém dvojic 1P 2P,

Pozndmka. Systém s parametrem C je takovy, Ze pro C — oo je

1P(c) — 1P, 2P(c) —*P.

Nyni se vratme k piipadu, kdy uréujeme P a 2P 7 rovnic (12) a (13). Vime,
e v tomto pitpadd plochy 1p 2P jsou piimkové [viz rovnici (14)] a Ze si jejich
piimky neodpovidaji [2].

V tomto piipadd rovnice (24) a (26) jsou nahrazeny rovnicemi (14)

% @N ﬁ
Z|A5=]=0 k=1,2
- C %v , (k=1,2)
které jsou vidy integrovatelné.

Uréime viak plochy *P. 2P pifmo.

Pondvads 1P, P jsou piimkové, mieme jejich rovnice napsat ve tvaru

5 (u, v) = *A (n,0) P’ (0) + ¢ (), (k=1,2), 42

kde *p* (v) je jednotkovy vektor na piimce a *¢’ (v) je radius-vektor Fdic
kiivky. .

7 rovnic (42) a (14) dostaneme

adr4 .,

pp s = ) £ 0. Ev

kde V' mé derivace @_mmwom do 3. f4du spojité.
Rovnice (12) nabudou tvaru

oF | 04,

MﬁH = ou 7" (),
T aqpegyy 4 O CAP) | O (44
M\QASH v %

Z prvni rovnice (44) vychazi integraci
Flu,v) = £AD £TO (46)
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Druhd rovnice (44) dava po integraci pro *r* (v)

O A OL .
Q0

takie

v

».wa. o R,a,-\“ Aev mwe + »Qm Aev + 4 u..%w AS Ahmv

0

Je ziejmé, Ze z existence *Po plyne existence *V*, a dale, %e pro v = konst.,
t. j. pro primky si odpovidajici na “P a P ob& bodové Fady jsou shodné a jedna
v
vznikne z druhé posunutim o vektor = ‘ Vi dv.
0
Pondvadsi p° (v), 2p° (v) jsou jednotkové vektory na ptimkach rovnobéz-
nych, plyne ze (43):

- (0) 0 ) = o e Sy — 0 (), (@)
£.j.
¥ () = 0 )V (),
nebo

24 (u, v) = AP (v) + ¥ (). (48)

Tyto rovnice ukazuji, Ze bodové fada na piimce plochy 2P je podobné k bodové
fadé na primce odpovidajici plochy *P.

Nutnost podminky ve vété je prokazana.

Postatitelnost je ziejmd z obrdceného postupu.

Poznamky.

1. V tomto piipad’ existuje tedy k ‘P a 2P nekoneéné mnoho pdri ‘P, P,
které maji s nimi stejné invarianty (3).

Plochy t&chto dvojic jsou na sebe zobrazeny tak, Ze bodové tadé na kazdé
piimee jedné plochy odpovidé podobnd fada na piimece druhé plochy. Charak-
teristika podobnosti se méni pii prechodu od pimky k ptimee.

2. Snadnym vypocttem vychazejicim z (6) a (7), resp- (12) a (13), zjistime,
%o invarianty (3) dvojice 1P. 2P jsou tytéz jako u 1p 2P,

Zavér.

Je patrno, e jsme pii svych @vahdch podstatnym zplsobem pouzili tetné
kolineace korespodence mezi obéma plochami. § jeji pomoci se nam podatilo
integrovat zékladni rovnice.

Dale je ziejmé, Ze invarianty (3) neuréuji dvojict ploch 1P, 2P jednoznalné.
Vzniks tedy otdzka, kterym podminkam musi invarianty (3) vyhovovat, aby
jimi byla urdena dvojice jednoznaéné.
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O MAPAX MOBEPXHOCTEHMX
C ObWLIUMMHU EEGGmﬁmIES\wvaEZS
MHBAPHMAHTAMU

®. BRIUUXIJIO
BuiBOAH

ITycTb
2t == kf (u}, u?), r=121=12,3 (1)
ypaBHeRHs nosepxuoctedl ‘P, 2p.
O6pasyeM BO B32aHMHO COOTBETCTBYIOLLEX TOYKAX LM (ul, ud) 1P, 2M(ul, ut) €2P

MHBaPHAHTHI
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IlpoGaema, peulaeMas B pafoTe, TaKoBa:

CyuiecTBYIOT-H  KpOME NOBEPXHOCTER (1) u nanbuefiiiie napst nosepxuocrel, ofnana-
joUlMe TeMH JXKe MHBapHaHTaMu (3)?

ABTOpOM AOKASHIBAIOTCSH ABE TeopeMbt:

Teopema 1. Heo6X0AHMEIM YTJA0BHEM CYUWIECTBOBAHNS TIOMMMO nosepxuoctelt (1) nasb-
HeflHux nap flopepxHoOCTER € HHBAPUAHTAMH (3), me nojyuajouuxes 13 naput (1) HH IyTEM
chBura, HY TyTeM npeoGpasoBanus CHMMETpHH, ABIACTCA CcyillecTBOBaHNE Ha KaXaoh us
nosepxsocrelt (1) cetH CONPAKECHHEIX nuuuil, Kotopofl Opt 1Py COOTBETCTBHK MeXJy 3THMH
JBYMsl [IOBEPXHOCTSMH oTBeyaiia CeTb COTPKEHHBIX JN¥HAE BTOPOH TNOBEPXHOCTH.

Teopema 2. Ilyctp Ip y 2P — TIOBEPXHOCTH, onpejeseHHbe cooTHouterusiMu (1), ¥ TaKHe,
WTO Ha HMX CyUIECTBYIOT CONpFINEHHbLIE Kpupble u' = 42 = konst, u! = v = konst., oTBE
yalolpe APYr ApYry npx COOTBETCTBHH, NpPH KOTOPOM TOUKe IM(u, v) € 'P orBeuaeTt TOYKA
"My, v) € 2P.

Janee, MBl TipefnoaaraeM, uTo B cayuae JinnefuaTHIX nosepxuoctedt 'P 2p ux npAMbe
He COOTBETCTBYIOT APYT APYrY-
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[Tycts, Hakowmet, kG = .@ov ,(a, b, ¢, k = 1,2) o3HauaIOT CHMBOJBI Xpuctopdens and no-
pepxuoctd *P.

Heo6X0aMMble H AOCTATOUHbBIE YCJIOBHIA CynleCTBOBAHUA naabHeimed HeTpUBHAJLHO Daphl
nosepxHocreit 'P, ip, 7. e. TaKoi, Koropas He Mojydaercd 43 TepBsoOil MyTem cABHra WiH

npeo6pa3oBaAHUA HeHTPaNbHOH CHMMETpUH, U HMewlliedl Te e HHBAPHAHTH (3), xax u ‘P,
2P, UMeT BUI

)
Y = T = Ty *Th="Th =Tk (198, b)
2) uau
a a a a
(priri—g, 1) (prirn—5 1) (5 o ) + 0 (20)
HIH
7] a
2rI's, mnugﬁ“u”gﬁw: (21)
3)
a 2 a
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N.Nan mnq\w\\mﬂ_wn M.Nqu m~.., Mﬂﬁm.
a a a d
MSAMF | s Y Bichaaknt Thl .
1 - = i ——
0 4 b} .
(erurt.—4r3) “\ ertri— g Th

Ecan nosepxsoctd 'P u ‘P auefiyaTeie M eCJH npaMsie 00eux nosepxHOCTefl OTBEYAOT
LPYT APYTY NpH YKa3aHHOM COOTEETCTBUA, 10 HEOGXOLMMBIM ¥ AOCTATOYHBIM YCHOBHEM CY-

\[leCTBOBAHHSA Aa/ibHEHWHX Aap nopepxuoctedl 'P # 2P ¢ TeMH Ke wHBapHaHTaMy, Kak 'P u 2p,
qBNseTcsl NoAcGHe PRIOB TOYEK Ha COOTBETCTBYIOMIMX LpYT APYTy TPAMEIX.
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