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Mnozinu L nazyvame priestorom s konvergenciou, ak pre kazdt postupnost
{a.}.2 prvkov z L je definované, & mé limitu, t. j- je jej priradeny nejaky
prvok z L, a &inemé limitu, t. j. nie je jej priradeny ziadny prvok z L. V takomto
priestore postupnosti, ktoré majy limitu, nazyvame konvergentnymi, postup-
nosti, ktoré nemaji limitu, divergentnymi. Limitu konvergentnej postupnosti
{¢,}.2, oznatujeme lim a,. To, %e postupnost {a,},", je konvergentnd a ma za

n—» a0

limitu prvok a, oznadujeme tie# {a,},%,~>a. Priestor L s konvergenciou nazyva-
me L*-priestorom ([1], str 83—84), ak plati:

i) kazdd postupnost {a,},2,, kde pre n = 1, 2,3, ... jea,=aaa€lh, je
konvergentni a lim a, = a;

n— a0

ii) pre kazda rastiicu postupnost{k,},°, prirodzenych éisel a pre kazdd kon-
vergentnd postupnost {a,},7,, priom a, € L, je postupnost {@, a2y, tzv. vy-

brana postupnost z postupnosti {a,},%,, konvergentns a lim a, = lim a,;
71— 0 n—>raowo

iii) pre kazdid postupnost {a,}.%;, a, € L, ktord nemé za limitu prvok a,
existuje rastca postupnost {i,},%, prirodzenych &isel, %e pre Ziadnu rasticu
postupnost {£,},2, prirodzenych &isel postupnost {a;, 1.5 nema za limitu

prvok a.

&*-priestor L nazyvame topologickou L-grupou ([2]), ak kaidej dvojici
prvkov z, y € L je tak priradeny jeden a len jeden prvok z € L, ktory nazyvame
sitom prvkov z a y a oznadujeme z — x + y, %e s splnené nasledovné pod-
mienky :

1) pre kazdé prvky =, y, 2 € L plati (x +y) + 2 = 2 + (y + 2);

2) v L existuje taky prvok, ktory oznaéime 0, 7e pre kazdy prvok z € L plati
2+ 0=0+4 2=z

3) pre kazdy prvok z € L existuje v L taky prvok, ktory oznadime —z, e
T+ (—2)= —zxz+ =0

4) ak postupnosti {z,}%, a {y,}.%,, x, € Lay, € L, s1 konvergentné, potom
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aj postupnosti! {x, 4 Yetolra {x, — 4,}.% st konvergentné a plati lim (x, +
® N>

+ v) =limz, + lim y,, lim (s, — ¥)=limz, —limy,.
n= o n>o0 n—w >0 nso

Topologicks £-grupa nazyva sa komutativnou, ak pre kazdé dva prvky z
w\mhwﬁsﬁﬁlm:wﬂ.@:f&. “
Nech 4 €., kde L je &*-priestor, potom A ._.oA mnoZina prvkov a € L, pre
Waow.m existuje aspofi jedna konvergentns postupnost {a.}.%, a, € A, ktord m4
za rb\._mnc prvok a. Ak pre kazdd mnofinu 4 CLplati 4 = 4, hovorime, ze
L*-priestor I, spliiuje tretiu Kuratowského axigmu alebo U-axiému. zzommzm_
H C Lvoldsahustouv I, ak H—I. Ak B C L, kde L je 8*-priestor, potom B
mwwmﬁ.o U-axiému, ak pre 4 C B PatidnB=dnBnBaB ,BameE.o
U-axiému, ak existuje aspos jedno A C B, se plati An B+ 4 B n B.
Zﬁ wor (2, y) je redlna funkeia definovans, pre kazdé x, y € L a nech m4 vlast-
nosti:
I pre z, yeL je o(z, y) 20 a &(x, y) = 0 vtedy a len vtedy, ked z = y;
IL. pre z, ye L je oz, y) = 8y, z);

HH\H. bre z,y,z€ L je d(z,z) < iz, ¥) + d(y, z), potom funkeia oz, y)
nﬁ%\ﬂy sa metrikou pre L. Ak H C [ 5 ¥z, y) je metrika pre L, potom H je
husté pri é(z, ¥), ak ku kaidémn £ > 0 5 kazdému a € I, existuje b € H, %e
d(a, b) < &. Hovorime, 7e topologicka L-grupa L m4 vlastnost (d) pri metrike
d(z, y) pre L, ak plati: ak {z,},2, z, € L, {y}.2~2, y, €L a {d(z,, y.)}.2,-0,
potom w.oM.EHEOmm {z.}.2) je konvergentns a m3 za limitu z ([3], str. 234).

%m< .E.&Emu Ze v kazdom Q*-priestore splitujicom U-axiému, kazds jeho pod-
Bs.oﬁzm splivje U-axiému. Ak L*-priestor L nespliiuje U-axiému, potom
NSwEm existuji aj také podmnoziny, ktoré spltivji U-axiému, Ak L je komu-
tativna topologicks, 2-grupa nespliiujica U-axidému, potom kardé mnozina
Hc .N: ktord je tie grupou vzhladom na opericiu siétu definovant v I, a ku
w&wwﬁ.mxmmn&m takd metrika é(z, y) pre L, #e L m4, pri nej vlastnost (d)a H je
pri nej hustd v L, nesplituje U-axiému (veta z [3], str. 234). V tejto praci st
Ewom.ms@ najprv dve vety stvisiace s U-axiémou v komutativnych topologic-
kych Q-grupich a potom je udany priklad takej komutativnej topologickej
w-mu\smw% nespliiujices U-aziomu, u ktorej existuje takd hustd podmno¥ing
ktord je sudasne podgrupou a spliuje U-axiému. .

V @*-priestore I, dvojnou postupnostou nazyvame funkeciu definovani pre
<w®$m%. dvojice (n, k) prirodzenych &isel, pridom kazdej takej dvojici priradeny
@ZBW JezmnoZiny L. Ak ten prvok oznaéime @,x, potom ti dvojni postupnost
oznacime nasledovne @i tnie, . Kazdt postupnost {a,,,}*,, kde {n}.2,
a {k}.5 st rastice Postupnosti prirodzenych &isel, :m,N.«‘J.SEm diagonilnou
postupnostou utvorenou z dvojnej postupnosti {2,:}.5-,. Bod a€L nazyvame
bodom s vlastnostou o([4], str. 3), ak existuje taka dvojna postupnost N

' & 4 (—y) budeme tie¥ znadit z — v.
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€L, Zepren =1,2 3, ... je postupnost {a..:3:Z konvergentnd a m4 za
limitu prvok a, ale Ziadna = nej utvorena diagonélna postupnost nems za limitu
prvok a. Komutativna topologicks, 8-grupa L spliiuje U-axiému vtedy a len
vtedy, ked Ziaden jej bod nems vlastnost o ([4], str. 8, veta 3).2

Veta 1. Nech L je komutativna topologickd L-grupa mespliiujica U-axidmu
a nech H je hustd podmnosing, ktord je sucasne podgrupou. Potom nutnd o posia-
Cujiica podmienka, aby H nesplitovala U-awidmu, je nasledovnd: ku kasdému
% € L existuje takd dvojnd postupnost {z, .} %, , z, . €H,Zepren =1,2 3, ..
je postupnost {z,,},=, konvergentnd a md za limitu %, ale Ziadna diagondina
postupnost z nej utvorend nemd za limitu .

Dékaz. Dokézeme, 7e podmienka je nutnd. Nech H nespliuje U-axiému.
Kedze H nespliiuje U-axiému, existuje takd dvojnd postupnost {%, }niv:, takd
postupnost {z,},%, a taky prvok z € H, z.,€H a z,€H, % {02, > =,
{z.} .21~ a Ziadna diagonélna postupnost utvorend z {z,.},%., neméa za limitu
z. Ale z toho vyplyva, pretoze H je podgrupa L, ze existuje taks dvojna postup-
nost {a,.}.ily, @,, € H, %o pre n = I, 2,3, ... je {a..},5 — 0 a #iadna
diagonédlna postupnost utvorens z {#.3}ui-1 nema za limitu 0. Nech y € L,
Potom existuje taka postupnost {y,},%, Y. € H, Ze {y,},%,~y. Ale potom dvojnd
postupnost {y, + a,,}.5.; mé tieto viastnosti: pre n =1, 2,3, ... je postup-
nost {y. + a,,}>, konvergentni a m4é za limitu Y. Y. +a,. €H a Ziadna
diagonslna postupnost utvorend z {y, + a,,}.5., nemi za limitu Y.

Dokazeme, ze podmienka je postacujica. Nech {a,,}., je takd dvojni
postupnost, Ze a,, €H, pre n = 1,2, 3, ... Postupnost, {a,.}:2, je konver-
gentni a m4 za limitu 0, ale Ziadna diagondlna postupnost znej utvorend nems,
za limitu 0. Dalej je zrejmé, Ze ku prvku x € H musi existovat taks, prosta
postupnost {z,},%, prvkov réznych od z z H, e {z,},%,» z. UvaZujme teraz
mnozinu 4 vietkych tych prvkov z, I @, iy, KbOré st rézne od prvku z.
Zrejme je x, € 4 pren =1,2,3, .. ..

Keby prvok x bol 4, potom by musela existovat taks postupnost prvkov
z A, ktors by konvergovalak z, ¢ize by existovala postupnost {z., + [T Dty
%e {z., + @yt tior = €. MnoZina &lenov postupnosti {n, 4 k, — 1},% musi
byt zrejme n,owOSmm:m: Je teda moné vybrat tG postupnost dokonca tak, aby
{n. + k;, — 137, bola rastiica postupnost prirodzenych &isel. Z toho, ze postup-
nost {z,},%, je prostd postupnost prvkov réznych od prvku z, vyplyva, e
mnozina ¢lenov postupnosti {n.},°, musi byt tiez nekonedns. Teda je mo#né
ti postupnost {Z,, + 00 12,0355 tak vybrat, fe postupnosti {n}.% a {n, + &, —

— 1},%, 81 rastice postupnosti prirodzenych é&isel a {z. + Uuniii 1}, 5 > 2.
Ale potom plati lim Cniiry = lim [(z,, £ Begmpra) — %] = ME (., +

i i>ow0 120

¢ V préci [4] je pojem diagonélnej postupnosti utvorenej z dvojnej postupnosti defi-
novany trocha inaé. Ale definicie bodu s viastnostou ¢ st ekvivalentné pri pouZiti tychto
dvoch réznych definicii diagonélnej postupnosti.
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Ty iry) — lim z,, = 0, Cize existuje diagondlna postupnost konvergujica
1200
k 0 utvoreni z {a,.}, 2, a to je spor. Teda z € 4.
Tym sme ale zistili, se existuje A C Ha z € H, 3e plati z€ A n Ha z¢€

AnHnH, e A H +4dnHnH a z toho vyplyva, Ze H nespliiuje
U-axiému.

Veta2. Nech I je komutativna topologickd L-grupa, ktord nespliiuje U- axidmu,
potom neexistuje takd metrika &z, y) pre L, pre ktors, by platilo: 1. ak {x,}.2,
konvergugje k x, potom {0(z, z,}.%, konverguje k 0; 2. topologickd L-grupa L md
vlastnost (d) pri metrike oz, y).

Dékaz. Nech L je komutativna topologickd -grupa, pre ktort existuje
takd metrika d(x, y), %o 1. ak {#.}.2, mé za limitu prvok z,potom {6(x,, x)},%,
m4 za limitu &slo 0 2. Topologicks @-grupa L m3, pri metrike é(z, y) vlastnost
(d). Nech {Z, i jo taks dvojné postupnost, ze Z,.€Lapren =1,2 3, ...
postupnost {#,:}:2; je konvergentns a m4 za limity z. Potom dvojn4 postup-
nost {4(x, ;,x)},.2, redlnych &isel je také, Ze pre n — 1,2,3,...5 WB (2, 1,x) =
= 0. Ale mnoZina redlnych é&isel pri obvyklej konvergencii splituje U-axiému,
¢ize &islo 0 nemébze byt bodom s vlastnostou 0- Musi teda existovat takd diago-
nélna postupnost {4( Zox, 2312y, Ze konverguje k 0. Z toho, Ze postupnost {y,},*, ,
kdepren = 1,2, 3, ... je y. = =, je konvergentn4 a m4 za limitu z, a z pred-
chadzajiceho vyplyva na zéklade vlastnosti (d) topologickej Q-grupy I pri
metrike d(z, y), Ze postupnost {z, .}.%, je konvergentna a ma za limitu z.
Z tejto dvahy je zrejmé, ze v komutativnej topologickej £-grupe L neexistuji
body s vlastnostou ¢ a teda podla uz citovane; vety 3. z prace [4] komutativna
topologickd &-grupa L spliuje U-axiému. Tym je veta 2. dokdzani.

"Nech R je teleso racionilnych &sel, nech A5 o .., 2, s nejaké redine disla,
potom nech R(4,, ..., 4,) je najmengie teleso nad telesom racionilnych é&isel,
ktoré vznikne 2 neho adjunkeiou &fsel 1,, . .. » 4a. Nech {p,},%, je taks rastidcs

1 1 1 1
postupnost prirodzenych isel, 7e R, = R, .., o) Rm, ..., 2Pn41) —
= fapPren =123 ... 3 Nech redlne &slo z je z mnoZiny I, vtedy a len

? Takd postupnost musi existovat aspon jedna. Prideme k nej napriklad takto: Nech

Py = 2. Nech p,, ..., p, st uf také prirodzené &isla, %e prei <j =< njep < pia R, =
1 1 1 1 1 1
=R Awﬁ_w e, 2P V + mAmﬁ. ..., 2P \ = R;. V telese R, = R Aw§ s vpEm w?v podla
Abelovej vety ([5], veta 22., str. 174) o primitivnom elemente, musi existovat primitivny
element d ¢ B,, ktorého rad vzhladom na teleso raciondlnych &isel nech je r. Podla inej
Abelovej vety ({5], veta 3., str. 287) je rovnica 2 — 2 — 0, kde p je prvodislo, irredu-
: 1
cibilnd nad telesom raciondinych &isel a rad &isla 22 nad telesom raciondinych &isel je
1

rovny p. Nech p,.,; > p, je také prvodislo, ktoré je vatsie ako 7, potom é&iglo 2P**1  pje
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vtedy, ked existuje koneéne mnoho raciondlnych &fsel r,, ...r, a konedne
1

mnoho ¢lenov Piys -« o5 P, 2 POstupnosti {p,},%, , %e plati  — r 2P+
1

+ 7. 2P + r,. Postupnost {z, oy, ®, € h,.: je konvergentna a m4 za limitu

x € L, vtedy a len vtedy, ked existuje také prirodzensé dislo k, Ze C%a..v CR,
n=

(pridom pod znakom u {#.} budeme rozumiet mno%inu &lenov tej postupnosti
n=]

{z,}.25) a ked k tomu &slu konverguje postupnost {z.}.51 aj pri obvyklej
konvergencii v mno#ine redlnych ¢&isel.

Veta 3. Priestor Ly s konvergenciow, ktord sme prdve uviedli, je L*-priestor
a vzhladom k sidtu redinych &isel je komutativnou topologickou L-grupou, ktord
nesplivuje U-axidmu. Mnoging véetkyjch raciondlnych éisel je v Ly hustou podmmno-
Zinou, ktord je podgrupa o splituje U-aziému.

Dé6kaz. Kedze Pre postupnost {a,},,, pri ktorej je a, —=a pren=1,23,...

a a €L, vidy existuje také prirodzené é&islo k, e je U {a,} C R, a ked¥e
n=]

{a.}.2, v tomto pripade vidy konverguje v ova%w_og, zmysle k &slu @, kon-
verguje uvazovand postupnost {2.}.2, v L, k &slu a.
Ak {a,}.%, a, € L, konverguje v L, k &islu ¢ a ak pre prirodzené &islo k je

M. {a.} C R,, potom pre kazdi rasticu postupnost {£,},2, prirodzenych &fsel u.o
3H~

[
postupnost {a, },% konvergentnd v I, k &islu @, pretoie U{a, } C R.a {a 3.5
" n=1

konverguje aj v obvyklom zmysle k &islu a. -
Ak postupnost {a,},%, nekonverguje v L, k &islu a, potom je bud u _Aa,.w — R,

pre kazdé prirodzens &islo k& neprazdna mnoZina alebo postupnost {a,},* ne-

konverguje k &islu a v obvyklom zmysle. V prvom pripade je zrejmé, %e existuji

také dve rastice postupnosti {¢,},2, a {£,},2, prirodzenych &isel, e pre k < k,

je m;m R, aa, €R, .7 definicie postupnosti {@, }.2) je zrejmé, ie pre kazdda

rasticu postupnost {r,} 2, @mnomxms%ow ¢isel a pre kaZdé prirodzené éislo k je

mnozina, U {@;, } — R, neprdzdna mno%ina. V druhom pripade existuje takd
1w

vybrang wgn:@zgm {a, }.%1, Ze z nej kazd4 vybrans, postupnost nekonverguje
v obvyklom zmysle k &islu a. Teda z toho vyplyva, Ze v oboch pripadoch existuje
takd vybrans postupnost {a; }.2,, ktorej kazd4 vybrana Postupnost nekonver-
guje v L k &islu a.

Tym sme zistili, e L, je £*-priestor.

je z telesa R, (to vyplyva napr. z (5] vety 24., str. 176). Na zsdklade Gplnej indukeie
je z toho zarufens existencia aspon jednej takej postupnosti.

82

Ak postupnost {a,},%, konverguje v L, k &fslu g a postupnost {b,},* konver-

guje v L, k &slu b a ak pre prirodzené &islo %, je u {a,} C R, apre prirodzené
© n=1
¢islo &, je QN%PW C R, , platia pre prirodzené &islo % — max (ky, k,) vztahy

. U {a. +b} C R, a M {a,— b} C R,. Z tohto a z vlastnosti obvyklej kon-
n=1 n=1

vergencie postupnosti redlnych é&isel vyplyva, e {a, + 6,12 Wobdonm&m v L,
kéisluag +ba {a, — 8,},% konverguje v L,k &islu g — 4. Kedie Lyje pri operécii
stétu komutativnou grupou, vyplyva z tohto na zaklade predchddzajiicej tvahy,

Ze Ly je komutativnou topologickou 2-grupou vzhladom k operdeii sudtu.
1
ur —_— «w©
UvaZzujme dvojni postupnost ﬁﬂ -2 FV - U nej pre n =1, 2,3
#k=1

PR

1 L
postupnost ?W -2 ?v konverguje v L, k &islu 0. Pre kazdé prirodzené &fslo 4

k=1
1
g3 g . L 21° ; 5 :
& kazdd diagonglnu postupnost ?m -2 wﬁw utvorend z dvojne; postupnosti

L] 8=1

| 0 ]

“M - 2P aw plati, e mnofina U "M . ws‘:“ — B, je neprézdna mnogina,
nk=1 8=1

3

1

Z tohto vyplyva, %e Ziadna, diagonalna postupnost utvorend z dvojne;j postup-
1

._lls . X .
583 AN. wﬁ. “ nekonverguje v I, k &islu 0. (islo 0 je teda v L, bodom
7, k=1

s vlastnostou o a podla vety 3. z [4] nespliiuje U-axiému.

Je zrejmé z definicie konvergencie v 14, %e mnoZing vSetkych raciondlnych
Cisel je hustd v L, a tie je zrejmé, Ze je podgrupou L,. Zrejme tiez plati, e
Postupnost racionalnych gisel {a.}.%, konverguje v Lyk &islu a € I, vtedy a Jen
vtedy, ked konverguje k tomuto &islu v obvyklom zmysle. Ak dvojni postup-
nost {a, .}, je taks, e jej &leny st len raciondlne &isla g pren=1,23 ...
postupnost {a,,},% konverguje v L, k &islu @, potom existuje aspoi jedna,
diagonslna bostupnost, ktors, konverguje v Ly k &islu a (toto vyplyva z tej
skutodnosti, Z¢ v mnosine redlnych disel pri obvyklej konvergencii Ziadne

1. Kuratowski Cs .Ho@&ommm I, Warszawa, 1952, 3. vyd. 2. Umznmmm, D. van, Zur
topologischen Algebra, Math. Ann., 107 (1932). 3. Misik, L. Ob odnom svojstve pro-
stranstva, polynomov, Soamm&mgwor na intervale < 0,1>, Cech. mat. Zurnal, t. 2 (77},
1952. 4. Novak J. — Migik, L., O L-priestoroch spojitych funkeii, zwgﬁysnro.@.
zikdlny sbornik SAV I, 1, 1951, 5. Cebotare v, N, Grundziige der Galois‘schen Theorie,
Groningen 1950,

Doslo 17. X1. 1955,
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BAMETKHU O U-AKCHMOME B TOIIOJOTHUYECKUX
I'PYTIITAX

JAOUHUCITAB MUIIHKK
BruBoau

Tononoruyeckoit 8-rpynnoifl HaspBacTCd TAKOE MHOMECTEO L, KoTopoe sigaserca L£*-npo-
CTPaHCTBOM M IpYNnoi, B KOTOpom rpYINOBasi Onepauus SBJACTCS HENPEPHIBHOH (YHKIHel
ABYX apryMeHTOB, H B KOTOPOM OMepaUMS CTPOGHHsS OGPATHOTO 3JeMeHTA ABJNETCH HeNpe-
PEBHOH (YHKIHell CBOEro aprymenTa.

Ecnu AcL, moToM A cOcToMT M3 TCX 9JeMeHTOB ael, s KOTOpuX a= lim a,, a,€A4.
1~

I'oBopuM, uTO MHOMecTBO AcL BunonHseT U-aKCHOMY, ecl AJif BCAKOTO MHOXecTBa BeAd

ClpaBeuBO PaBeHCTBO B oA o A = 5 aA. Muoxectao H oL niotho B L, ecan H = L.,
Korna {®na}, 2, ABAAETCHA NBOINCIO NOCAEROBATENLHOCTHIO, NOTOM BCAKYI0 HOCJIEeN0-

BaTENBHOCTD  {w.k.},%, , rae {n.},7, » BO3pacTalOmMe  NOCJENOBATENLHOCTH — HATYpalb-

€
ULIX HMCEJ, Ha3piBaeM JMaroHanbHoll NOCJAENOBATENLHOCTHI0  OCTPOEHHOI M3 {npfniel
[yets 8 (2, y) 6yner MeTpura olpeleNcHHAs B TOMONOTHYECKOH 8-rpymme L w nycrh
BCAKAR nociefoBaTeNbHOCTs {2,},%, 31eMEHTOB M3 L, JIIN KOTOPORl CYLIECTBYeT mocieso-

BAaTENBLHOCTL ﬁ\a A 37IEMEHTOB H3 L CXOAfwasics K sneMeHTy xel, npuueM lim & (x.y,) =
n—owo

= 0, cxoaurcs Toxe K ssementy x. IToTOM rosopum, uto L o6nagaer CBOHCTBOM (d) nmpu
Merpuke 8 (x, y).

B cratse nokasmiBalorcs clefylouie JBe TeOpeMbl:

Tlycts L koMMyTatiBHAas Tomotornveckas -rpylimia He BHITOMHAIOLLAS U-akcHomy, u nycts
H nnotnas nogrpynna. Jas toro, uroSsl H He BOMHsAa U-akcuoMy, HeoGXOAHMO H JO-
CTAaTOYHO, 4TOGsl AN BCAKOro xel CYLIECTROBANa TaKas JBOHHAA [OCHENOBATENBHOCTS
Aa...&:ﬂuw 3NieMeHTOB U3 H, yto AMSl BCSKOTO n NOCASHOBATENbHOCTD m&s.&;.mw_ cXxo-
AHTCA K & HO 2 He ABASETCH NMPEAeNOM LS HHKOTOPOH AMATOHANLHOH (0C/eIOBATENLHOCTH

» @
NOCTPOeHHOH U3 {%n2}, T .

Hycts past Tomonoruveckoi Q-rpynubt L cymectsyer MerpHKa 8 (x, y) ofnamaromas cBoi-
CTBaMH: . ;

I. Ecow  lim z,= z,z.eL u xel, T0 lim . 8(z,, 2) = 0.
n— o0 n—ow

2. Tonoaoruveckas h.mESzm L o6nanaer csoiictBoM (d) npu Merpuke § (z, y).

Totom L me Brimosmsier U-akcHOMY.

Ha xonen B cTathe nam npumep TOUONOTKYECKOH L-FPYANH He BRIMOJHSIOULEH U-akcuomy,
B KOTOPOH cymlecTeyer mioTHasi NOATPYNNA BHNOMHsoOWAs U-aKcHowmy.
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