MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS SAV, VI, 2 — 1958

VYZNAM KOSTRY GRAFU PRE KONSTRUKCIU
KOMPOZICNYCH BAZ ISTYCH CIASTOCNYCH
GRAFOV

ANTON KOTZIG, BRATISLAVA
Zakladné pojmy, definicie a pomoené vety

K zékladnym pojmom a definicidm z tedrie grafov uvedenych v mojej praci
O istych rozkladoch grafu — Matematicko-fyzikilny dasopis V, 3. — je po-
trebné pripojit predovietkym tieto: .

Grafu @, ktorého vietky uzly st parneho stuptia, hovori sa eulerovsky graf.
Pod nulovijm grafom budeme rozumiet graf, ktory neobsahuje Ziadnu hranu
a %iadny uzol. Pre nulovy graf prijmeme oznacenie N v celej préci.

7, citovanej prace podriime aj oznadenie UV = ue,ug, ..., U} pre roz-
klad mnoziny uzlov U grafu @ na triedy sdvisiacich uzlov. Ak graf @ je suvisly,
potom je zrejme x = 1, &ize U = {l1}. Ciastotny graf grafu @, ktory obsahuje
vietky uzly jednej z tried U rozkladu U, ako aj vietky hrany tieto uzly
spojujlice, nazyva sa komponentou grafu @ (hovorime, %e hrana h spojuje uzly
u == v, ak je h incidentnd s u, v). Ak graf G je stvisly, potom sam graf G je
jedinou komponentou grafu G.

Dolezitym Siastodnym grafom grafu @ je taky Ziastodny graf @', ktory mé
tato vlastnost: kazd4 kruznica grafu G obsahuje parny potet hrén grafu G'.

Mno#inu vietkych ¢iastoénych grafov grafu @, ktoré maji uvedend vlast-
nost, budeme oznagovat znakom P,.

Je znama tato veta': .

Lemma 1. Ak @' € B, G' &= N, potom uzly sivislého grafu G dajié sa jedi-
niyjm spbsobom rozdelit do dvoch tried tak, Ze uzly, s ktorymi je incidentnd Pubo-
volnd hrana b grafu @, patria do dvoch réznych tried prdve viedy, ak h je hranou
grafu G'. Takijto rozklad je moZny len vtedy, ked G € R,

Inad povedané: ak zrusime vietky hrany grafu G’ € P,, @ == N, vznikne zo sh-
vislého grafu @ isty graf @, v ktorom pre rozklad v = awcu ue, ..., ﬂ;mq
plati: o > 1, pridom triedy un, Uy, ..., U9 mozno rozdelit do dvoch systémov

1 Pozri K onig Theorie der endlichen und unendlichen Graphen, Leipzig 1936, 150. Konig
pouziva pre graf €P¢ nézov p — Teilgraph, str. 149.
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S,, 8, tak, Ze hrany grafu G’ a len tieto hrany st incidentné s uzlami patriacimi
do dvoch tried, z ktorych jedna je triedou systému S, druhd je triedou systé-
mu S,.

Definujeme si isté Specidlne Ciastocné grafy takto: &iastodny graf G su-
vislého grafu G budeme nazyvat rezom grafu G, ak @' &= N ma tieto dve vlast-
nosti:

(x) Ak zrusime v grafe vietky hrany grafu ', vznikne taky graf @, v kto-
rom rozklad 1% m4 prave dve triedy.

(B) Ak zrusime v grafe G vSetky hrany grafu &' s vynimkou TubovoInej
jednej jeho hrany, vznikne z grafu G graf savisly.

Dokafeme si tito pomoent vetu:

Lemma 2. Ka#dy rez G' grafu G je prokom mnoZiny By -

Doékaz. Ked zrudime vietky hrany rezu @' vznikne z G podla predpokladu
graf G, v ktorom o = UP, UPY. Je to zrejmé, e kazda hrana rezu je inci-
dentnd v G s jednym uzlom € 11{" a s jednym .uzlom € 11¢". Ktorakolvek ind
hrana je incidentnd s uzlami tej istej triedy. Preto podla lemmy 1 je G' € By

Ciastodnému grafu @' sdvislého grafu G, ktory pozostava zo vietkych hrin
incidentnych s Tubovolnym pevne zvolenym uzlom u a z uzlov, s ktorymi st
tieto hrany incidentné, hovori sa krik s centrom v uzle u. Plati:

Lemma 3. Krik s centrom v lubovolnom uzle u grafu G je prokom mnoziny Bg.

Dokaz. Kazds krunica v G, ktord obsahuje hranu incidentnd s uzlom u,
obsahuje prive efte jednu hranu incidentnd s uzlom %. Teda kazdd kruZnica
v G obsahuje parny podet hrin kriku s centrom v uzle u. Cize krik s centrom
v uzle u je € R,. v

O uzle  grafu G hovorime, e je artikuldciou grafu @, ak existuja v grafe G
také dve hrany, ktoré sa nevyskytujt sadasne v #iadnej kruznici grafu G a obe
st incidentné s uzlom u. Ako je zname, artikuldciu grafu moZno definovat
aj takto: uzol » je artikuldciou v G, ak existuju v @ také dva uzly v, ==u == 0,,
¥e kazda cesta z v, do v, prechddza cez u.? .

Lemma 4. Krik s centrom v uzle u je rezom grafu G, ak u nie je artikuldciou
grafu Q. Krik s centrom v artikuldcii nie je rezom.

Dékaz. I. Nech u je artikuldcia grafu G a nech hy, hy sd také dve hrany
incidentné s uzlom w, ktoré sa nevyskytujd spolu v #iadnej kruZnici grafu G-
Nech dalej u,, resp. u, je ten uzol grafu G, ktory je rozny od u a ktory je in-
cidentny s hranou k,, resp. k.

Ak zru$ime vietky hrany grafu G incidentné s uzlom u, vznikne z @ graf G,
v ktorom u nestavisi so Ziadnym inym uzlom grafu. Po prvé: je zrejme 4, == Uy
(ind& by totiz u,, ky, w, hy, u, bola krugnica v G obsahujica obe hrany A, hs,
o je proti predpokladu); po druhé: niet takej cesty v G, ktord by spojovala
uzly u,, u, a neobsahovala by uzol « (ina¢ by tato cesta spolu s cestou u,, by,

2 Pozri Konig, c. d. str. 224.
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w, hy, 4, trorila krufnicu obsahujicu aj ky aj As). Teda, ak zruiime vietky hrany
grafu G, ktoré sa incidentné s uzlom u, vznikne tak graf G, v ktorom uzol %
nestvisi so ziadnym inym uzlom grafu @ a v ktorom uzly w,, u, nesuvisia.
Preto rozklad 11® obsahuje najmenej tri triedy uzlov, a teda krik s centrom
v u nie je rezom.

1I. Nech u nie je artikuldciou grafu @ a nech by, hy, -, h, st tie hrany,
s ktorymi je uzol u incidentny v grafe G. Nech u; je ten uzol grafu G rézny
od u, ktory je incidentny s hranou A, (i=12,...,n).

Ak zrudime vietky hrany kriku s centrom v u vznikne graf G, v ktorom
uzol w nestvisi so ziadnym inym uzlom grafu G a vietky ostatné uzly spolu
<ivisia. Preto o rozklade T® = {Ui¥", Ug"} plati: bud I obsahuje jediny uzol %,

v

alebo obsahuje vietky ostatné uzly a U}’ obsahuje vietky tie uzly grafu, ktoré
chybaji v . Je preto zrejmé, Ze ak u nie je artikuldciou, vtedy krik s cen-
trom v uzle u je rezom grafu G.

Kompozicie a kompoziéné béazy

Vyznamni dlohu pri skamani grafov mé isté komutativne a asociativne
spojovanie grafov nazyvané kompoziciou. Pripomefime si definiciu kompozicie
grafov:

Nech {Gy,Gs, .., G} Je PubovoIns konedni mnoZina tiastoénych grafov
istého grafu G. Ako kompoziciu Gy =G X Gy X ... X @, tychto grafov
definujeme tiastoény graf Gy grafu @, ktory pozostiva prave z tych hrin, ktoré
sa vyskytuji v neparnom podte komponovanych grafov a z tych uzlov,
s ktorymi si tieto hrany incidentné.

Cliastodné grafy istého systému giastotnych grafov S sa nazyvaju vzhladom
ku kompozicii vzdjomne nezdvislé, ak Ziadny graf systému 8 nedd sa kompo-
novat z istych ostatnych grafov systému. Ciastoény systém S* C S sa nazyva
kompoziénou bdzou pre systém -8, ak grafy z S* st vzhladom na kompoziciu
vzijomne nezavislé a kazdy graf systému S je kompoziciou istych grafov
z S*. .

Znama je tato veta o kompoziénych bazach pre systém vietkych krikov.?

Lemma 5. Ak v kasdej komponente grafu vyznadime prdve jeden uzol, potom
kriky, ktorych centrd nie st vyznalené, tvoria kompoziéni bdzu systému vetkych
krikov grafu a kaZdd takdto Fompoziéni bdzu dostaneme touto cestou.

Je znama dalej:

Lemma 6. Ka#dy &astolny graf & koneéndho grafu G sa dd komponovat

3 Pozri napr. Kénig, c.d. str. 153, veta 16 — komponentu grafu nazyva Konig
,,zusammenhéingender Bestandteil .
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2 krikov prdve viedy, ked G’ je prokom mnoZiny PBe. Kompozicia prvkov mno-
siny Pq je prook mmoinyg Pe b

Préve citované vety zachovavaji svoju platnost, ked namiesto o grafoch
mnoziny P, budeme hovorit o eulerovskych grafoch a slovo krik, ked sudasne
nahradime slovom kruznica. Tak naposledy uvedenym vetdm odpovedaji
tieto vety o eulerovskych grafoch a kruZniciach:

Lemma 7. Ka#dy Giastoény graf G' grafu G dd sa komponoval z krugnic grafu G
prave viedy, ked G’ je eulerovsky graf. Kompoziciou eulerovskyjch grafov je
eulerovsky graf®

Uvedené priklady istej analégie: Eulerove grafy — grafy mnoZiny Res
krugnica — krik, istefe nie st vy&erpdvajice; na druhej strane treba vidiet,
%e nejde o wplnd analégiu. Na niektoré stranky tejto problematiky cheeme
poukazat v nasledujucej gasti nasho prispevku.

Kostry grafu a kompoziéné bazy

Pri skiimani budeme vychidzat zo znimych viet o kostre grafu a tzv.
fundamentélnom systéme kruZnic.

Ciastodny graf S Tubovolného stvislého grafu @ sa nazyva kostrou grafu @,
ak m4 tieto tri vlastnosti: 1. § je stvisly graf, 2. § ma tie isté uzly ako @, 3. 8
neobsahuje Ziadnu kruZnicu.

Lemma 8. Ak S je kostra grafuGah Tubovolnd hrana z G, ktord nepatri do S,
potom existuje prdve jedna kruinica K, v G, ktord obsahuje hranu h a wéetky
ostatné jej hrany patria do S.

Kru#nice priradené takto jednotlivym hrandm nepatriacim do kostry tvoria
tzv. fundamentdlny systém krusnic F,. Kazdej kostre grafu odpovedd prave
jeden fundamentalny systém.

Lemma 9.5 Kaidy fundamentdiny systém krusnic grafu je kompoziénou bdzou
pre systém vietkych krugnic grafw.

Ukégeme v dalfom, e moZu existovat kompoziéné bazy kruinic grafu G,
ktoré nie st fundamentilnym systémom krunic Ziadnej kostry grafu @, ako
aj také kompozitné bazy kru#nic, ktoré st fundamentalnym systémom kruznie
viacerych kostier. O tom hovori tato veta:

Veta 1. Negh C = {K,, K,, ..., K.} je systém krudnic tvoriaci kompozitnii
bazu krutnic pre véetky krunice istého Loneéného stwvislého grafu G. Nech M, je
mmno¥ina tych hran krugnice K (i = 1, 2, ..., n), ktoré sa nevyskytuji u¥ v Zad-

nej inej kruZnici systému C, p. poéet hrdn mnofiny M,. Plati:

4 Konig, c. d. str. 149.
5 Pozri Konig, c. d. str. 145, 146.
¢ Konig, c. d. str. 147.
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a) Ak niektord z mmo¥in M, je prdzdna, polom necxistuje v G kostra, ktorej
fundamentdlnym systémom Lrugnic by bol systém C.

b) Nech M, =+ O pre véetky 1. Vyberme z kasdej z mnoZin M, po jednej hrane
(vybrand hranu z M, oznadme k). MnoZina véetkich hrdn grafu, ktoré neboly
vybrané (t.j. hrany grafu, ktoré nepatria do mnofiny My = {hy, by, o B} ),
je mnoZinou hrdn kostry S, ktorej fundamentdlnym systémom krufnic je systém C.

¢) O polte »(C) réznych kostier, Ktorych fundamentdlnym systémom krufnic je
systém C, plati: x(C) = ppta - - - fhu: .

d) Ak »(0) > 1, potom v G existuje aspofi jedna mnogina hrdn T najmenej
o dvoch prokoch takd, Ze plati: kaZdd krusnica grafu, ktord obsahuje hranw z T
obsahuje véetky hrany z Ty t. j. ind€ povedané: ak »(C) > 1, potom mnoing
H(2,3) v grafe G je neprdzdna.’

Dokaz:
a) Predpokladajme, Ze tvrdenic nema vdeobecni platnost, t. j., Ze pre
istéi=1,2,...,njeM,=0 apritom existuje kostra S, ktorej fundamentalnym

systémom kruznic je systém C. Podrla definicie fundamentalneho systému krui-
nic kostra S obsahuje vietky hrany kruZnice K, okrem jednej — oznaéme ju
znakom h. Podla predpokladu % je hranou este aspofi jednej kruznice K; sy-
stému C. Pretoze k nie je hranou kostry S, musia vietky ostatné hrany kruZnice
K, (okrem %) byt hranami kostry S. Graf, ktory obsahuje vetky hrany dvoch
roznych kruznic okrem jednej ich spoloénej hrany, obsahuje nutne kruZnicu.®
To je viak spor, lebo kostra grafu neméze obsahovat kruZnicu. Preto ak M, =0,
neexistuje kostra, ktorej fundamentalnym systémom kruZnic je systém C.

b) Aby sme dokézali spravnost drubého tvrdenia vety, je potrebné dokazat,
se diastotny graf @, ktory obsahuje vietky hrany grafu G s vynimkou hran
by, hg, - - -y by, mé tieto dve vlastnosti:® ‘

&) G’ neobsahuje Ziadnu kruZnicu,

B) ak pridéme ku grafu @' Tubovolnd hranu z hrénh,, by, ..., k., vznikne
tak graf G”, ktory obsahuje kruZnicu. .

Vlastnost g) graf G zrejme mé, leboak ku@’ priddme hranu,, vzniknuty graf
obsahuje vietky hrany kruZnice K,. Ukazme teraz, Ze mé aj vlastnost «) :
pretoze lubovolna kruZnica K grafu G je kompoziciou istych kruznic systému
C (C je podla predpokladu kompoziénou bizou pre kruznice grafu G)akazdd
z hran k, (i = 1,2, ..., n) sa vyskytuje prave v jednej kruznici systému C,
musi K obsahovat aspofi jednu hranu z hran h(t=1,2,...,7). NemodZe preto
K byt iastoénym grafom grafu G'. Gize: siadna kruinica grafu @ nie je tiastod-
nym grafom grafu G, teda @' neobsahuje kruznicu. Zo sposobu volby hran h:
je ihned zrejmé, Ze fundamentdlnym systémom kruZnic pre kostru @ je sy-
stém C. :

7 Pozri Kotzig, O istych rozkladoch grafu, Matematicko-fyzikalny gasopis 3,1955, veta b.

8 Pozri Kénig, c.d. str. 9, veta 9.
9 Pozri Konig, e. d. str. 56.
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¢) Vyber hrdn by, by, ..., b, — ktoré treba zrufit v grafe G, aby vznikla
kostra, ktorej fundamentilnym systémom kru#nic je systém € — moino
vykonat v cellu g;us . . . 4, vdznymi sposobmi. Teda v grafe existuje najmenej
#(C) = s - . . i, voznych kostier pozadovanych vlastnosti. Takyehto kostier
nemdze byt v & viak viacej ako »(C), lebo potom medzi hranami, ktoré treba
zrusit, vyskytovala by sa hrana, ktord sa nevyskytuje v ziadnej kruzniei grafu
G (a kostra by nebola stvislym grafom, o je spor; pozri definiciu kostry),
alebo by sa medzi nimi vyskytovala hrana, ktora je hranou viacerych kruZnic
z C (a to sme ukézali v dasti a) dokazu, Ze je nemozné). Teda x(C) = gty - -« Y-

d) Predpokladajme, %e »(C') > 1, potom aspoii o jednom é&isle u, plati u; > 1,
predpokladajme teda, ¥e existuju hrany A,(1), k(2),..., k) kruinice K.,
ktoré sa nevyskytuji v Ziadnej inej kruZnici kompozi¢nej bazy C. Lubovolna
kruznica, ktord obsahuje 'ubovoInd hranu RG); §=1,2, ..., i, je kompo-
ziciou istych kruinic z C. Medzi komponovanymi kruznicami musi byt nutne
kruznica K, pretofe podla predpokladu hrany 1.(7) sa vyskytuji jedine v kruz-
nici K,; véetky krany h,(j) si hranami kompozicie. Cize kazdé kruznica grafu
@, ktora obsahuje aspoii jednu hranu &.(j), obsahuje vietky tieto hrany. Mno-
#ina hran {h(1), h(2), - - -, hi(p:)} 0 pi prvkoch existuje a je mnoZinou pozado-
vanych vlastnosti.

Veta 2. Nech S je kostra sawislého grafu G a h Tubovolnd hrana z S, potom
existuje prdve jeden rez R, grafu G, kiory obsahuje hranu b, a jeho ostatné hrany
nepatria do S.

Dokaz. Ak by sme v kostre S zrusili hranu , vznikne z kostry S graf §', ktory
mé prave dve komponenty B,, B,. Oznatme znakom R, diastodny graf grafu ¢
pozostévajici z tych hrén, ktorych uzly, s ktorymi je hrana incidentnd, patria
réznym komponentdm B,, B,. Je zrejmé, Ze R, obsahuje okrem k uZ len hrany
nepatriace do 8, dalej R, je rezom lebo po prve: zrudenim hran grafu R, vznikne
z grafu @ graf o dvoch komponentach, po drubé: ak by sme zruiili vietky hrany
okrem jednej, vznikol by graf savisly, pretoze by v fiom existovala hrana inci-
dentné s uzlami oboch komponent B, B, grafu §'. Treba efte dokazat, Ze
existuje jediny rez, ktory obsahuje okrem hrany k4 len hrany, ktoré nepatria
do S.

Keby existovali dva rézne rezy pozadovanych vlastnosti R,, R;, potom ich
kcmpozicia G by obsahovala len hrany, ktoré nepatria do S (pretoze jedina
hrana A €S je im spoloéna). Kompozicia réznych grafov € P, je nenulovy
graf € R,, teda je & € R,. Nech A’ je Pubovolna hrana z §'. Podla lemmy 8
existuje v grafe G kruZnica, ktord okrem hrany 1’ obsahuje u# len hrany
z kostry. To je ale spor, pretoze podla definicie grafov € P, kazdd kruZnica
grafu obsahuje parny potet hran grafu € PBe. Teda R, je jediny rez pozado-
vanych vlastnosti.

Veta 2. nam hovori, #e kazdej hrane kostry mozno priradit prave jeden rez,
ktory uz neobsahuje inti hranu kostry. Oznadme si znakom K, systém vietkych
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rezov, ktoré v zmysle tohto priradenia odpovedaja jednotlivym hrandm kostry
S. Takémuto systému rezov budeme hovorit fundamentalny systém rezov
konitruovany podla kostry S. LubovoInej kostre odpoveda prirodzene prave
jeden fundamentalny systém rezov. Dokasme si teraz vetu o fundamentalnom
systéme rezov:

Veta 3. Nech E, je fundamentdiny systém rezov konStruovany podla Tubovolnej
kostry S stvisiého grafu G. Potom E, je kompoziénou bdzou pre véetky rezy grafu G.

Dokaz. Najprv ukdzme, Ze kompozicou istych rezov systému E, nemoZino
dostat rez toho istého systému : pretoze kaidy rez systému K, obsahuje taki
hranu z 8, ktora nie je hranou iadneho iného rezu, a v kompozicii sa vyskytuja
lén hrany, ktoré sa v komponovanych grafoch vyskytujia nepdrny pocet krat,
je tato vlastnost systému zrejma.

Treba teda e$te dokézaf, Ze Tubovolny rez R grafu G mo#no komponovat
z rezov systému E,. Nech R je lubovolny rez grafu G a nech By by ooy By U
tie hrany rezu R, ktoré s hranami kostry S. Je zrejmé, ze o >0, lebo rez
nemdse obsahovat len hrany, ktoré nepatria do S (po zruseni vietkych hran
takého tiastotného grafu, ktory neobsahuje hrany z 8, by vznikol graf savisly).
Oznadme znakom E, ten rez systému E,, ktory obsahuje hranu ho(1=1,2,
..., &), a utvorme kompoziciu:

Q=RxX B X By X ... X By

@ nembdize obsahovat ¥iadnu z hrén h,, lebo tdto sa vyskytuje pri dvoch
rezoch v kompozicii (R, B.), nemb¥e taktieZ obsahovaf Ziadnu ind hranu kostry,
lebo takato sa nevyskytuje v Ziadnom z komponovanych grafov. Q neobsahuje
teda ziadnu hranu kostry S. PretoZe kompozicia grafov € B, je grafom € B
a pretoze graf € Po nemose obsahovat len isté hrany nepatriace do kostry,
musi byt nutne nulovym grafom a teda:*

R—=R, xRy X ... XR,

R je kompoziciou rezov R, Ry, ..., R,, %0 bolo treba dokazat.

Veta 4 Nech systém rezov B = {R, R, ... R} Je kompoziénou bdzou pre
vdethy rezy isteho suvislého ‘grafu G a nech M, je mmnosina tjch hrdn rezu B, ktoré
sa nevyskytuji v Siadnom inom reze systému, . mech uddvaichpobet (i=1,2,...n).

Platt:

a) Ak niektord z mnoZin M, je prdzdna, potom neexistuje v G takd kostra,
podla ktorej kondtruovany fundamentdlny systém rezov by bol systém B.

b) Nech M, == 0 pre vdethy i =1,2, ..., Vyberme z kaZdej 2 mno¥in M,
po jednej hrane h; a utvorme z nich mnoSinu My= {hy, by, «- -, P} Graf pozostd-
vagjici z hrdn mnoZiny M, je kostrou grafu G, podla ktorej Lon&ruovany fundamen-
tdlny systém rezov je systém B.

10 Pozri Konig, c. d. str. 145.
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¢) O potte »(B) réznych kostier, podla ktorgch kondtruovangm fundamentdlnym
systémom rezov je systém B, plati:

#(B) = tapty - - - M-

d) Ak %(B) > 1, potom v @ existuje najmenej jedna dvojica uzlov w, v takd, ze
s oboma tymito uzlami st incidentné najmenej dve hrany.

Dokaz.

a) Predpokladajme, Ze tvrdenie a) vety nemé vieobecna platnost, t. . Ze
pre isté 1 =1,2,...,nje M, = 0 a pritom existuje kostra 8, takd, %e E, = B.
Podla definicie fundamentélneho systému rezov E, existuje v § hrana A,, ktord
je jedinou hranou z kostry § v reze R,. T4to hrana je v8ak hranou eSte aspon
jedného rezu R, a to je v rozpore s definiciou fundamentdlneho systému rezov.
Preto ak M, = 0 neexistuje takd kostra 8, aby platilo B, = B.

b) Nech @ je Siastotny graf grafu G pozostavajiei z hrin mnoZiny M-

1. Doké#me najprv, Ze G’ neobsahuje #iadnu kruZnicu. Predpokladajme
naopak, %e v @' existuje isté kruZnica K, jej hranou je ist4 hrana h, € R; inci-
dentnd s uzlami w, v. Ak zruiime vetky hrany rezu R,, vanikne z G graf G*
o dvoch komponentach, priom kaZdd hrana z R, je incidentnd v G s dvoma
uzlami z réznych komponent grafu G*. Avgak z krugnice K bola pri vzniku
grafu G* zrugena iba jedna hrana, teda existuje cesta v G*, ktord spojuje uzly
u, v. To je vsak spor, lebo u, v maji patrit do réznych komponent grafu G*.
Teda G neobsahuje kruZnicu.

2. Dokésme teraz, ¥e graf @ mé tie isté uzly ako graf @. Kompozitna baza
rezov v grafe G (resp. grafov € B, resp. krikov) ma prave «, — 1 rezov, ak &,
je podet uzlov grafu G. Vieme, e v grafoch, ktoré nemaji kruZnicu, rozdiel
medzi podtom uzlov a podtom hrén udéva podet komponent.'

Oznaéme znakom «; podet uzlov v G"; o, = &g — 1 podet hran v & a znakom
w podet komponent v G". Plati:??

Ky — g == W,
oy — = &g — L.
Pretore o = 1{— o < — 1) plati:

o — 1 =g — 1000 2 g

Aviak podet uzlov v Siastoénom grafe nemodze byt vacsi ako podet. uzlov
v celom grafe. Teda je &g = .

7 uvedeného (x; — w = a, — 1) vyplyva tie, Ze & je suvisly graf (md jedind
komponentu).

Teda (zhriiujem):

a) @ neobsahuje kruznicu, b) G' mé tie isté uzly ako G, ¢) @& je stvisly.
Ciastodny graf G’ s tymito troma vlastnostami je nutne kostrou grafu Ge.

11 Pozri K6nig, e. d. str. 51.

12 Pozri Konig, c. d. str. 51, veta 9, 10.

13 Pozri Konig, c. d. str. 57, veta 23.
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¢) Naznalenym postupom mo#no kondtruovat veelku gy, ... g, réznych
mno¥in M, pozadovanych vlastnosti. Je tieZ zrejmé, Ze inym spésobom kon-
struovat mnozinu M, nemozno ; plati teda:

W B) = phaphs -+t

d) Nech »(B) > 1, t. j. nech aspoii jedno &slo y, je vagsie ako 1. Nech k, &' st
dve hrany rezu R,, také, ktoré sa nevyskytuji v Ziadnom inom, reze kompo-
zidnej bazy rezov B. To viak znamens, e kazdy graf € B, ktory obsahuje
hranu &, obsahuje aj branu &’. Nech u, v s uzly, s ktorymi je incidentna hrana
h. Krik s centrom v uzle u a taktiez krik s centrom v uzle v (pretoze krik je graf
€ B,) obsahuje nielen hranu h, ale aj hranu &', Cize s oboma uzlami %, v s
incidentné najmenej dve hrany A, k', &o bolo treba dokazaft.

Fundamentélny systém rezov grafu javi urtité obdobné vlastnosti ako fun-
damentalny systém kruinic grafu vzhladom na kostry grafu. I ked st zrejmé
niektoré rozdiely (napr.tvrdenie d) vo vetéch 1, 4, alebo skutodnost, Ze rezy
priradujeme pri konstrukeii fundamentalneho systému ku hrandm Kkostry,
kde#to kruznice priradujeme ku hranam, ktoré nepatria do kostry) ukazuje sa
znagné obdoba vo vlastnostiach oboch fundamentéinych systémov, ktord nie je
dobre mo#no docielit, ak v kompozitnej baze grafov € P, sa obmedzujeme iba
na kriky.

Doslo 14.1IV. 1955.

3HAUEHHE OCHOBLBITPA®A
OJis IOCTPOEHUHA KOMIO3UILIMUOHHDBIX BA3
HEKOTOPBIX NIOATPA®OB

AHTOH KOUMUT
BuiBoO B

B macTositieift paGoTe aBTOP MCXOJUT M3 M3BECTHEIX TeOpeM 06 ocHose rpada M o Tak Ha-
apsaeMoft QyHAaMeHTaJbHON CHCTeMe OKpYMHOCTelt, 0 KOTOPbIX TOBOPUTCS, Hanpumep, B pa-
Gore Kemura ,Teopus KoHeUHHIX M OGECKOHEUHBIX rpagos (Konig ,,Theorie der endlichen
und unendlichen Graphen”, Leipzig 1936) # uccresyeT BO3MOXHO Jiu CyHleCTBOBAHHE KOM-
NO3HOMOHHBIX 6a3 okpyxuocTedl rpada, He ABJAAIOIHKXCS dyHpamMeHTaIbHOR CHCTEMOR OKPYX-
HOCTell HH OAHOM OCHOBBI Tpada, a TaKxKe BO3MOMKHO JIH CYWICCTBOBaHHE KOMMOSHUMORHBIX
623 OKPYXHOCTeH, KoTOpsle SABAAIOTCS (PyH1aMeHTaNbHOH CHCTEMO OKPYKHOCTeH HECKOJbKHX
ocHoB. JlokasnlBaeTcs clelyiolias TeopeMa:

Tlyets € = {Ki, Ko, ... K.} — cHcTeMa OKpYXHOCTeH, 06pasyiomas KOMIIO3HILHOHHYIO
6a3y /s BCEX OKPYXHOCTedl KOHEYHOTO CBA3HOTO rpada G. ITycte M; — MHOXECTBO TaKHX
peGep oxpyxuocT K; € C, KOTOpble He BCTPEHAIOTCs HM B KaKO# MHOH OKPYXHOCTH CHCTEMBb
C, u; — uncao pebep MHOWecTBa M.

JlokasbiBaeTcs

a) Ecnu xakoe-nuo 13 Muoxects M. nycroe, 1o B G He uMeeTCsl OCHOBHI, GYH1aAMeHTa/ b
HOM CHCTeMO# OKPYMCHOCTeH, KOTOpOH Ghijia Obl cHCTEMA C.

6) TMycts M. 3= 0 aas Bcex i. BuGepeM X KaXJ0T0 MHOMKECTBA NO OLHOMY peGpy u 060-
3paukM pe6po, BLIGPAHHOE M3 M. CUMBOIOM K. Muoxectso Bcex pebep rpada, KoTOphie
He 6blId BHIGpaHLI, T. €. peGpa rpada, He NpUHAAANEKALUHE MHOKECTBY Mo == {1, B2 ..., A,
npencTasasieT co6oil MHOXKECTBO pelep OCHOBLI S, dpynAaMenTabHON CHCTEMOR OoKpy3KHOCTEH
KOTOpoOil siBastetcst cucreMa C.

B) Ecnu  %(C) ecTb 4uciO PasAMUHBLIX OCHOB, $yH/IAMEHTaNbHON CHCTEMOH KOTOPBIX ABJIS-
ercss C, TO ¥WMeeT MeCTO:

%#(C) = mity - - - Un

r) Eciu %(C) > 1, 10 B G cyuiecTByer no KpaitHell Mepe OJIHO TaKOe MHOXeCTBO peGep H,

caMoe MeHbillee ¢ ABYMS SJeMEHTAMH, UTO KaXkJas OKPYXKHOCTs Tpada, cofepxaliast pe6pa
u3 H,, COfepXHT BCce pebpa u3 H .

Tlofo6HbIM 06pPa3OM HCCAEAYIOTCS KOMIOMUMORNbBIE 6a381 TAK HA3LIBAEMEIX PA3Pe30B rpada.
ITox paapesoM ces3Horo rpaga G noHuMaercs noarpad R, o6Jaajalouiiil CJaefyloluMH CBO#H-
CTBAMMU:

(@) ecnu B ceassom rpade G ycrpanuth BCe pefpa rpaga R, To moJydHTCH rpag, ume-
M TOYHO JABe KOMIIOHEHTSI,

(B) ecau B cesiaHoM rpade G YCTpPaHHTh BCe pe6pa u3 R, xpoMe omHOro JioGoro pebpa,
TO MOJYYHTCS CBSA3HBIA Tpad.

IMpexme BCero AOKA3HIBACTCA, UTO €CJIH S ABJISALTCS ocHoBoil cesasnoro rpada G, a h —
1IPOM3BOJILHBEIM PeOpPOM M3 S, TO CYLIECTBYeT TOJLKO OAMH paspes Rx rpada G, KOTOpBIA €O~
NepXHT pe6po h, a ocTaibHiie pebpa He NPUHAAJENKAT K S. Takum o6pasoMm AJsf NaHHON
OCHOBHL § & KaMJiOMy peGpy OCHOBH OTHOCHTCH TOJILKO OJMH paspes rpada. Cuctema BCEX
paspe3cs, KOTOPHE B CMBIC/ie NPEJHAYUIEro HOJNGXKEHU COOTBETCTBYIOT OTARILHBIM pebpam
CCHOBHI, Ha3biBaeTcs (YHIaMeHTaNbHOM CHCTEMOH paspesos, [IOCTPOEHHOH HA OCHOBE §.
JlokasbiBaeTcs, 4TO (yHAaMeHTallbHasd CHCTeMa pPa3pesos, NMOCTpOeHHasi Ha IIPOH3BOJIBHOH
OCHOBe, SBASETCH KOMIO3HIMOHHON Ga30fi BCeX paspesos rpaga. JlaeTcs H0Ka3aTednCTBO
caenyoiuell TeopeMsl (aHaJOrHYHOE NpHUBEJEHHON Bullle TeOpeMe O KOMIO3HUHOHHBIX Gasax
OKpyXHOCTEH) :

[ycrs cucrema paspesos B = {Ri, Ry ... R.} aBjAeTCs KOMMO3MLHMOHHOH 6Gasoii nns
ECeX paspesos CBA3HOTO rpada G, M NycTb M. TpelCTaBASET MHOXKECTBO TaKHX pebep pas-
pesa R;, KOTOphie He BXOAST HHM B KaKOH ADYrod paspes CHCTEMB, a f; — HHCIO TaKuX
pebep (i=1, 2, ..., n). YIOBJeTBOPSIOTCA CJeLYIOilHe YCIOBHA:

(a) Ecau onso u3 MHOXecTB M. nyctoe, T0 B G He CyUICCTBYeT TaKoll OCHOBBI, NOCTPOEH-
HAS N0 KOTOpOH (yHAaMeHTaNbHas CHCTeMa Obuia Gnt cHcTeMoit B.

(6) Mycte M:== 0 paa Bcex i=1, 2, ..., 7. BuifepeM ¥3 TaKOro MHOXKecTBa M. 1O
OAHOMY pe6py h; H COCTaBUM H3 HUX MHOXeECTBO My = {h, kg, ... ha}. [pad, cocrosmuit
u3 pebep MHOMeCTBA M, M HHUENEHTHHIX HM BepLIHH, ABJIfETCH Takoll ocHoBOH rpada G,
YTO MOCTPOEHHAN Ha Heil CHCTeMa paspe3os ecTh CHCTeMa B.

(8) Ecam % (B) ecThb 4HCIO PDAsJHYHBIX OCHOB, TOCTPOEHHARW O KOTOPOH dyHHaMeH:
TaNbHAS CUCTEMa Daspe3oB sIBJiseTCst chcTeMoll B, 10 HMeer Mecto: % (B) =ttty - tu.

(r) Ecne  x(B) » 1, To 8 G cylulecTByeT [apa TakHX BEPUIMH u, v H MO KpaiiHeli Mepe
J\Ba PasHEIX pebpa, M3 KOTOPHIX KaM/l0e HHIEAEHTHO OOEHM BepLIMHAM.
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