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PRIESTOROCH

JAN JAXKUBIK
Katedra matematiky a deskriptivnej geometrie Vysokej &koly technickej v KoSiciach

Vyrazom linedrny priestor budeme oznadovat konvergenény linedrny
priestor, t. j. modul nad okruhom redlnych &isel, v ktorom je definovana kon-
vergencia postupnosti, majica urdité vlastnosti (pozri 1.4). Nech P je linedrny
priestor, nech (P) je modul (uvazovany bez konvergencie) prisluiny k linedr-
nemu priestoru P. Nech P je mnozina vietkych linedrnych priestorov P,, pre
ktoré plati (P,) = (P). Ak Py, P,€ P a ak kazda postupnost { z, }, ktord v linear-
nom priestore P, konverguje kprvku z, konverguje aj v linedrnom priestore P,
k prvku z, budeme pisat P, =< P;. Tym je na mnoine P definované &iastoéné
usporiadanie. V &lanku st odvodené niektoré vlastnosti iastoéne usporiadanej
mnoziny B. Dalej sa vySetruji niektoré , patologické vlastnosti konver-
gencie v linedrnych priestoroch.

1.

Najprv pripomenieme zdkladné pojmy, ktoré si v dalSom potrebné. E, znaéi
v dal%om mnoinu vietkych redlnych &isel, grécke pismend oznaduji prvky

' mnoZiny E,.

1.1. Nech M je neprdzdna mnofina (jej proky oznadujeme malymi latinskymi

| pismenami ), nech pre lubovolné a, b a Tubovolné « je definovany sicet @ 4+ b € M

" a ndsobok xa € M tak, Ze plati

A) @+ b +c=a+t®+0c), at+b=b+a
atz=a+y =>r=4Y
(B) (xf)a = a(fa), «(a + b) = xa + «b
(¢ 4 B) a = xa + Ba, la = a.
Potom mno¥inu M nazgvame modulom.

7 vlastnosti (A), (B) vyplyva, Ze modul M obsahuje nulovy prvok o, pre
ktory a + 0 = a, x0 = o pre kazdé a € M, x € H,.
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1.2. MnoSina B C M je algebraickou bdzou modulu M, ak sa kaddyg prvok

a € M, a & o dd vyjadrit, a to jedinym spdsobom v tvare
— by 4+ ..+ b (b € B, x . b 40,i=1,..,mb=Fb pre i + k)
(pre rézne a méZe byt n rézne) .(Pozri [4].)

1.3. Ka#dy modul md algebraickd bdzu.

Dokaz je jednoduchy (transfinitnou indukeiou; pouzivame axiému vyberu).
Ak modul M mé (aspoii jednu) koneéntd bazu, hovorime, Ze M md koneény
podet dimenzii; v opatnom pripade hovorime, Ze M mé nekoneény podet di-
menzii.

1.3.1. Nech B je bdza v M, nech B md nekonetne mnoho prokov, nech véetky
proky prostej postupnosti {x,} pairia do B. Utvorme postupnost {y,} takio: y, =
=2, y, = T, — T pren > L Potom existuje bdza B' v M takd, e véetky Cleny
postupnosts {y,} patria do B'.

Dokaz je jednoduchy.

1.4. (Pozri[1].) Nech M je modul. Nech je v M definovand konvergencia pos-
tupnosti (v oznatent T, — ), pre ktori, plati

1) &, >0 => T —> &L
2) x, > X = &T, > KL

3) z, > %, Yo > y=>x,+ Y. >+ Y.

4) Ak postupnost {z,} konverguje k proku x, yotom kafdd jej &astoénd postup-
nost konverguje k prvku z. .

5) Postupnost nembdse konvergovat k dvom rdznym prokom.

Modul M s takouto konvergenciou budeme volat linedrnym priestorom a 0zna-
ovat znakom P (pripadne s indexmi). Pideme (Py= M.

Postupnost {x.} je nulové v linedrnom priestore P, ak x, — 0. Zrejme x, — %
<>z — x — 0. Z toho plynie, e konvergencia v P je jednoznaéne uréend, ak je
dans mno¥ina vietkych postupnosti, ktoré st v linedrnom priestore P nulové.
Ak A ={a)}, B= {b,}, oznadime vyrazom «A + BB postupnost, ktorej vSe-
obecny tlen je xa, + fb.. Znakom A’ budeme oznadovat diastoéni postupnost
postupnosti 4. Vyraz z, > x znadi konvergenciu v linedrnom priestore P,. Ak
(P.) = (P,) a plati z, 2y 1 o> T, > &, PpOVaZujeme linedrne priestory P, P, za
totosné. Pojem izomorfizmu dvoch linedrnych priestorov je jasny.

1.5. Nech P, Pysi linedrne priestory, nech Py je mmo¥ina véetkijch dvojic (2, y),
x € Py, y € Py, pre ktoré je definované séitanie rovnicou (, y) + (#,y) = (. +
+ z,, y + y.) a ndsobok redlnym Sislom rovnicou o(x, y) = (&, ay). Definujme
v P, konvergenciu takto: (@, ¥.) = (2, Y) <=2, 2z, y, > y. Py nazgvame pria-
mym sutinom priestorov P,, P, a oznadujeme P, X P,. Zrejme je Py linedrny
priestor.

P e

2.

9.1. Nech (P,) = (P;), nech z, 2z = x, > x. Potom pifeme P, < P, alebo
P,z P,. )

Budeme povaZovat za znime zékladné pojmy a vety z tedrie ¢iastoéne uspo-

-riadanych mnoZin (pozri [2]). Nech P je pevne zvoleny line4rny priestor, nech P

je mnoZina vietkych linedrnych priestorov P;, pre ktoré plati (P) = (P)-
Tahko sa zisti, Ze reldcia =, definovana 2.1, urtuje tiastodné usporiadanie
mnoziny P; viade dalej uvazujeme mnoZzinu Ps tymto iastotnym usporiada-
nim.

9.2 Nech B, je neprdzdna podmnoina mnoZiny p. V Ciastolne usporiadanom
systéme P existuje prook Py = inf P._.

Dokaz. Polozme z, - z (1) vtedy a len vtedy, ked pre kaZdé P, € B, platt
x, %> z. Tahko sa preveri, e konvergencia, definovana vyrazom (1), mé viast-
nosti, Ziadané definiciou 1.4; nech P, je pristusny linearny priestor. Zrejme je
P, < P,prekazdé P, € R,. Ak P < P, pre vietky P, € B,, potom z podmienky
z, — % vlinedrnom priestore P vyplyva z, _iy x v kaidom P, € B, teda z, - T,
P £ P,. ,

Désledok. Mnoina B md najmenst prvok; oznadime ho znakom P,,. Zrejme
P, zdvisi len od modulu (P).

Naskytuje sa otézka, &isa d4 konstruktivnym sposobom definovat konver-
gencia v P,. Ak prislusny modul mé konetny potet dimenzii, je rieSenie jed-
noduché:

9.3. Nech B = {b,, ..., b} je bdza modulu (P). Nech

k k
z, = M Kighey, &= M ob,.
i=1 =1

Polome z, = x (1) viedy a len viedy, ked o, — % (i=1,...,k). Konvergencia
(1) md vlastnosti Siadané v 1.4 a prisludnyg linedrny priestor je rovny P,..

Dékaz je zrejmy.

2.4. Nech (P)=M md nekoneény pobet dimenzit. Polosme %, 2> (1) vtedy
a len vtedy, ked existuje Siastoényy modul M modulu M tak, %e plati 1) M, md
Loneény podet dimenzii, 2) % € M, z, €M, ,n=12 ..., 3) ak P, je mnoina
véetkgjch linedrnyoh priestorov P,, (P) = M aP;je najmendi prook mnoZiny B,
potom x, —> L ¥ linedrnom priestore Pg. Potom Lonvergencia (1) vyhovuje pod-
mienkam definicie 1.4 a prislusnyg linedrny priestor je rovny P,.

Postup doékazu je zrejmy.

2.5. Nech B, je refazec.v . Potom v Eiastobne usporiadanom systéme R existuje
prvok P; = sup P, .

Dokaz. Poloime z, >z (1) vtedy a len vtedy, ked existuje P, € B, taky,ze

plati z, > x. Lahko sa preveri, Ze konvergencia, definovana vztahom (1), vy-
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hovuje podmienkam definicie 1.4; prisluiny linedrny priestor oznatme P,.
T.ahko sa zisti, ze plati P, = sup B-

2.6. (Yiastoéne usporiadany systém B obsahuje maximdiny prook.

Dokaz plyniez 2.5az Zornovej vety (pouzivame teda axiému vyberu). Pritom
maximalny prvok nemusi byt najvacsim prvkom v P (pozri [21).

Naskytuje sa otdzka (analogickd k otdzke vyslovenej pred 2.3), ako defi-
novat maximalny linedrny priestor ,,vnttornym‘ sposobom (. j. v terminoch
konvergencie v tomto Jinearnom priestore, bez toho, aby sme museli uvazovat
vietky linedrne priestory systému §).

9.7. Nutnd a postatujica podmienka, aby linedrny priestor P bol maximdiny,
je: v linedrnom priestore P neexistuje postupnost s nasledujicou vlastnostou:
(C)1) postupnost {x,} je v linedrnom priestore P divergentnd;

2) kaZdd linedrna Lombindcia koneiného pottu Gastolnych postupnosti postup-
nosti {x,} je v linedrnom priestore P alebo divergenind alebo nulovd.

Dokaz. a) Nech linedrny priestor P nie je maximalny, t. j. existuje linedrny-
priestor P, € B, P < P,. Podla poznamky za 1.4 existuje postupnost {z, }
ktora je nulovd v Py a divergentné v P. Ak {y,} je linedrna kombindcia ¢iastod-
nych postupnosti postupnosti {z,} & ak v P plati y, > ¥, musi platit zarovei
Yo > Y, Yo—>0, teda y = 0. Vyslovens podmienka je postadujuca pre maxi-
malnost linearneho priestoru P. ,

b) Nech v linedrnom priestore P existuje postupnost {z.}, ktora mé viastnost
(C). Poloime y,—»Y (1) vtedy a len vtedy, ked {y.} = A -+ B (2), pri¢om
postupnost A konverguje v linedrnom priestore P k prvku y a B je linedrna
kombinacia diastoénych postupnosti postupnosti {z.}. Modul (P) s konvergen-
ciou (1) oznadme P;. Konvergenciu v P oznadme znakom —>. Konvergencia (1)
m3 zrejme vlastnosti 1—4 2 definicie 1.4. Zostiva dokdzat jednoznaénost.

Najprv dokdzeme: Ak z, — 0, 2, > 2(3), potom z = 0. Zo vztahu (3) totiZ
vyplyva .

2, =72 + T,

kde {x,} je linedrna kombinécia &iastodnych postupnosti postupnosti {z.}
a 2z — z. Potom by platilo..

£ 1
Th =2, — B > %

Podla predpokladu o postupnosti {z.} musi byt 2 = o.

Predpokladajme dalej, Ze okrem rovnice (2) plati zéroved {y.} = A, + B,
nech postupnost 4, konverguje v P k prvku y., nech postupnost B, je linear-
nou kombindciou iastodnych postupnosti postupnosti {,}. Potom postupnost

Q»ITwvi&:rm_vuglmprralw;

m4 vietky ¢leny rovné o, teda je nulova v P, a zirovei v konvergencii (1) kon-
verguje k prvku y — ¥, Musi teda byt y = ¥.. Konvergencia (1) spifiuje teda
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véetky viastnosti ziadané definicou 1.4. a P, je linearny priestor. Zrejme P =P, .
Kedze x, > 0, plati P < P,, teda priestor P je nie maximalny.

2.8, Nech P €%, nech B(P) je mnoZina vdetkych P, € P, pre ktoré plati
P, < P. Mno#ina B(P) je uplny sviz.

Dokaz. Nech B, ¢ B(P), nech R, je neprazdna mno#ina. Podla 2.2 existuje
v tiastotne usporiadanom systéme P(P) prvok inf B,. Nech R, je mnoZina
vietkych P, € B(P), pre ktoré P, € B, = P, < P;. Mnozina B, je neprdzdna,
kedse P € B,. Existuje teda v B(P) prvok P, = inf B,. Zo zakladnych vlast-
nosti iastodne usporiadanych systémov vyplyva, ze P, = sup B

Konstrukeiu linedrneho priestoru P, = sup P, mdzeme vykonat nasledovne
(oznadenia si rovnaké ako v predoslom):

9.9 V linedrnom priestore P, = sup B, plati z, >0 vtedy a len vtedy, ked
existujii linedrne priestory P, ..., P také, e sa postupnost {x,} dd

k

vyjadrit v tvare {z.} = Mkf (1), kde postupnost A, je nulovd v priestore P,
i=1

(G=1,..., k). (Pre rézne postupnosti {2.} méu byt prislusné tisla k rézne.)

Dokaz.

a) Nech je splnend podmienka (1). Potom zrejme z, > 0.

b) Polozme y, 5 ¥ vtedy a len vtedy, ked postupnost {2} = {¥. — Yy} sa
d4 vyjadrit v tvare (1). Podmienky 1—4 z definicie 1.4 st zrejme splnené. Jed-
noznadnost zistime takto: Nech ¥, Aoy Y. >y Postupnosti {y. — ¥}, {y. —
— y'} sa daji vyjadrit v tvare (1). Kedie P;€ PP =P, v linedrnom
priestore P, plati ¥, — Y =0, Yn — y' —>o, teda y = y'. Linedrny priestor,
prisluiny ku konvergencii ¥, - ¥ oznaéme P;. Zrejme je Py < P,, Py =Ly
P.€ R, teda Py =P,.

V inej formuldcii modZeme tvrdenie 2.9 vyslovif takto (s pridanim analo-
gického tvrdenia pre prenik):

92.10 Oznaéme znakom O(P) mnoZinu véetkijch nulovijch postupnosti linedrneho
priestoru P, nech B, je neprdzdna podmnoZing Eiastobne usporiadaného systému PB.

a) O(inf ;) = 0 0 (P) (P.€ By),
'b) ak mnozina B, je shora ohranitend v systéme B (. ]. existuje P € P tak,
4P, € P, = P, = P), potom O(sup R,) je mnoZina véetkyjch postupnosts, Ltoré sa

daji vyjadrit v SE.@M A, kde A, je nulovd postupnost v niektorom linedrnom
i=1
priestore P;, P, € B,.
. Dékaz vyplyva z 2.8 & 2.9.
Vlastnost (C), zavedend v 2.7, d4 sa zovieobecnit takto: (C.) Mnotzina postup-
nosti A = {4} ma v linedrnom priestore P vlastnost (C,), ked plati:

1) kazda postupnost A, je divergentna v P,



2) kazdéa linedrna kombincia ¢iastoényeh postupnosti postupnosti z mno-
#iny U je alebo divergentna, alebo nulovd v P.

92.11 Nech neprdzdna mnoZina postupnosti Y md v linedrnom priestore P vlast-
nost (C). Potom ewistuje jediny linedrny priestor P, > P, pre kiory platt: O(P,)
je mnoZing vdetkych postuprosti, ktoré sa daji vyjadrit v tvare A+ B, kde
A €0(P) a B je linedrna kombindcia &astoénijch postupnosti postupnosti z mno-
Ziny .

Dékaz existencie linedrneho priestoru Py 8 uvedenou vlastnostou sa vykond
rovnakou konstrukeiou ako v dokaze 2.7, b). J ednoznaénost je zrejmé. Linedrny
priestor P; budeme oznadovat tieZz znakom P(Y).

912 Nech P, > P, nech U = O(P,) — O(P). MnoZina A md viastnost C,
v linedrnom priestore P a plati P(U) = P,.

Prvé tvrdenie plynie priamo z podmienky P < P;. Dékaz druhého tvrdenia
vyplyva jednoduchym postupom z predoslych viet.

92.12.1. Nech 9, je mno#ina postupnosti z modulu M. Nuind a postalujica
podmienka, aby existoval linedrny priestor P, pre ktory plati (P) = M,0(P) =
= U, je:

1) «, - 0=> {x, 2} €%, 2) A€, = xA €U,

3) A, B, €%y = A+ BeU, 4) A€, => A" €Y,

5z, =x+on=12 )= e e Yoo

9.13. Nech modul (P) md nekonelng polet dimenzii, nech B = {Z}n-1 je
algebraickd bdza modulu (P), nech P, je minimdiny prook v B. Postupnost {x.}
md vlastnost (C) v linedrnom priestore P,.

Dokaz. a) Nech postupnost 4 = {a.} je linedrnou kombinaciou diastodnych
k

postupnosti postupnosti {z,}. Potom sa a, da vyjadrit v tvare a, HMB&;?: ,

i=1
kde {r(n, i)} je (pri pevnom i, ¢ =1, ..., k) rastica postupnost prirodzenych
sel. Teda k Tubovolnému prirodzenému &islu N, existuje také prirodzené

tislo N,, Ze pre n > N, ,Epﬂ rn, 1) > Ny (1 =1, i g B0)
b) Nech postupnost A = {a,} je konvergentné v P,. Potom existuje pri-

N
rodzené &islo N tak, 7e plati a, = Mm..a... Pritom &slo N nezévisi od n a %, s
i=1

prvky bazy B (pozri 2.4).

¢) Nech postupnost 4 = {a,} je konvergentna v P, a zirovei linedrnou
kombindciou &iastoénych postupnosti postupnosti {z,}. Nech N mé vyznam
ako v b). Zvolme si &islo N, > N a najdime prislusné N, podla a). Pren > N,
musi platit podla a) a b) a, =0, teda a, % 0. Tym je tvrdenie dokézané.
Linedrny priestor, zostrojeny z linedrneho priestoru P, pomocou postup-
nosti {,} rovnakou konstrukeciou ako v 2.7 b, oznatme P, .

9.13.1. Kondtrukeia z predoslého odseku sa da pouzit doslovne len vtedy,
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ked modul (P) mé spotitatelnt bazu. Pre moduly nespliiujice tento pred-

poklad mozeme predogly postup zovieobecnit takto:

Nech modul (P) md nekonelny pobet dimenzit, nech B je jeho bdza, nech
A, = {x,} je prosid postupnost, ktorej Eleny pairia do B. Postupnost A, md
v linedrnom priestore P, vlastnost ().

Dokaz: Nech 4, je mnoZina vietkych prekov bazy B, ktoré nie st ¢lenmi
postupnosti 4,. Ak mno#ina 4, je prézdna, je dokaz vykonany v 2.13. Pred-
pokladajme, Ze mnoZina A, je neprazdna. Nech @, (Q,) je mnoZina vietkych
prvkov modulu (P), ktoré sa daji vyjadrit ako linedrne kombinacie niektorych
¢lenov postupnosti 4, (prvkov mnoziny 4,). Zrejme @, @, st moduly a kaidy
prvok z € P sa dé jednoznaéne vyjadrit v tvarez, + 25,2, €Q.,2 € Q,. Utvorme
linedrny priestor (). 2 linedrny priestor (Q.); konstrukeiou ako v 2.13 (po-
mocou postupnosti 4 ). Polozme z, ~» 2 (1) vtedy a len vtedy, ked

z, = 2. + 28, b, 252 =2+ 2

Tahko sa zisti, e podmienky 1—5 z definicie 1.4 s splnené [a Ze prisluSny
line4rny priestor je izomorfny s linedrnym priestorom Q) X (Q2)al. Z toho
vyplyva, Ze postupnost A, mé v linedrnom priestore P, vlastnost (C).

9.14. Nech modul (P) md nekonetny pocet dimenzii. Potom pocet maximdl-
nych prokov Eiastoéne 5%03.&@%@@ systému P je vacst alebo rovny ako ¢.

Doékaz:

a) Predpokladajme, Ze modul (P) ma spotitatelnd bézu {z,}. Zvolme
si Tubovolné &islo « &= 0 a poloZme x, = oz, T.=2, pren=2,3, ...;
potom {z]} je zrejme ties baza modulu (P). Uvazujme postupnost {y.}, zo-
strojent z postupnosti {z} konstrukeiou podla 1.3.1. Podla 2.13 postupnost
{y,} méa vlastnost (C) v linedrnom priestore P, . Utvorme linedrny priestor
P,> P,, v ktorom y, — 0. Kedie pre n = 2 y, = %, — ~ = x, — &z, plat
v linedrnom priestore P, z, — &Z,.

b) Ak baza modulu (P) je nekonedna a nie je spoéitatelnd, pouiijeme k do-
kazu analogicky postup opierajici sa o tvrdenie 2.13.1. )

2.15. Swiz B(P) je moduldrny.

Dokaz. Predpokladajme, Ze by navzajom rozne prvky P, € BP)E=1,...,5)
boli tiastodne usporiadané tak, Ze

wmbwpﬂwuawbﬂwr?C?HPCFHFV P, < Ps.

Oznaéme znakom A, postupnost, ktora je aulové v P, (4 =1, ...,5). Podla
9.9 kazda postupnost A; sa da vyjadrit v tvare 4; = A, + A, (1) a zé-
roveir v tvare A; = A, + Ai (2). (A opacne, ka#d4 postupnost, ktord sa da
vyjadrit v tvare A; + A, alebo v tvare 4, + 4,, je nulovd v Ps) Z toho
plynie 4, = 4, + (4% — 4,) (3). Nech %, je mnogina vietkych postupnosti
AT = A, — A,, kde A, 4, vyhovujt rovniciam 1,2 pre vhodné 4,, 4,, 4s.
Ak kazda postupnost Aj patri do O (P.), potom podla rovnice (3) Py = Py,
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¢o je spor s predpokladom. Predpokladajme, Ze nie vietky postupnosti A}
patria do O (P;). Lahko sa zisti, e mnoZina A, m4 vlastnosti ziadané v 2.12.1;
oznasme Py = P (). Zrejme jepotom P, < Py = P,.Z rovnice 45 — A4, = Al
vyplyva [kedZze Tavé strana patri do O (Ps)] P, < Py, teda Py n P, =P, > P,
%o je spor s predpokladom.

9.16. Na prikladoch sa da dokdzat, %e sviz R (P) je nie distributivny.

3.

V tointo odseku vySetrime niektoré ,,patologické* vlastnosti konvergencie
definovanej v 1.4, t. §. také vlastnosti, ktoré sa nevyskytuji pri konvergencii
v E,. Uvaiujme 0 platnosti nasledujicich vyrokov o konvergencii v linedrnom
priestore P: .

8) x, > & T, >% = X, X, —> KX,

7) x & 0, KL > &KL= Ky - X.

8) Ak z, > %, Yo > T 2 ak kazdy &len postupnosti {z.} je ¢lenom postup-
nosti {~. alebo {y.}, potom z, = &.

3.1. Nech P, md rovnaky vgznam ako v 2.13. Nech {«.} je prostd nulovd po-
stupnost. Postupnost {0} Je divergentnd v P;.

D 6kaz. Nepriamo. Predpokladajme, Ze by sa tato postupnost dala vyjadrit
v tvare

Amx:&:,v = k%c .\T nﬁv

kde 4, je konvergentnd postupnost v P, a A jelinedrna kombinécia tiastotnych
postupnosti postupnosti {x,}- Myslime si ¢leny Tavej i pravej strany vyjadrené
pomocou bézy B. Podla 2.4 existujo také prirodzené &islo N, ie vietky ¢leny
postupnosti 4, st linedrne kombinacie prvkov;, ..., %y MnoZina koeficientov
prvkov @y, - - - DA pravej strane rovnice je konedna; mno#ina tychto koeficien-
tov prvkov na lavej strane je nekoneéna, ¢im sme dospeli k sporu a tvrdenie
je dokézané. .

3.2. Predosly priklad ukazuje, Ze podmienka 6 vo vieobecnosti pre linedrne
priestory neplati. Tiahko sa zisti, Ze podmienka 6 plati pre normované linedrne
priestory. V praci [3] je dokézané, re podmienka 6 plati aj pre vieobecnejsiu
triedu linearnych priestorov, oznadovani v citovane] praci ako priestory B,.

3.3 Nech =z je redlne Cislo, £ > 1, nech N je konelnd mnoZina redlnych ¢isel,
0¢ N, nech k je prirodzené Cislo. Nech {a,} je postupnost, ktorej ka#dy clen sa
dé vyjadrit v tvare

a, = %o T, (D

prifom sumaéné 2namienko sa vetahuje na © =1, .- -, k a plati:
) aneN@E=1....kn=12 cwilbs

“ oy
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2) {r (n, )} w_y je rastica postupnost prirodzentjch isel (i =1, ..., k). Potom
postupnost {a,} je alebo divergentnd, alebo nulovd.

Dokaz. Pre kb =1 je gpravnost tvrdenia zrejmé. Predpokladajme, Ze nase
tvrdenie je dokdzané pre 1,...,k—1 Predpokladajme, Ze postupnost {a.}
je konvergentnd. Skupiny glenov za sumadénym znamienkom v rovnici (1),
ktoré sa navzajom rusia, vynechajme.

a) Ak po vynechani dostavame nekone&ne mnoho indexov n, pre ktoré je
za sumadnym znamienkom menej ako k tlenov, Tahko sa zisti, Ze podla in-
dukéného predpokladu musi byt a, - 0.

b) 'V opa¢nom pripade sa da z postupnosti (1) vybrat tiastoénd postupnost
tak %e sa nijaké skupiny &lenov za sumadnymi znamienkami nerusia. Dalej
vygetrujeme tuto ¢iastodnt postupnost. Oznadme

' =minr(n, 1) (@ =1, ... k), qAFSlS\HSAF&. (2)

Potom
a7 = (S o 2 + ) >0, (3)

n

kde sumdcia sa vztahuje na &leny, pre ktoré m (n, i) > 0a x, je stdet tych koe-
ficientov o, pre ktoré m (n, i) = 0. Nech k, je najmensie celé nezéporné &islo,
pre ktoré plati: z postupnésti (3) sa d4 vybrat Giastoénd postupnost, v ktorej
kazdé sumadné znamienko zahriiuje presne k; nenulovych séitancov. V dalsom
uvazujeme o takymto sposobom vybranej iastodnej postupnosti a ponechd-
vame pre iiu oznadenie (3). Z tejto postupnosti vyberdame dalsie giastoéné
postupnosti nasledovne:

1) Akje postupnost m (, 1) ohranidend (neohranigend), vyberieme z postup-
nosti (3) ¢iastodnia postupnost tak, aby prislusné diastodna postupnost postup-
nosti m (n, 1) bola staciondrna (rastica), 2) v ziskanej postupnosti vykondme
to isté pre m (n,2), - -, k,) v ziskane] postupnosti vykondme to isté pre
m (n, k,). Dostdvame postupnost tvaru

3 o0 g0 4 B, —> 0 (4)

v ktorej sumadéné znamienko zahriiuje k, ¢lenov, osk<ks=k—1la plati
ake=1,..., k,, potom m (n, i) > o0, 2) mmno¥ina vetkych disel B. e
konedéns a neobsahuje nulu (ak B, = 0, niektoré gleny za sumadénym gnamien-
kom v povodnej postupnosti by sa rusili, ¢o je spor s predpokladom). Z postup-
nosti (4) vyberme iastodn postupnost tak, aby prisluénd diastobna postup-
nost {8.} bola stacionarna: g, = f. Podla predoglého je f = 0. Ak k, =0,
dostavame B, = p =+ 0, f. = 0, %o je nie mozné. Ak k, > 0, vyplyva zo (4)

VU Dnm.i .\GSQ:S . % HT Ou

pridom sumadné snamienko na lavej strane zahriiuje k, &lenov, ky < k a pri-
slugna postupnost vyhovuje predpokladom dokazovanej vety. Podla induké-
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ného predpokladu musi byt g = 0, &im sme d
3 0 = :
nemdze nastat. Tym je dokaz vykonany. speli ku sporu. Pripad b) teda
Oznadme znakom P mnoZinu vietkych li
; 1edr i 4
EM{S (P) = Ey; konvergenciu v P, oznatme o :MMM E.MMME.MN\ Ww_w pre kiges
ciu v E, NH.HQWOE z, > x; prisludny linedrny _hw.waweowm & W% Mv Mswo.n gen-
konvergenciou oznaéme P,. Zrejme plati: akouto (obydajnon)
3.4. Linedrny priestor P, je minimdiny v RB.
3.5. Linedrny priestor Py je nie magimdlny o R
wug.wm_s. Nech z € P,, = > 1. Postupnost {z*} ::».4% dTa 3.3 vl .
Tym je podla 2.6 tvrdenie dokazané. , s podTa 3.3 vlastnost O
Nech P, je prisludny linedrny priestor, v k ,
" H &Oicg n i = 2
(dokaz, tast b) z linedrneho priestoru Py oncoo:a MmVeo‘ NOmWSaW% podla2.g
3.6. Vlastnost 7 vo vdeobecnosts pre linedrne iﬁ.aws ﬁvsowmaw \Aa v.. .
story, ktorych modul md konelny polet dimenzit) y meplati (ant pre prie-
Dékaz. Uvazujme priestor Py definovany o
plath viak 7* - 0. Yy v 35. Plati 2.1 0.1, ne-
3.7. Viastnost 7 vypljva 2 vlastnosti 6.
Dékaz. Nech linedrny priestor P (s kon
° ver ; p
nemé vlastnost 7. Existuje teda postupnost {x vmmseosmw CIUREGVATON B °F w&
x> KT 8 neplati &, — . Qznadéme B, = « o wawogw mum.“ 2= e&w%m e
. ’ " . a - i
m.\. —-0. Z @oﬁﬁ,ubo.m.a {8} sa da vybrat aleho diastoéns ¥ e? a M@@ m.&_
B.—c=+0, alebo Giastodna postupnost {f7} [fE | <500 <%Ow upnos \va
Ews B.x Iv\‘a& =+ o0, %o je spor 8 waoawoip;c:_,.. v mwronwQME % E@%M
Qw;.vl 0, fux —>0,3le postupnost (£.)7" fix = y je ni lové M %J.@ w an
priestor P nespliiuje vlastnost 6. jeile mm oy, Ees SueRy
Tahko sa dokéZe spravnost tvrdenia:
3.8, Minimdlny linedrny priestor P md vla,
m Stn : s o
priestor nemd vlastnost 7). 08(6) a 7). Magimdlny linedrny
3.9. Zmov P, mé rovnaky vyznam ako v 2.13 Posty £
Ty, - - (1) I divergentnd v P;. A X Rl
Dokaz. Predpokladajme, Ze postupnost (1) j
E , e . ;
jej vieobecny &len znakom y,. Potom plati fo konvergentnd v Py. Oznatme

w\: = uG.ﬂ, I_l uﬁw
’ (2)

kde {z}} je konvergentné postu nost v P, a {22 o lined a e s
z%mw postupnosti postupnosti M&L. g%w:SM M._W H_V““\mewwm u\womau_o_:moum 9.@ stol-
vyjadrenil pemocou bazy B = {x,}. Existuje prirodzend mﬁw § %@Mﬁmﬂéﬂmm )
gleny postupnosti {z.} st linedrne kombindcie 32705@ 10 S ks, 7 <mo.a ky
reni prvku z; pomocou prvkov bazy B <%mec?:._.\~ o 4@%5 cees Tay Vo 5&.@@-
G tislo n > N, . n &leny x,, i = n. Zvolme
V rovnici
You = Tiu + X4,

66

je Tava strana rovné x,, pravd strana je linedrnou kombinaciou prvkov
Zyy oes Ty (N < n) a niektorych prvkov i, i = 2n, &m sme dospeli ku

sporu.
Dosledok. Vlastnost 8 vo vieobecnosti pre linearne priestory neplati.
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Iycts E; — KOJILIO BCeX BelleCTBeHHBIX THCRT, mycts M — MOAyTb (nuHeHHAR cucreMa)
Hag koabuoM Ei. Jluuefinoe TPOCTPAHCTBO ME! ofnpene MM KaK B KHHTE [11. Ecan P — nuHe-
HOe MpOCTPAHCTBO, COOTBETCTBYIOLLYO NUHeHHYI0 CHCTEMY (s KOTOpOH HE paccMaTpHBaeTCA
CXOIMMOCTD) MBI 0003HATHM yepes (P). TMyctb B — MEONECTBO peex JiHHeHHBIX TPOCTPAHCTB
P., nisi KOTOPhiX HMEET MecTo (P) =M Ecau Py, Pz e B u ecny Ka¥pas [ociei0BaTEb"
HOCTh {Za}, KOTOpAS B JMEEHHOM NPOCTPAHCTBE P, cxomuTest K BIEMEHTY X, B suHeliHOM NPO-
crpascrse Py TOXE CXOMTCH K D/eMEHTy &, Mbl mauieM Py £ P DTuM Mol onpenenund 4a-
CTHYHOe ynopsaoueHne muoxecrsa F. B paboTe JOKa3LBAOTCA HeKoTopsie CBOHCTBA YacTHYHO
YNOPsLOYEHHOr0 muoxectsa P; fgajee paCCMATPHBAIOTCH HeKOTOphIe maToJoruyueckue” cpo#i-
cTBa CXOJMMOCTH B JAMHeHHBX MPOCTPAHCTBAX. Hexotopsie pesynbTaThll

MuoxectBo B COMepHHUT HauMeHbIHA 3JeMenT P, u (X01b OXHH) MakcHMaJbHBA 3Je-
MeHT Pn. Jano ¥ Gonee KOHCTPYKTMBHOE onpejesieHne JUHEHHHX NPOCTPAHCTB Pys Pum.
Fean MOAyJs M nMmeer GecKOHeuHYI0 Da3MepHOCTb, TOTAA MHOXKECTBO BCEX MaKCHMAaJbHBIX
snementos Pn B B nmeeT MOLHOCTE GOMIbIIIyI0 WM paBHYIo ¢ (¢ — MOWHOCTh KOHTHHY-
yma). Ecnn P € B, mpl 0003HAUHM yepes P (P) MuOKECTBO pcex P. e R, nns KOTOpHIX
P, < P. Torna ¢ (P) mmasercs JeeKHH0BOM cTpykTypoil. Iyctb x, Zn € M, «, @n € Ei
Ha npumepax JAOKaspBaeTcs: Ecai oy —> & Tn—> %, MOXET CayuHTHCH, UTO nocjie0BaTeNb"
HOCTD {Xa%n} PACXORATCS. Ecnu X He SIBJSIETCA HYJCBHIM SAeMEHTOM B M H eClH X% —> &%
MOXKET CAYUHTBCS, UTO He HMeeT MECTO Xu—>&. ECHH X1, T2, F3- .- ™ CXOESHIAsACS TOCAEN0-
BATEJILEOCTh, MOAET CAYUHTBCH, 4TO TOCNEROBATENBHOCTD L1, T1, T2, T2, I3, %a... PACXORHTCA.
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