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O OKRAJOVEJ ULOHE ODPOROVE]J
GEOELEKTRIKY PRE PRETIAHNUTY
ROTACNY ELIPSOID

T. KOLBENHEYER
Katedra banickeho merastva a geofyziky Vysokej 8koly technickej v KosSiciach

Okrajovi tlohu o homogénnom pretiahnutom rotadnom elipsoide v homo-
génne vodivom neohranitenom priestore pri syteni bodovym zdrojom vy-
riefili K. L. Cook a R. G. v. Nostrand [1]. Riefenie tejto ulohy mé z hladiska
aplikovanej geoelektriky svoj vyznam v tom, %e umoziiuje napr. vypracovat
vhodnejsi teoreticky model synklinaly, ne¥ je model s nekonednym hruhovym
polvalcom [2, str. 100—102]; vypoditat vplyv pretiahnutého telesa na umelé
geoelektrické pradové pole a pod. :

V citovanej praci [1] autori uvddzaji vzorce pre potenciil pridového pola
bez odvodenia a nezaoberaji sa otdzkou konvergencie nekoneénych radov,
vyjadrujiicich tento potencial. V tejto tudii odvodime najskor zakladné vztahy

Pre homogénny pretiahnuty rotaény elipsoid a dokdzeme konvergenciu pri-

sludnych radov.
1. Niektoré pomocné vzorce a vety

Okrajovi ilohu pre pretiahnuty rotadny elipsoid budeme riesit v sféroidéIne;
stradnicovej stistave. Budeme pritom pouzivat symboliku zavedend v [3, str.
138—174] aj tam uvedené definicie Legendrovych funkeii oboch druhov.
Rovnica uvazovaného elipsoidu v pomocnej kartézskej sdradnicovej sistave

: 2 2 :
nech je WITNWH 1, (1)
kde 2 je vzdialenost Tubovolného bodu na ploche elipsoidu od jeho rovnikovej
roviny, r vzdialenost toho%e bodu od rotacénej osi elipsoidu. Pre 'ubovolny bod
mozno zaviest sféroidélne siradnice £ a #, stivisiace s jeho kartézskymi siradni-
cami podla vzfahov

2=eby, r=ef(1= B _ 1), @)

pridom tretou sféroidalnou siradnicou je azimut ¢ merany od niektorej pevne
zvolenej poludnikovej roviny. V rovniciach (2) je

e=Jar—b, —1<E<1, =1 (3)
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Stradnice & a 5 daji sa vyjadrit pomocou z a r vztahmi

&= 4 l_H_.WTN T2 e — Y e [ 222 — Amwumxﬁwv
pee

(4)

~ ‘,ff »
d“+ lWT& + 2% L2 4 Fr2 4 e & 222 — %mwuwgm.
ey
Plochy % = konst: s6 pretiahnuté, rotadné elipsoidy konfokalne s elipsoi-
dom (1), 50&%&@ budeme nazyvat zdkladnajm elipsoidom & rovnica ktorého
v sféroiddlnej sistave je
H o L

Va2 —pz

d”

ol

Plochy & = kongt. tvoria polovice dvojdielnych rota¢nych - hyperboloidov
taktiez konfoka nych s elipsoidom (1).

Stvorec elementu-dlzky sa d4 v sféroidélne;j stradnicovej ststave vyjadrit
kvadratick§m tvarom

ds? — hrder 4 p dn? 4 B2 dg? 4 2, (5a)

v ktorom |
: 2 __ f2 R = R .
FHLﬁwwugummﬂJ;sn§u$:|$ar:a3

V désledku toho Laplaceova diferencidlna rovnica, pre I'ubovolné harmonickd
funkeiu V m4 v tejto stiradnicovej ststave tvar -

”—g ey

T— 8T ap=" ©

Il V], o[, . oV
o= o] 2],

[4, str. 3407 a d4 sa riesit Fourierovou metédou pomocou Legendrovych funkeif

prvého a druhého druhu. V'skutoénosti, ak kladieme ako obvykle

<@§3nwasﬁﬁmﬁ§np§z;w ()

petom z rovnice (6) Vyplyva najsampry -

H.‘ g : . o ' mre
a1 — )Xy — ™
X I( X&) — 8
1 d me
= v (L — )Y (), — — = k =konst.
_.Ssﬁw ) p1§~ ~Tonit |
A ak dalej kladieme % = — n(n + 1), pri¢om volime n == 0, 1,2,3, ..., vidime,

Ze X, a Y, 'sa daji vyjadrit pomocou pridruzenych Hmmmﬁ%oﬁ,ﬁr funkeif
prvého a druhého druhu [3, str, 1537: o T
- X(&) = ArPE) + BrQue),

Y(n) = CxPi(n) + DrQx(n), 3 (Ta)

kde A B C" a Drsu Wozwnm:ﬁ%.
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Funkecie @(u). odvodzujeme z funkeii Qu(u) takym . istym spdsobom ako
funkeie Pr(u) = Legendrovych polynémov P, (u), t. j-

W) 1 e Q)
n . S N ) n
@: Agv - _ H U % Q&,&:— M

Z toho vyplyva, e vietKy tieto funkeie sg Bm%&?m%i u = 4 1anadobidaji

pri tychto hodnotach svojho argumentu nekonedne velki hodnotu, lebo sama,
funkcia @, (u) m4é tvar

: i ),

Quw) = 5 P,uyin | L+

1 —u

+ R, (u)

[3, str. 150—151], v ktorom R, (u) je polyném stuptia n—1. Preto vo vietkych
pripadoch, ked body rotaénej osi o stradniciach £ = L L% > 1 maji byt
reguldrnymi bodmi pola, kladieme pri riesent okrajovej lohy pre pretiahnuty
rotaény elipsoid B» — (. Stradnica % nadobida hodnotu 1 v kazdom bode
usecky spojujtcej obe ohnisks zdkladného elipsoidu, & vyplyva zo vztahov (2)
a (3). PretoZe tato dsedka ledi vo vnitri kazdého elipsoidu konfokalnej sustavy,
je zrejmé, Ze pri vsetkych funkeidch ¥ (¢, 7, ), ktoré sit harmonické vSade vo
vnitri niektorého 7 tychto elipsoidov, véitane oboch ohnisk, je aj Dr = 0.

Pri u — co varastd P(u), k nekonednu ako w", zatial go @.(u) konverguje
knule ako «—~1 3, str. 155]. Ak teda ‘poadujente, Zeby funkeia ¥ mala konednn
hodnotu i pri u — oo, musi byt aj Cr = o,

Funkeie V(£ 4, ®) definované vzfahmi (7) a (7a) nazyvame harmonickymi
funkciami pretiahnutého rotaéného elipsoidu (sféroidu). Z préve rozvedenej
dvahy mo#no ustdit, Ze funkeie harmonické viade vo vnitri niektorého elip-
soidu konfokdlnej ststavy mézeme napisat vo forme nekoneéného radu-

wuw, MQ@EE& 8m§e+w¥5§§..aﬁ.

: n=0-m=0. . -~ . i ' R
funkcie harmonické viade zvonka &.Ax.@mod@.zm‘ro elipsoidu a v nekonednu regu-
lgrne vo forme rady -

ﬁ\H M M Wﬁ&@w@!QﬁoomS€+bum55 ev“ (8b)

. n=0 m=0 .. . : g ng
pricom Ar, Br, Or g bu_,;mm.owm& ,Wozwam_bn%. Podrobnejiie sa rozobers, tato
otdzka v .[5, str. 396—403]. . ‘ : . .
- Pri riefeni okrajovej.tilohy pre pretiahnuty rotaény elipsoid treba potencial
neporuseného primérneho pola rozlo#it v rad podla sféroiddlnych rmﬁ.boiowu\ar
funkeii. Pri bodovom syteni je tento potenciil-

_ 1o ¢
o Ot s T (9)

kde 7 je intenzita, w%azoro wmmm:n g Specificky odpor prostredia, v ktorom sa
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nachddza zdroj. Rad pre harmonickd funkciu 1/R odvodeny je napr. v [5, str.
399]. Ak siradnice zdroja st &), %o, o, & stradnice bodu, v ktorom uvazujeme
primédrny potencial, &, %, ¢, plati pri nafom oznadovani

= M M (—1y" @n+ 1) (2~
n=0 m=0

— )| B b Bt ey P
" T myi]| £ W (£) @2(m0) Pri(n) cosm (¢ — gp,) (10a)
alebo
1 1
B D (et e
n=0 m=0 (10b)
] —m)t arES Do "
= o) | T ) Petes Pt @2t o8 m g
podla toho, ¢i je 5, > % alebo o < 7. V rovniciach (10a, b) je 9., Kroneckerov
symbol, t. j. 8, = 0 pri m = 1, 2,3, ..., zatial & & = 1.

2. Rieenie okrajovej tdlohy pri hodovom syteni

Majme zéikladny elipsoid o rovnici
7 = K = konit.,

vo vnitri ktorého nech je Specificky odpor viade 02, zatial do homogénne
prostredie vypliiujice celd vonkajsiu oblast » > E m3 Specificky odpor g,.

Zdroj, v ktorom sytime rovnosmernym priidom konitantnej intenzity I,
nech mé stradnice &, 7,, @,.

UvédZime najsamprv pripad, ked sa, zdroj nachidza mimo elipsoidu, t. j. 7, >
> E (vonkajsie sytenie). Pre potencidl primdrneho pola platia tu vztahy (9)
a (10a), pri¢om kladieme ¢ = o,. Skutoény potencisl vo vonkajSom priestore
oznatme V), vo vnutri elipsoidu V, a ptdme

Vi=Vot Wy, Vo= V,+ W, (11)
Funkeie W, a W, st pridatné (indukované) potencidly vo vonkajiej oblasti a vo
vnitri elipsoidu. Ka#d4 z nich je harmonicks vo svojej oblasti, & nems v nej
Ziadnu singularitu. Preto v stlade s poznatkami z kap. 1 a prihliadajic na
stimernost pola podTa roviny preloZenej osou rotécie elipsoidu a zdrojom piteme
@© n
Wi= > > AmPXEQ) cos mig — gy),
n=0 0 -

. (12)

I

> 2 BPIGP) cosmig — g,)
=0

n=0 m
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kde Ay a Br st predbeine neznime konstanty, ktoré urdime z okrajovych pod-
mienok platnych pre potenciily V, a Vs na ploche zékladného elipsoidu n = E.
Tieto podmienky si

:
o] 2,

Z prvej okrajovej podmienky dostdvame

2 2 AP QUE) cosm (g — g) = > > BLPIE) PE) cos mlp — gy
n=0 m=0 n=0 m=0
a pretoZe tento vzfah plati identicky pre v8etky v ivahu prichidzajice hod-

noty & a g, musi tiez platit

AT QNE) = BiPNE). (14a)
Ak v rovniciach (10a, b) polozime pre kratkost
" - (20 + 1) (2 — &) A:ls@v_ﬁ
B: - AIIHV e Q@ I_I §v_ ) AHMV

oznadime pomer oboch Zpecifickych odporov g,/e, = x, I, [4r = ¢,, druhu
okrajovii podmienku mo#no so zretelom na rovnice (10a), (11) a (12) napisat
v tvare g

> ) [—% 4307 (B) + BP(E)P:E) cos mip — gy) —
n=0

m=0

I

=2 > 4l — 1) APENPEQ P () cos mlp — go)
n=0 m=0

a tdto rovnica plati identicky pre vletky hodnoty £ a ¢ vintervaloch —1 < £ =<
=1, 0 = ¢ < 2r. Preto

—=41Q7(B) + BiPY(E) = qu(x — 1) A2P(E)Qr(n,) P (B). (14b)
Riefenim ststavyrovnic (14a) a (14b) dostdvame hodnoty koeficientoy A" a By

A o Gl = 1) A2PXE) Q(n) Py (B)PX(E)

PY(E)QXE) — «PYE)Q:(E) g
B . Dl —1) AVPHE) Qr(no) P (E)Qr(E)
T PYEQUE) — xPAEQI(E)

Rovnice (11) a (12) predstavuji spolu so vzorcami (16) rieSenie okrajovej tilohy
pri syteni bodovym zdrojom umiestnenym vo vonkaj$om priestore. Postup
rieSenia je ten isty aj pri syteni vo vnttri elipsoidu, lenze v tomto pripade
pouZijeme miesto vztahu (10a) rovnicu (10b). Potencial neporuseného pola je
teraz
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Z prvej okrajove;j podmienky dostédvame tak isto ako predtym
km.@m_;,v = Nw“.wvh.@:
zatial €o druhd podmienks vedie k rovnici

—xA1Q(E) 4 Brpx (B) = gy — DA (E)Pno)Qr (B)

t n

Koeficienty A g B maji pri syteni vo vndtri elipsoidu hodnoty

Ar — L= D) APHENP (n,)Qx( E)P(B)

n B I IVaTYE el s

Pr(B)QNE) — P E)Q; (£) -

B Lalx — :muwkmtw.ﬂ@cv@“_amvQHS (17)
PUE)QuE) — xPUE)Qr(B) -

.UoW@NmE.P ze m@owog% menovatel zlomkov na, Pravej strane rovnic (16)a (17),
t. J- QmwawEEmsn prislunych linedrnych stustav, je odlisny od nuly. Stéasne si
objasnime niektoré vlastnosti Legendrovych funkeis
o?ow..pm v niektorych dal$ich uvahach,

Pridruzené funkeie definujeme pre argumenty « > 1 zn4 i vat

> 0 ktoré sa budeme

G = - T

. 3 . | - 3 2 - §Vv
“6 ma v uvazovanom intervale n-m koretiov. Pri tej istej podmienke g > 1je

preto Pi(u) vidy kladné. 7, Prvej rovnice (18) dostdvame derivovanim

ﬁgnﬂlﬁ§+§1%?§ (19)

z ¢oho vidime, ze pri u> 1 je vidy aj Pr(u)= 0 (odmoeninu v menovateli

v drubom é&lene vpravo treba brat g kladnym znamienkom). Znamienko rov-
nosti plati len pri m — 2 — 0.

Pre funkeiu Q.(w) plati pri uvaZovanych hodnotich argumentu vzfah

[+ ]

Qu(u) = M,M (4 )l (n 4 251

sl(2n + 25 1)1 gr+2ery
§=0

[3, str. 1497 a v désledku druhej rovnice (18) je

@

" m v!. ”\sﬂ _
§=:0

Ak tito rovnicu derivujeme podTa U, po trocha zdlhavej, ale in

\ \ ad &mEmsﬁﬁs&.
uprave dostivame

w (n+5— C._‘QITS.TMQIC_?@?JT

ey § 2 ML
§==) IT M% IT Hv§x+§+§

(21)
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Vidime, ze Q™ (u) a Qm (u) je priu > 1 taktiey vidy odlidné od nuly a %e or (w)
mé také znamienko ako (—1)", @r'(u) také ako (—1)"*'. Pretoze pomer Speci-
fickych odporov » je prirodzene vidy kladny a pretoze v zmysle definicii uve-
denych v kap. 1 je vidy K > 1, vyplyva, %e oba éleny vyrazu

DE) = PX(B)Q(E) — *PUE)Q(E),

predstavujiceho spoloéného menovatela zlomkov na, pravej strane rovnic (16)
a (17), s odli¥né od nuly a maji rovnaké znamienko. Preto D}(Z) je nutne od-
lisné od nuly a m4, ako z predoslych dvah vyplyva, také znamienko ako (—1).

Jedini vynimku tvori pripad x = 0, p, = 0, t. J- pripad dokonale vodivého
elipsoidu), lebo PY (B) = P; (E) = 0, a teda v tomto pripade je D} (E) = o.
Rovnica (14b) je identicky splnend pre n — m — 0, koeficient, B} mézeme volit
Tubovolne, zatial &o pre koeficient 43 plati rovnica (14a). Okrajové tloha,
v pévodnom zneni nie je preto rieSitelna jednoznaéne a do ivahy prichadza
tu iba vonkajsie sytenie (vniitorné bodové sytenie m4 ten isty G&inok ako sy-
tenie celou dokonale vodivou elipsoidovou vlozkou). Potencisl vo vniitri elip-
soidu je pritom konstantny, o om sa lahko Presvedéime zo vzfahov (10a),
(11), (12) a (16).

Z diferenciélnej rovnice pridruZenej funkecie

A%|:$§HT§+:+%ﬁ¢@§l§@§v (22)

vyplyva so zretelom na odvodend znamienkové pravidla, #e hodnota funkeie

w" (u) ma priu >1 také znamienko ako @ (u), t. Jj- ako (—1)". Pretoze Qr
mé opadné znamienko ako @ a Qv je zrejms, se tak Q7 ako @7 st funkeie
v absolitnej hodnote monoténne klesajuce v intervale (1, o0).

Poukézali sme u na to, Ze P} je v intervale (1, o0) kladnd, monoténne
vzrastajica funkeia (pretoze P je v tomto intervale kladné). Dokizeme este,
Ze v tom istom intervale je aj P vidy kladné, a teda se aj P je stipajuca
funkeia,.

Vychddzajic z diferencialnej rovnice pridruZenych funkcif mézeme sa I'shko
presvedéit o spravnosti vzfahu

(w? — 1) (PrQ: — P:Qr) = 2u (PrQr — Proy),
z doho
2u(PYQr — PrQr) Prgr

ST T Y

Zo znamienkovych bravidiel, ktoré sme odvodili pre Py, Pr, Qr, Qr a ,
vyplyva, e Wronského determinant dvojice (P, @, vystupujici v &itateli
prvého zlomku, m4 to isté znamienko ako @, t. j. ako (—1)", a to isté zna-

mienko m4 aj &itatel druhého zlomku. Preto pri « > 1 musi byt Py" (u) kladné
a nemdze sa rovnat nule, lebho napr. prvy ¢len na pravej strane rovnice (22)
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a v désledku toho aj druhy é&len na pravej strane rovnice (23) je od nuly od-
lisny.
Dokézeme teraz, se rad pre reciproki hodnotu vzdialenosti dvoch bodov

I w
= M M hﬁuﬁmsKwﬁm.%ﬁi@iqov cos m(g — @),

n=0 m=0
kde 7, > % a &initel A7 je definovany vzorcom (15), mozno derivovat po dle-
noch podla premennej %, lebo rad

% @ = Ms., M AP CNPHE P ()@ () cos mip — g,) (24)

n=0 m=0

konverguje rovnomerne v kazdej oblasti vymedzenej dvoma elipsoidmi o para-
metroch 7, , 7,, vyhovujtcich podmienke 1 <H < 1y < 7. 0 tito vetu opierali
sme sa mléky pri pousiti druhej okrajovej podmienky, ked sme derivovali
reciprokd hodnotu vzdialenosti podla normily k zékladnémy elipsoidu. Aby
sme ju dokézali, odvodime najsamprv niekolko dalsich Pomocnych viet a vzor-
€OV pre pridruzené Legendrove funkcie oboch druhov.

Podra zngmej adiénej teorémy pre Legendrove polynémy [6, str, 74—76],
[3, str. 160—161] je

(n l\ss_

(n + m)!

P, (cos y) = M (2 —4;) Pt (cos 9y) P (cos #) cos m (g — @,), (25)
m=0 .

kde (8, ¢,) a (P, @) sti polérne stiradnice lubovolnych dvoch bodov leZiacich
na jednotkovej guli, a ¥ Je uhol, ktory zvieraju prievodide oboch tychto bodov,
t. J.

COS Yy == cos ¥ cos & | sin Yy sin & cos (¢ — @o)-

Ak v rovnici (25) poloZime 8, = 9, P = @ a teda cos v = 1, dostdvame vzfah

=‘ |~
M (2 = mvaM T NMW_ [P (cos 9)12 =1,
m=( :

ktory plati pre I'ubovolné 8. Pretoze vietky &leny sidtu na lavej strane si
kladné, plati Zrejme nerovnost

._
%wESm%:M ﬁ\ v IAMV.VJM@SW ik (26)

V rovnici (24) vystupuji premenné & a £, meniace sa v intervale (—1, I).
Vzhladom na vztah (15) a na nerovnost (26) je teda

2n IT/H mﬁ\m:s[v_ (27)

| A2P2(E)PrE) cos m (¢ — 9| = = Eml”

Vychéddzame dalej zo zndmeho vztahu

o — 1) (5 4 m)!
0P — P ) atn) = I by (28)

[3, str. 158]. Ak prihliadame na to, Ze @y konverguje k nule pri 7 — oo,

-lahko dokézeme, 7e je

Wmtm)F du
@) = (1 TP [ e 5 (29)
7

Pretoze Py (u) je v intervale (7, o0) monoténne vzrastajica funkeia, vyplyva,
dalej, Ze je
(n + m)! \A du I (a4m) 5+1 (30)

[@rm | S—m)iPrtn) | w = 1= 3P )y =1

 foda 1 (n 4 m)! + 1 PY(y)
_ n n m)! 7 -

Uvazujme teraz funkeiu

Pren) = T (g — 1) = P — 1),

Vsetky korene polynému Pl st redlne rozliéné a lefia v intervale (—1,1)
[6, str. 25—26]. Ak o, je Tubovolny z tychto korefiov, je korefiom aj — o
Preto mézeme pisat
m
Pin) = A(n® — 12 [n)(n? — a2) (2 — &) ... ( — ),
; 1
kde 4 je konstanta, &initel [7] = 7 prineparnom n — m, ked s = 5 (n—m—1),

1
a [7] = 1 pri parnom n — m, ked s = MAS — m).

Pretoze pri 7, > 9 je

vidime, Ze je

<{—=]. .
Pri(n,) o
Pokial ide o derivaciu funkcie P7(n), plati pre fiu rovnica (19). Ak roz-
vinieme polyném
__dP,(u)

Pu) = o e
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podla Taylorovho vzorea v bode 4 —=

kladné, mdme
n—m

1, v ktorom vSetky jeho derivicie sg

n—m
i) = M a(u — 1), Plu - M ra(u — 1)1 q > 0,
r=0 =0

z Goho pri 4 > 1

.Nuwi: n—m [m]

(W) < =" P

a teda

1 Py n — m P

L Pr) _n—m Py

Vo2 —1 Pi(n,)

11— 1 Pi(y,)"

Z rovnice (19) a nerovnosti (32) vyplyva takto

+

m.\:\VAA my slsvg n 3

P (n,)
Preto v désledku nerovnosti (31) je

P2 () @) | < -1

a v désledku nerovnosti (27)

[ A2P(E0) PE) Py () @

n

n

|, AP PP ) @i cos m (g — gy
m=0

1
< In o T 1

e(n — 1) §fws¢T+WT§+H;MV

=17 51

’Hn\wrl

Pin) <y =1y, e
2(n — 1) M” = " m = HMW_.S
(1) cos m (¢ — ¢) | <
() (), w0

<

n

Aviak ¢ d’Alembertovho kritéria, vyplyva, %e rad

! Int1

0" =1 e ()

n=0

konverguje, lebo v pripade, ktory prave uvaZujeme, je 1 < n < 1y. Z nerov -
nosti (34) teda, vidime, %e rad (24) je rovnomerne a absolitne WOcﬁwamosﬁ:%
v kazdej oblasti ohranidenej oboma, elipsoidovymi plochami = 7, 4 N = 1,,

priéom 1 < <y < 7g-

Pri syteni vo vnitornej oblasti vyjadrili sme reciproku hodnotu vzdialenosti

od zdroja vzorcom

H 0 n
B0 D APAE)PAS Pty 0t

n=0 m=0
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a pri pouziti druhej okrajovej podmienky derivovali sme tento rad podla pre-
mennej #, prifom sme zase mleky predpokladali, 3e rad

2 > AIPNE)PIE Pl Q2 (o) (35)

n=0 mw0
konverguje rovnomerne v urditej oblasti, vo vnitri ktorej lezi cela plocha
elipsoidu # = E > 5,. Dokiseme toraz spravnost tohto predpokladu. Zo
vztahu (28) Tahko odvodime rovnicu

el [(1)" wtm)t
Sg; o LIRS i

7 — 1 (n — m)!
a vzhladom na vzorec (29) je dalej

Pi(n) Qe (n) =

) Q) — (—yein @+ T PIG [ 1
Pitow) @7 () = (—yn 2 EZE B L

et n ; AWN@
= .w: ASV.Nv:Adv ;\, ﬁmv“w?&v“_w A\gw . MVVA~ °
7

Aviak Pru) je v intervale_ (7, c0) monoténne stupajica funkcia, pridom
P(n), P (y), Pi{n,) st kladng. Preto, ak prihliadame aj k nerovnosti (32)
a (30),

[P2(n0) Q' () | <

§+§:A;§v=~‘ 1 I P¥(y) ~=z+-.
n

(n — m)! =172 Py "y —1

Nerovnost (33) plati, ako sa Iahko presvedéime, aj v tom pripade, ak v nej
poloime 7, = #, a nadobtda v tomto pripade tvar

P (n) n
!NMQAMI]H. (36)
Preto
. meg vt A0 m)! g\ 1 no 1
M e e e e e A

Ak teraz pouZijeme aj nerovnost (27), dostdvame
| AP(E0) P2(E) Pin,) Q' () cos m (9 — ) | <

§+~a%. 1 n 5+L
AfA: TNL 2t — D)™y

¢ 7
teda
| 2 42Pi&) P Pr() @2 (r) cos m (g — | <
m=0
AN ) [ L | a i;
SR ]
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Aviak rady s kladnymi ¢lenmi

P y M (n + 1) (20 4 1) At

n=0
1 7+1% 1 o\
@3|:Esf~ osAg,vaEJr:?@v

konverguji pri vletkych hodnotdch N > 17y, ako sa méFeme opit presveddit
pomocou elementarnych pravidiel. Preto rad (35) konverguje rovnomerne
a absoldtne pri vSetkych hodnotich £ v intervale (=1, 1) a pri vietkych hod-
notéch n > 7, > y,, t. j- v celej oblasti zvonks TubovoIného takého elipsoidu
konfokdlnej sistavy (definovaného parametrom 7,), vo vnitri ktorého ley{
zdroj prudu.

Dokizeme teraz konvergenciu rieenia okrajovej ilohy pre pretiahnuty
rotaény elipsoid, a to najskor pri vonkajSom, potom pri vnitornom bodovom
syteni.

Kongtatovali sme uz, ze funkeia Q'(u) ms pri « > 1 opadné znamienko
nez Qr{u), zatial o Pl(u) a P (u) st kladné. Preto pre absolitnu hodnotu
koeficientu B definovaného vzorcom (16) a vystupujiceho v rade pre pri-
datny vnétorny potencidl pri vonkajsom syteni plati

. ATPE) Qi (n,) P (B (5
| B | < |gi(x— 1) QEQ =[x — 1){|42P2() Q2(n).

PY(E) QuE)|
v désledku &oho
| BrP1(&) Py(n) cos m (¢ — @) | <|qy(x — 1) HATPE) Pr(E) cos m (¢ —
— @) [ P2(n) Q(ny) |.

Po poutiti nerovnosti (27) méme &.&&.

— N ) 2 1 - !
| B Pr(&) PXny) cos m (¢ — )| < f:% M;IT T MW_ g — 1) |1 P2(n) @2(n,) ls

Aviak v dosledku nerovnosti (30) a (32) je

w0

o (mtm)! Pit)  du 1 gt 1 (gt g
| W) Q2 | < G By %LAmgslesv_@v

o

pridom 7, > 5 > 1 (uvazujeme vndtorné pole pri vonkajiom syteni). Dost4-
vame takto nerovnosti

| Rmpn n 1 — | 0 1 "
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<

| >, BEPIE)Pin) cos m (9 — )

m=0

<o =Dl w1 ? + wv (n+ 1) Amv
o
Av8ak rad

je pri uvazovanych podmienkach zrejme konvergentny, z doho vyplyva rovno-
mernd a absolitna konvergencia radu

Wo= > > BIPXE) Pin) cosm (p — g,)
n=0 m=0

vyjadrujiceho pridatny potencidl vnitorného pola pri vonkajsom syteni.
Tento rad konverguje teda rovnomerne vo vniitri a na povrchu kazdého elip-
soidu konfokélnej sdstavy, ktorému prislicha parameter 5 < #,, a teda aj
vo vnitri a na ploche zékladného elipsoidu.

UvaZujme teraz vieobecny &len radu vyjadrujiceho pridatny potencial pri
vonkajiom syteni a vo vonkajiej oblasti. Ak uvaZime opit, Ze pri w > 1
pridruzens funkeia @7 (u) m4 opaéné znamienko ne jej derivicia, je zrejmé,
Ze v celom vonkajom priestore vé&itane povrchu zékladného elipsoidu plati

| A2 PHE)Qi(n) cos m (9 — @) | < | A7 P2(E) Q(E) cos m (9 — g,)]
a pretoZe v zmysle rovnic (16)
A7 QNE) = BrPXE),
dostdvame dalej, ak prihliadame aj k nerovnosti (38),
|42 P1(E) Qi(n) cos m (9 — )| < | BrPHE)PUE) cosm (9 — gp) | <

e i ) ()

Dospievame takto k uziveru, 7e rad
Wi= > > ATPIE) Qin) cosm (9 — g
n=0 m=0

vyjadrujici pridatny potencisl vo vonkajSom priestore pri syteni v niektorom
vonkajSom bode konverguje rovnomerne a absolitne v celej vonkajsej oblasti
véitane povrchu zdkladného elipsoidu # = K.

Uvazujme dalej pridatny potencial vo vonkajSom priestore pri syteni bodo-
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vym zdrojom, ktory sa nachidza vo vnitri zakladného elipsoidu. V tomto pri-
pade je 5 > y,. Postupujic podobne ako predtym dostivame najsampry

v A_{m? - :_“A“WNMN@Vw4M.~s°v©“.~Am_vw,\N,£k

% P(E)Qr(E)
= [qy(x — 1) | LA Pr(E) Pr(y,) |

a teda
| ALPI(E) Qi) cos m (p — ) | <l @ux — 1) || 47 P2(&,) P2(#) cos m (p —
= o) [ P2(ne) Qi) |-
V désledku vztahov (27), (30) a (32) je dalej

~Q~Au«l.—v*~5
e n—1

42 P2(&) Q:n) cosm (g — )| < T+ 5) () o

z &oho vyplyva, %e rad

W, =

L

2. AXP2E) Q2(n) cos m (g — g,)
n m=0
konverguje rovnomerne a absolitne nielen v celej vonkajgej oblasti zakladného
elipsoidu % = &, ale aj vo vonkaj$ej oblasti a na, povrchu kazdého takého
elipsoidu konfokalnej ststavy, vo vnutri ktorého sa nachadza zdroj.
Konedne treba este dokdzat konvergenciu riegenia pre vnitorné pole pri
vndtornom syteni. Pretoze v tomto pripade je

=4, B!PYE)= ArQME),

a pretoze P () je v intervale (1, «) monoténne stipajica funkeia, plati naj-
samprv
| BLL(E) Pi(1) cos m (¢ — ) | < | BIPXE) PYE) cosm (¢ — g,) |=
= | AT PE) QNE) cos m (p — o) | -
Z nerovnosti (39) vyplyva viak Q.&&

. — @ \n
| BRI P conm (p — g | <Ll = D)1y, B 4 ) (n+5) (%) w0

a vychéddzajic z tejto nerovnosti mo7no bez tazkosti dokézat, Ze rad vyjadru-

Juel pridatny potencidl vo vnttri zdkladného elipsoidu pri vadtornom bodo-

vali sme rady ( 12) po élenoch podra bremennej 7, pretoie tito okrajova, pod-

mienka, vztahuje sa na derivéciu vonkajiieho a vniitorného potencialu v smere
normély k zikladnému elipsoidu. Postup, ktory sme pouiili, je pripustny iba

vtedy, ak rady vznikajice derivovanim radov (12) podla Premennej 7 kon-
Verguji rovnomerne v uréitej oblasti, vo vntitri ktorej lezi cely povreh zaklad-
ného elipsoidu. Dokézeme preto ete, Ze je tito podmienka skutodéne splneng-
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Pri vonkajsom syteni je, podobne ako predtym,

[ Br| <iqx —1) ATPUE) Quno) |,
a teda

| By PE) P () cos m (¢ — Po)| <| qu(x — 1) [ A2 PEN PHE) P () Qo) |

"Rovnomerns konvergencia radu

B PHE) P (n) cos m (¢ — ¢,)

M=

ea]
n=0

vo vnutri Tubovolného elipsoidu i =1, < 17, je preto priamym désledkom
rovnomernej konvergencie radu

m=0

il

w

% ~ 2 x_s s S\ S l
@ii = D N AP PG P ) Qo) cos (g — ).

n=0 m=0

ktord sme uz dokazali. 3
Vzhladom na to, e | @ (w)| je v intervale (1, o) monoténne klesajiica

n

funkeia, je vo vonkajfom prjestore a na povrchu zakladného elipsoidu
| AL PE) Q' (m) cos m (¢ — @) | < | AP Qr(E) cosm (9 — g,)].
Avak v désledku druhej okrajovej podmienky vyjadrenej rovnicou (14b) je

A3 QIB) = - BPY(E) — % (x — 1) 4 P PY(B) Q2.

k4
a preto

| 4ZP2(E Q') cosm (p — @) | < | BPHE P (B) cosm (p — g | +
+ 12 = D e Pave) 22 () @20y 008 m (p— gy .

PretoZe rovnomernd a absolitnu konvergenciu radov

Bi(&) Pi(€) Pi(E) cos m (9 — g,),

m=0

s

i
(=]

n

M
Ve

AT PHE)PHE) Py (E) Qr(n,) cos m {9 — @)

7

Il
<

m

It
=

sme uZ dokazali, absolitna a rovnomerns konvergencia radu

> S AP Q' (n) cosm (g — gy)
) .

n=0 m

123




voblasti n = £ je prix == 0 zrejmé. No pri x = 0 netreba o konvergencii tohto
radu uvatovat, lebo druhs okrajovs, podmienka redukuje sa tu na

E”o

oy |,

a netyka sa teda potenciglu vo vonkajsej oblasti.
Podobne pri vnidtornom syteni je

2] <l a(x — 1) 42 P& Priny)|,
a teda
[ A7 P2 (&) Q' (n) cos m (¢ — P <] qi(x —
— D |42 Pi(&,) Pr&) Pi(y,) @' (n) cos m (¢ — gg)].
Pretoze, ako sme uz dokdzali, rad

a0

% ﬁwv - M M A Pr(E0) PR(E) Pl (ne) @' () cos m (p — g)

!

n=0 m=0
konverguje rovnomerne a absolitne v kazdej oblasti N2> 7, konverguje
Vv tej istej oblasti tak isto aj rad

> AP @ ) cosm (g — ?)-

n=0 m=0
PretoZe funkeia Py (u) v intervale (1, 00) monoténne vzrasts a je v tomto
intervale kladnd, plati pre celi vnitorni oblast zékladného elipsoidu a pre
jeho povreh (5 < E) vatah
| BIPI(E) Py (1) cos m (¢ — ) | = | BrPXE) Py (E) cos m (¢ — gy)] .
Aviak v désledku druhej okrajovej podmienky je pri vndtornom syteni
BIPY(B) = A7 Q' (B) + qy(n — 1) 43 PXE) Pi(ny) Q' (E),
a preto )
| BIPE) P (n) cos m (p — ) | = % | A7 PXE) Qx'(B) cosm (¢ — g,) [+
+ 1@l — 1) [ 42 P2E,) Pree) P(me) @' (E) cosm (¢ — gy .
Konvergenciu radov

2, 2, APIE) P2E P2 Q' () cos mip — )
n=0 m

=0

V1=

AT PRE) Q' (B) cos m (¢ — @),

m=0

sme uZ dokdzali. Preto konverguje aj rad
D, 2 BrPHE P (n) cos m (p — g)
n=0 m=0
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rovnomerne a absolitne v oblasti 4 < &, t. j. vo vniitri zakladného elipsoidu
a na jeho povrchu. . ]

Dékaz jednoznaénosti riesenia nadej okrajovej dlohy dd sa vykonat Sﬁwo-
dami, ktoré st v tedrii poli obvyklé a vychddzajd z Greenovej vety. Prvé aite-
Senie (V;, V) nech je napr. totoZné s riefenim, ku ktorému sme v doterajsej
dvahe dospeli, druhé (V,7,) nech je rieSenie od tohto odlisné. Rozdiel
U, = V, — V, je potom funkcia harmonicks vo vonkajfom priestore, rozdiel
U, = V, — V, funkecia harmonicks vo vnitri elipsoidu a ani jedna z tychto
funkeii nemé vo svojej oblasti ziadnu singularitu. Okrem toho, vo velmi vel-
kej vzdialenosti R od zdroja (t. j. pri B — o) konverguje potencial U, W.sim
najmenej ako 1/R? a na povrchu zakladného elipsoidu vyhovuji obe funkeie U 1
a U, okrajovym podmienkam (13). .

Pouzijeme Greenovu vetu na funkciu U 1 v oblasti 7, vymedzenej elipsoi-
dovou plochou § o rovnici # = K a gulou K polomeru R so stredom napr.
v bode (&, 7y, @), pricom R volime tak velké, aby celd plocha S lezala vo vnuatri
gule K. Ak # je vonkajsia normila elipsoidu, mame

U aU.
\S op 4K — \ U, 5. 1ds = \ (grad U, ) dr,, (41)
K o i

kde dK, d8 a dr, st elementy povrchu gule, elipsoidu a objemu vonkajiej
oblasti 7. Pri R — oo prvy z integralov na lavej strane konverguje k nule.
Na povrehu elipsoidu je okrem toho vzhladom na okrajové podmienky

oU, 14U,
e Tt
a preto rovnica (41) nadobida tvar
\ melmwnwm = x ,\ (grad U,)2 dx,. (42)
) T

Ak poutijeme Greenovu vetu na funkeiu U, vo vnitornej oblasti z, zdkladného
elipsoidu, dostévame

\S%mm = \ (grad U, )2 dr,,
k4 v
a teda vzhladom na rovnicu (42)

x,\‘ (grad U,)? dz, + \ {grad U,)2dr, = 0. (43)

Prix > 0 moze viak tdto rovnica platit iba vtedy, ak je identicky
grad U, = 0, grad U, = 0,

bt j. ak st funkeie U, a U, konstantné. Potom viak z prvej okrajovej pod-
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mienky vyplyva, se ich hodnoty si rovnaké. No pri B — oo musi U, kon-
vergovat k nule, & je moiné iba vtedy, ak

U,=0U,=0.
aU,
on
veta ddva pri pousiti na funkeiu U, vo vinitornej oblasti
grad U, = 0, U, = kongt. — k.
Uréenie funkcie U, redukuje sa potom na riegenie vonkajsej Dirichletove;
tlohy pri podmienkach (U),=%kaU, >0 pri R — oo najmenej ako 1/R.
Této 1iloha m4 jediné ricgenie

Priz» = 0 druhs okrajové podmienka redukuje sa na = 0 a Greenova

: k

Uy = !@@agv (44)
2 0 jednoznadnosti jej rieSenia mo¥no sa presvedéit pouzitim Greenovej vety
ako predtym. Avsak I je Iubovolng kontanta, a preto riefenie okrajovej lohy
v pdvodnej matematickej formuldcii, ako sme videli ui aj skor, nie je pri
% = 0 jednoznadné. Jeho vieobecny tvar (pri vonkajsom syteni) je

© N
. Q~ m PIm " \a
s:&ﬁMWﬁiﬁ?ﬁaés@fé+ﬂ@§§A§

Vo =k,

I N_,,“%Em._vsm@%m@N\..“A@v (46)

kde

a R znamend vzdialenost od zdroja. Rad na pravej strane rovnice (45) kon-
verguje pritom rovnomerne a absolitne v celej vonkajsej oblasti 5 < E,
lebo | Qx(x) | =|QNE)|a rad

BRI
llm M M x&.?WQAmV QbAN\uv COS M, mﬂ —_ @ucvw

"N=0 m=0

predstavujici reciprokd hodnotu vzdialenosti bodu (£, E, ¢) letiaceho na
povrchu zdkladného elipsoidu od zdroja, je absolitne a rovnomerne konver-
gentny v prislugnej oblasti premennych & a ¢.

Pravda, dani fyzikalna dlohs, ma pri vietkom jednoznadné rieenie. Spodiva
to v tom, Ze pri g, = 0 treba jej formulseiu po matematickej strinke doplnit,
lebo Laplaceova rovnica, A4V, = 0 neznamens v tomto pripade, Ze sa vo vnitri
zdkladného elipsoidu nenachddzaju #adne zdroje pridu, ako je to pri g, < 0.
Ak viak takéto zdroje neexistujt, musi byt

2l dS =0

dan
s
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Ak tu vsadime za Vy 7 rovnice (45), je najsamprv
\ a (1 v
o [ 5i(z)as—o
b
lebo 1/R je vo vnitornej oblasti harmonicks funkeia. Dalej je v désledku
vzorcov (5b)

J 22306 @iy con m (9 — gy a5 — o i
:

+1 2x
:c$§¢fﬁm&\§s@x§%
-1 0
a vyraz na pravej strane je odligny od nuly iba vtedy, ak e N =m = 0. Preto

musi byt
@¢ 3Qun)
Qu(E) on

T: + as = o,

S

kde sme pisali 4, namiesto 4°. Pretoze integril vystupujici na lavej strane
je odligny od nuly, musi byt

Nn = == LAA-QGA@V 3
konStanta % je teda daldou podmienkou, ktort sme zaviedli, jednoznaéne
uréend. Potencidl vo vonkaj$om priestore d4 sa napisat v tvare

] N
Po= Bt Y A5PIE) Qan) cosm (g — gy, (47)
N=1 m=0
Pri g, =0 a akomkolvek vnitornom syteni musi byt ¥V, = kongt. —
a potencidl V, dostdvame rieSenim vonkajsej Dirichletovej dlohy:

V, = 1@! QOASV .

o ()
Hodnotu konstanty % mosno tu uréit z podmienky
_U Ve,
01 on

N

kde 7 znamens intenzitu sytneho priadu. Po vypoéte, ktory tu neuviadzame,
dostdvame

k= 2oum), v, =1ag (48)

4re T 4rne

Ak ide o elipsoid dokonale nevodivy, kladieme g, —> oo, % -» oo a do Uvahy
prichddza iba vonkajsie sytenie, pridom druhi okrajovi podmienku formulu-

jeme vztahom
avy\y
(5=
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Pri tom istom oznadovani ako skér ddva Greenova veta pre vonkajsiu oblast

mq::ml\a QQ_%H\@;& U, dr,.
S T

Y8R Y on
b4
Prvy z integralov na lavej strane rovns sa nule pre ti istd pridinu ako pred-
tym, druhy preto, lebo v désledku druhej okrajovej podmienky je
aU,
Agv =
Opit je teda U, konstantné a musf sa rovnat nule vzhladom na asymptoticky
vztah platny pre tdto funkeiu pri velkych vzdialenostiach. Ak vezmeme do
uvahy aj prva okrajovi podmienku, vo vnitornej oblasti plati

\SQS%H\ESQ U,)2 d, H\q W5~
N T &

on L on

Preto je tiez U, identicky rovné nule a okrajovd tloha ma v tomto pripade
jednoznaéné rieSenie dané vztahmi (11) a (12), pridom

A" — .45 P&, @7 (70) Nuhng
: @ () u

Br — _ DATPIE) Ql(no) P2 (B) Qr(E) (49)
! PHE) QY (E) .
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O KPAEBOM 3AJAYE FTEOSMEKTPHUKU
CONMPOTUBJNEHUSY AJg BRITAHYTOTO
QUJAHUINCOUA BPAIIEHUSY

THBOP KOJIBEHTAMED
Busonwm
B cratbe ropoputcs o TEOPHU TIONI TOMEYHOro HCTOYHHKA TOKa B HEOTDAHHYEHHOM OJHO-

PolHOM npocTpanctae, koropoe COACPHHT B ceGe OAHOPORHO NMPOBOAALLMN BLITAHYTHI 3J1H -
ficoHn Bpawenus. JlokassiBaercs PABHOMCDHAST CXOANMOCTL PAAOB BCTpeualomMXCH B peue-
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HHUW KPaesoll 3anauy, W npescTaBATIOLLIK NOTeHUHAN BO BHellHedl K BHyTperHeH obaacty.
Hanee noxassiaercs PABHOMepHAS CXORMMOCTL NPOMSBOAHBIX 37HX PAROB nO Hanpapaenuw
HOPMAJILL 9JJIMNICOHAA BO BCSKOH TOdKe ero noBepxnoctH. Kpaepas 3ajaua H Bmee ¢ pes
CBA33HHLIC BOMPOCH PEWIAXTCH A75 CIyHas BHEUIHETO H BHYTDPEHHErs NelTaHHS.

UBER DIE RANDWERTAUFGABE
DER SHumwmgzummomwmmefm FUR
EIN VERLANGERTES ROTATIONSELLIPSOID

TIBOR KOLBENHEYER
Ncm@ESmsmﬁmm:bm

Das Feld einer punktférmigen Stromquelle im homogenen unbegrenzten Raum, der
ein homogenes verlingertes Rotationsellipsoid abweichender Leitfihigkeit einschlieSt

Eindeutigkeit der Lésung unteérsucht. Die .<o~.=mmm.smm Randwertaufgabe und alle damit
zusammenhéngenden Konvergenzfragen werden sowohl fiir den Fall 4uBerer S peisung, als
auch fir den Fall einer im Inneren des Ellipsoids befindlichen Stromquelle gelost.
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