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Utelom tohto &lanku je ukézaf moznost pouZitia Rieszovej metédy rozsi-
renia kladnej funkcionély na definiciu abstraktného integralu, ako aj na dokaz
istej vety o rozdireni miery. .

F. Riesz ([1], str. 132) vychadza z mnotiny C, funkeif, ktoré st definované
na nejakej mno#ine E, tvoria linedrny priestor a s kazdou funkciou ¢ € C,
i jej absoldtna hodnota | ¢ [ je z Co.

Ak je na mnoZine C, dané nezépornd, aditivna, homogénna funkciondla 4(g),
t. j. realna funkeia definovand na C, a splfinjica podmienky

A(g) = 0 pre kaida funkeiu ¢(z) = 0, ¢ € C,, :

A(e,p; + ¢py) = 6, Algy) + c.A(gs) pre Tubovolné dve funkcie @;, @, €O,
a Tubovolné dve reilne &sla c,, ¢y, #iada iba, aby sa splnil predpoklad A:
Ak {p(x)}, je nerastiica postupnost funkeif z C,, pri¢om lim @, (x) = 0 pre
vietky « € E, potom ilim 4(g,) = 0.Za tychto 3@@@05@@04:&@&&&@ funkcio-

N=ow

naly A da sa roziirit na pripadne Sirsiu triedu funkeii nez C,, priom takto
rozéirens funkeionala ma vlastnosti Lebesguovho integralu, plati totiZ o nej
visina viet, ktoré platia pre Lebesguov integral. Toto roziirenie sa vykona
v dvoch krokoch, najskér ale je potrebné podat definfciu mnoZin miery nula.
Mno¥inu GCE nazyvame mnoZinou miery nula, ak existuje neklesajtca
postupnost funkeil z C {g. (%)} divergentna v kazdom bode x € G, pritom
postupnost {4(@.)}m, je ohranidens.

V prvom kroku roziirime definiciu funkecionily A na mnofinu funkeii C.
Funkeia (z) sa dostane do €, vtedy a len vtedy, ak existuje neklesajica postup-
nost funkeii z C, ,Mek&vvwl a lim ¢,(z) = f(z) skoro viade, t. j. mnoZina bodov,

kde t4to rovnost neplati, je miery nula v zmysle uvedenej definicie. Pritom
sa predpoklads, %e postupnost {A(g.)}.. je ohranitend, &m sa i zaruéi kon-
vergencia skoro viade. Hodnota A(f) sa definuje rovnicow A(f) = lim A(g,).
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Definjcia funkcionaly sa efte rozsiri na mmnozinu (', funkeii tvaru g(z) =
= hix) — fofx), pridom [; € Oy, [ € C, a kladie sa A(g) = A(f,) — Alf,).

Ns mno¥ine C, uz mé funkciondla A4 vlastnosti Lebesguovho integralu.
T. Riesz poutil tato metédu na definiciu Lebesguovho integralu funkeii jednej
premennej. Za mnoZinu Cy volil mnozinu linedrnych kombindcii charakteris-
tickych funkeii konednych intervalov. Pre takéto funkcie sa da definovab
integral bezprostredne. Aby uvedenou metédou roziiril definiciu integralu
na vietky integrovateIné funkcie, musel dokazat platnost predpokladu 4 pre
tieto funkeie a integril na nich definovany, vygetrit §truktiru mnoZin miery
nula a ukdzat, e sa zhoduji s mnoZinami miery nula podla obvyklej definicie.

Dokaseme podobné tvrdenia i pre integral podla abstraktnej miery (lem-
ma A a lemma B). Tym dokiZeme, Ze pre tento integral mozno pouzit vety
o Kkladnej funkcionile. Dalej zasa pouzijeme roziirenie integralu na dokaz
vety o rozdireni miery bez okluky cez vonkaj$iu mieru a meratelnost podla
Carathéodoryho.

1.

Nech X je Iubovolna neprézdna mnoZina.

Systém R podmnoiin mnoziny X s viastnostami:

i.ak A€Ri BeR, potomi 4 U BeR,

2. ak A€R a BER, potom i 4 — BER,

3. pre kazdy bod « € X existuje mno#ina 4 € R, e x € A nazyvame mnoZi-
novym okruhom v X. :

Mnozinovy okruh 8 nazyvame mnoinovym g-okruhom, ak pre kaZdd

i . e+
postupnost mnozin {4,}.%,, A,€Sjeud, el
n=1

Ku kazdému systému mnozin K (K C 2%) existuje prave jeden ¢-okruh S(K)
s viastnostami:

1. KcS(X),

2. ak T je o-okruh a KCT, je S(KYCT.
Podobné tvrdenie plati i pre okruhy. )

Nech x je funkeia, ktorej hodnoty st redlne &isla alebo co a mé vlastnosti:
1. 4 je definovand na okruhu R,
2. u(d) = 0 pre kaidu mnozinu 4 € R,
3. u(®) = 0 (I znad prazdnu mnoZinu).
4. ak {4,}%, je postupnost navzajom disjunktnych mnoZin z Ra Cﬂxr_ €R,

. on=

o«

potom (U A.) = > wld,).

n=1
Takito funkeiu nazyvame mierou na okruhu R.
Miera p na okruhu R sa nazyva o-konedna, ak pre kazdd mnozinu 4 € R
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existuje postupnost mnozin {4,}°, z R, pridom 4 C U A, a u(d,) < « pre
n=13,213,. .. =
Mnozinu X s okruhom R na nej a s danou mierou x na tomto okruhu ozna-
¢ime (X, R, p).
Hovorime, #e mnoZina K CX je vonkajfej miery nula, kratko nulovd
mnozina, ak ku kazdému e > 0 existuje takd postupnost {F,}7., mnoZin
® ®
z R, ze EC C_@,F a ME@L < e
= n=1

Jednoduchou integrovatelnou funkciou v (X, R, ¢) nazyvame funkciu
. n
tvaru g(z) = M?&m%&vm kde B, € R(¢ = 1, 2,. .., n) su navzdjom disjunktné
i=1

E:om.swv x, 84 redlne &sla a w(E,) < o pre i = 1,2,. .., n. Zrejme linedrna
WoEd.EmoE dvoch jednoduchych integrovatelnych funkeii a absolitna hod-
nota _.mm:oacorou. integrovatelnej funkcie je zasa jednoduchd integrovatelna
funkeia. Hzamm:_,;& % @(z) du z funkcie g(x) podla miery u definujeme vzfahom
\ o(x) du = M «,u(E;). Mnozinu vietkych jednoduchych integrovatelnych
i=1 i
funkeii v (X, R, u) oznaéme (. Zrejme pre I'ubovolné funkeie z C, plati:
ak @(z) = 0, potom .\.ﬂ@v du = 0a teda aj ak g,(x) < @y(), potom .\e_?& du <
< [ gyx) dp. Pre E € R definujeme @\ o(@) du = [ (@) . go(x) du. Ak ED {x:
@(x) == 0},2 zrejme w\ p(x)dp = [p(x)du. Ak E,€R, E,€R. B, n E, =0,
otom dy = ;
P @_gsm"ﬁs 7 @\ p(a) du +@m #(x) du.
V dalfom pre I'ubovolnt funkeciu f(x) definovani na X kladieme N(f) =

= {z f(a) + 0}
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‘Dokazeme teraz dve zakladné lemmy. ,

Lemma A. Ak nerastica postupnost jednoduchijch integrovatelniyjch funkeid
o(X, R, u) {@.(x)}2, konverguje knule v kazdom bode x € X, potom i moﬂ&w-
nost integralov { % @.(x) d}e, konverguje k nule.

Doékaz. Oznadme B = N(p,), M = max ¢, (z). Zrejme L € R a u(F) < «.
Ak u(E) = 0, potom 1 %ﬂ;&v du = 0 a teda \ex?& dp=0pren =2,3.4,...

’ v ] Nh!
a nemame o dokazovaf. Nech teda u(E)> 0. Nech ¢,(2) = MR..V\@L&V
i=1 4

lgigk,n=123,..) Zvolme ¢ > 0. K bodu x, € £ existuje najmen-

1 yp(x) znadi charakteristicktt funkciu mnoZiny K C X.
2 Ntn n(z) je nejakd vlastnost prvkov mmoziny X, @oe,o:: {z : n(z)} znadi mnoinu
tych a’len tych prvkov mnoZiny X, pre ktoré plati vyrok: ,,x ma vlastnost z{x)“.
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2uB)
prirodzené dslo iy, pridom 1= ip = k, & x€E, polozme F(x,) = Ei.
Ak takéto i, neexistuje, polozime F(z,) = E — N{g,,)- Zrejme F(x) € R pre
véetky x € E. Okrem toho systém mnoZin {F(2)}eex 1€ najviac spodetny,
Jebo mnozin B3l < i £ k., = 1, 2,3,...)je najviac spoletne mnoho i mno-
#in tvaru E — N(g,) je najviac spotetne mnoho. Mbzeme teda systém {F(£)}.ez
usporiadat do postupnosti (pripadne konetnej). Nech je to postupnost {FiYiar:
pritom s je alebo prirodzené &islo, alebo . Ak s je prirodzené ¢islo, potom
&

2u(E)

&ie prirodzené gislo n(xy) = Mo, PTO ktoré plati ¢, (%) < Ak existuje

poloZime N = max n(z). Vtedy gx2) < pre vietky x € X a z toho

&
%Qaﬁav dp < 2u(E) : ,

Nech s = «. Pretoie postupnost {@.(x)}, vBade konverguje k nule, je

£
wl) = <¢&

M (B — U F)=49. Zo spojitosti miery Vv prazdnej mnoiine & 2 toho, Ze
n—1 ke=1
£

wlB lhmﬁ»v < w(E) < » plynie, ze W..ﬁﬁ@ l»fuu_mﬂ = 0. K dslu 53T

K & v s
existuje teda také prirodzené &islo K, e W — U F,) < G Polozme teraz
k=1

K K e

: =F j tol

N = max {n{z) : ® mwmﬂmﬁ. Pre = mampm,Hn =F je gxx) < 5D a z toho
€ e

[ps(@) du = m\ gala) dp + l\ w%v du < 520E) B + Mgy = € 7 toho,

ze { % @, dup. 3@ nerastiica postupnost nezapornych ¢siel, lemma okamZite

vyplyva.

Lemma B. Ak {p (2} je takd neklesajica postuwpnost jednoduchych inte-
grovatelnych funkeii v (X, R, p) Yo postupnost { .‘. Pal®) &Ew& je o?@ﬁ&mﬁﬂ
potom mnoZna bodov, v kiorijck postuprost {@xNn diverguje, je vonkajsej
miery nula:-

Dokaz. Nech {g. (&)} je neklesajica postupnost &omsomsog.ar integro-
vatelnych funkeii a nech [puz)du < K pre n = 1,2,3,... Bez obmedzenia
véeobecnosti méZeme predpokladat, Ze ¢,(z) = 0 pre vietky na tedai [, dp =
> 0. Ak by neplatilo, te @ (x) = 0, stadl vysetrovab postupnost {@.{2) —
— QHA&&NT pre ktord tato podmienka plati, a zrejme body divergencie po-
stupnosti {plaNiy & postupnosti {@.fx) — (X et mpw tie isté. Zvolme

¢ > 0. Polozme E = {x:lim @, () = w}. Zrejme EC rw_@.: pricom F, =
7n=0m n= ;N.
= “8 D @al) > mv Zrejme F, € Rn=123...2 u(F.) - - < %ﬂ?& dp <
€

< K, teda u(F,) < epre vietky n. Okrem toho, pretoze postupnost {@ (&)} e
je neklesajaca, je Fo,CF, - Definujme postupnost mnozin {E.}e., takto:
E,=F,E = F, —F,, pre n =2, 3,.... Zrejme E, € R pre vietky n =
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—=1,2,3

oo, WE,=F, a ME@; H:QQ.VA.@E@Q@H_MN m.....\@.oom@
k=1 k=1

iy mB) = e

n=1
Pretoze je EC U E,, je tym lemma dokazana.
n=1

Prave dokizané zakladné lemmy nam davaji moznost vybudovat v prie-

store (X, R, ) teérin integralu Rieszovou metédou rozéirenia kladne]j funkeio-
naly.

3.

Pre dalsie adely je vyhodné postupovat nasledujicou metddou, o ktorej
L. Misik [3] dokazal, Ze je s metédou Rieszovou, naznadenou v uvode,
ekvivalentna. Pri tejto metéde nulové mnoZiny explicitne nevystupuji.

" Oznadme C, mnoZinu takych funkeii f(z), definovanych na mnoZine X, pre
ktoré plati: K funkeil f(x) existuje neklesajaca postupnost {g, ()} funkeii
7 C,, existuje takd konStanta A, Ze % @.(x) du < 4, pritom f(x) = tim @,(z)

n—row

pre z € {x :lim g,(z) < o} a f(x) je Tubovolné éislo alebo . resp. —o pre

x € {x: lim ¢, () = =}. Pre tito funkeiu kladieme .:A&v du = lim .T?Aav m:..

n—w n—
Hodnota [f(x)du od vyberu postupnosti {@. (=)} nezdvisi.

Oznatme dalej C, mnozinu funkeii g(x) definovanych na mnozine X, pre
ktoré plati: K funkeii g(x) existuju funkeie f,(z) € 0y, fo(@) € C, . pritom g(z) =
= f,(x) — fo(z) pre v €X, kde fi(x) — fy(x) ma zmysel a g() je Tubovolné
gslo. resp. », —x kde tento vyraz nemé zmysel. Zasa kladieme % g(x) dp ==
= .\.a&v dy — .ﬁ fa(x) du. Definicia .‘ g(x) du je znovu pripustnd, pretoie ne-
zavisi od funkeif fy, fz.

Oznadme M systém vietkych mnoZin B C X, pre ktoré ys(z) € C. N nech
znadi systém vietkyeh mnoZin vonkajsej miery nula: . i

Veta 1. Ak miera p na olruhu R je o-konend, potom S(M) = S(R u N).

Dékaz. s , , S

1. Pretoze C,C(,, padne kazdd mnoiina z R konetnej miery do M. Ale.
kazdé mnozina z R sa dé pisat ako sicet postupnosti mnozin kone&nej miery,
preto RcSM). Ak E €N, potom 1s(x) € €y, teda NCM. Z toho plynie,
e RuNCSM) a teda i S(R U N) cS(M).

II. Pre kasdd funkciu ¢ € Cy, kazdé redlne dslo a a kazdd mnoZinu
Ae€SRUN) je {&:p(x) >} N A €S(R u N) a z toho tiez pre Tubovolnt

postupnost  {@.(@)}.1y funkeii z Oy {4 n {x : sup ¢,(z) > &} = rw Anf{x:
n=1
: pu(x) > a} €S(R U N). Ak f(z) € C,, t.j. f(x) = lim ¢,(x) skoro viade, pri-
n—>®

dom {@ ()}, je neklesajica postupnost funkeii z O,, potom pre x realne
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a A€SR uN) plati: Anf{z:f(x)>o0)=4n{z: limg(e) >a} Udn

A {z  f(x) > &) n {z : f(x) = lim ¢, (x)}. PretoZe {z : f(x) uTWwM o (x)} EN
a teda aj {z : f(x) > «} N {z : f(x) = Lim e} EN je A n {2 f(z) > a} €

n—>w

S(RuUN). Dalej plati: An{z:f@)sst=4—-AU{z:fx)>o}¢
mAﬁCZVQBDA&”}&VA&Hm_bDAs”}evMa|vamAﬁCZv, Po-

lobme U N(g,) = A,. Pretoie A, €S(RUN) a N(f)C4, z predosljeh vy-
n=1

sledkov méme, 3o N(j) = 4, n [{z : {(z) < 0} U {x : f(x) > 0}] € SR U N).
Nech yz(x) = fi(x) — fo(x), pridom fy(z) € Oy, [o(z) € (. Polozme A, = N(f,) U
U N(fy). Potom E = {z : f,(2) & fa(@)} = {z : 1(2) = (@)} 0 4. Al ozna-
&me R mno¥inu raciondlnych #siel, potom plati E = {z : fy(#) & folxlt N Ay =

[U ({z 1 fi(x) > 1} 0 {z : folz) <1} 0 4g)] U Tw:a thiz) >y o {x o fy() >
re R re

>r}u 4,)]€SR UN). Tym sme dokazali, 2¢ M CS(R uUN) a teda tiez
S(M)CS(Ru N).

Veta 2. Nech u je o-koneénd miera na okruhu R. Potom na q-&%@@ SR C N)
existuje jedind miera w, pricom p(E) = w(E) pre E e R. Miera p je pritom
dplnd.

Dokaz. Podla vety 1. je S(R U N) = S(M). Poloime H(E) = [1s(z) du

pre E € Mau(E) = « pre E € S(M) — M. Funkeia g je definovans na g-okruhu.

o

S(R U N), zrejme je mnezdpornd a wu(d)=0. Vezmime postupnost {E,}.2,
disjunktnych mnozin z S(R u N). Mame dokazat, Ze EC_@,_V 2= M wE.,).
= n=1
Ak z(U E,) = o, potom bud existuje prirodzené n,. te E, €M, alebo E,€M
n=1 o

pre vietky n = 1,2,3,... V prvom pripade sme hotovi, lebo MME.L = .

n=1

n n n
V druhom pripade uvdzime mnoziny F, H»C _@T Lr, = M Az, @ teda M ‘s Xz, dp =
= k=1 k=1

= .\.Nq du. Zrejme je _.:w s = %p, kde B =u mw: a postupnost {yp }.., je ne-
* n=ow " e .

klesajtica. Podla Beppo Lieviho vety postupnost { \. xr, dp}i: nie je obmedzens. -

Ak by bola obmedzené, platilo by lim % Le, dpe = ,\ lim xﬁ@g = % ypdp <

n—ax

iS@%&.H&iE;.F%H:EMF%HMF%Hs. >w EcmﬁA
n=1 n=0g=1 n=1 e

< o, potom postupnost { % Ar, Qptaa (definovana ako vySsie) je obmedzens,

lebo \ yr du < % xsdu, teda podla Beppo Leviho vety plati _WB % X, dp =

— [ lim z»_dg = [z dp, %o je hladany vysledok.

n—r o

Ze u(E) = w(E) pre E € R, plynie z definfcie bezprostredne. Miera u je uplnd,
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pretoze u(E) = 0 iba vtedy, ak £ je nulovd mnozina a ak F CFE, potom i F
je nulova mnoZina a teda w(F) = 0.

Aby sme dokdzali jednoznadnost miery p pripustme, Ze by existovali dve
miery p, & u,, pricom u,(E) = w,(#) pre E € R. PretoZe obe miery na R sply-
vajli, mnoZiny nulovych mnoZin vzhladom na obe miery wu, u, si totoZné
a hodnoty oboch mier na tychto nulovych mnozindch si rovné nule. Stadi
teda dokazat, %e hodnotami miery na nejakom okruhu R st hodnoty miery
na ¢-okruhu S(R) jednoznadne uréené v pripade o-konednej miery. Dokaz
tohto tvrdenia najde &itatel v [2] str. 54 (str. 59).
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ABCTPAKTHBLI MHTEIPAJ KAK
NOJOXUTEJNDLHBIY ®YHKIUMOHAJ U TEOPEMA
O PACIHIYPEHUM MEPLI

UTOP KJIVYVBAHEK
BoisoAb

Ecau R konblio MHOXKeECTS HEKOTOPOro aGCTPaKTHOro HPOCTPaHCTBA X M « Mepa 3ajaHHas
Ha 3TOM KO/bli€, NPOCTOR uuterpupyeMoil ¢yuxuuell Haswiaercss nw0bas aumeliHas KOMOH-
HA¥A XapakTepHCTHUYECKHX (YHKUUHA MHOXECTB KOHEUHOH Mephl, W HHTEerpasi 3Tofi (yyHKIAM
OfpenensieTcst €CTECTBEHHLIM 00pasOM KaK COOTBETCTBYIOUlas JuHelHas KoMOuHauus Mep.
B cTathe AOKa3biBAIOTCS CJHENYIOLIHE OCHOBHbBIE JIEMMEL

Jlemma A: Jas aoGoft HeBospacralomell MOC/AENOBATEAbHOCTH MNPOCTHIX MHTEI PHPYEMBIX
pyHKIHE ﬁs_xavvﬁd cTpeMsileiics K HByJI0, NOCAEIOBaTeTbHOCTh HX HITErPajoB TaKKe
CTRPEMHTCA K HYJIO.

Jlemma B: Ecam gmas HekorTopoli HeyOblBaioluell n0C/Aef0BATENBHOCTH TPOCTHIX HHTErpHU-
pyeMbx dynkuuii {@.(x)} P, NOCAEAOBATeNBHOCTh HX HHTErpaliOB OCTAeTCs OrpaHHYEHHO,
TO {@a(%)} | mouTH BCIOAY CTPEMHTCS K KOHEUHOMY npeneny.

OTH JeMMB [CSBOJSIOT NpHMeHeHHe Meroma @. Pucca pacwMpeHds NDOAONKHTENLHOTO
(hyukuuoHana Ha onpegenesyne aGerpakTHOTO MHTerpana JleSera. [Mompaysch 3THM MeToIOM
HeckompKo MopuduuuposaHibiM JI. MHIIMKOM [OKa3aHa CACKYIOUas H3BECTHas TeopeMa
O PaclUMpeHHH MepLI:

Eromm p — o-voHeunast mepa, 3afannas Ha Koabue R, TO cyllecTByeT enuHCTBeHHAs NOJHas

Mepa g, 3ajayHas Ha HEKOTOPOM g-Koaue S, comepxauem R, Takas, wvro w(E) = ﬂAmv nns
muoxects E uz R.



