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S. A. Kiss a G. Birkhoff [1] ukézali, Ze distributivny sviz (s najmensim
a najva&iim prvkom) mo¥no definovat pomocou istej ternarne] operacie
{a, b, ¢). V takto definovanom svize S plati
A?POVHA@DSCQDQVC QDEHECSDGC&D?CB 1)
pre kazdd trojicu prvkov a, b, ¢ € 8. Na zaklade vysledkov prace [2] sa da
ugadif, #e pomocou takejto terndrnej operdcie mozno definovat Iubovolny
sviiz. Pritom viak ternirna opericia (a, b, ¢) nie je vidy definovani pre vietky
trojice prvkov a, b, c. V tejto poznamke podame takito definiciu svizu s naj-
mensim a najvidsim prvkom.
1. V celom tomto odseku S znadi svéz.
1. 1. Definicia. Ak pre prvky a,b,¢€ S plati
SDSCGDSCQDSHECSD@CSDGCsr (2)
definujeme pre tieto prvky S.H.E.f.sc oweﬁcg (a, b, ¢) vztahom (1). MnoZinu
vietkych trojic [a, b, c] (@, b, ¢ € S), pre ktoré plati (2), oznadime T'(S).
1. 2. a) Ak [a, b,c] € T(S) a a',b,c je Tubovolnad permutdcia prvkov a', b,
¢, potom [a’, b,c1€T(S) a plati @', b',¢') = (a, b, c). )
b) Pre Iubovolné H:.AW% a,b€Sjela b aleT(S)a (@, b, a) = a.

¢) Ak S mé najvidst prvok I a najmensi prvok 0, pre kazdé a € S je.

[0, a, I1€ T(S) a 0,a,I) =a. U&@,H pre a, b €S je [a, 0,b] € T(8), [, I, b €
m%omv@A?onSHQDP.AavhSHaCa. ,
d) Ak [a, b, ¢] € T(S), [, b, d] € T(S), [, b, a), b, c] € T(S), potom [(a, b, ¢).
b, (@, b, d)] € T(S) a plati
((a, b, ¢), b, (a, b, d)) = ((d, b, a), b, c)-
Dékaz. Tvrdenia a), b), ¢) s zrejmeé. Dokazeme tvrdenie d). Plati
A =[(@b,c)nblubn (@b d]V b, d) a (@, b,0)]=
HQgCSDSCeVDAaC&DSCEDSCSDGC&DECQ&C
CQQCSD@C&DEC&D@C&DSCQZU .
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HEC&DSCFDECQmCQQCSDGCSD
DECQVDGCSDQCSQ,

A" = [(@, b,c)ublnbu(a, b,d) n [(a,b,d) U (a,b,0)] =
HEGDaVCSD@CED@ZDQ@DSCSD&CEDSC
ubne)ucna);

meEuFQVDSCSD&C?DE%@&H
HQ@C&DSC@DSC?DECSD@C&DEC&;

WHQ%P&CSDGC&D?CEuPazH
H?«D&CSDGC&D?CEDSCGD&CSD&&.

Zrejme A < A’. Dalej bnec = (cua)nb,
QDECSDGCQVD?C&MECSDGC&D@C&DGCGVDGCQ&“

takie B < A. Dualne A’ < B'. Plati teda B< A< 4" < B. Podla pred-
pokladu B = B’, teda B = 4 = A’, o bolo treba dokazat.
9. Veta. Nech M je mno¥ina; nech 0,1 € M. Nech T je podmnozina kartéz-
skeho sudinu M x M x M majica tieto viastnosti:
(8) Aka,b,c€ M, [a, b,c] € T, potom [b, ¢, aleT, [c.b,a]€ T.
(b) [a,b,a} €T pre kasdé a, b€ M.
(c) [a,0,b]€T, [a, I,b)eT pre kasdé a, b€ M.
Kadej trojici [a,b,c] €T nech je priradeny prook (a, b, ¢) € M tak, %e plati
(dy) (0,a,I)=a pre ka%dé a € M; ‘
(dy) (a,b,a) = a pre kazdé a,b € M;
(d,) ak [a,b,c]€T, platé (a, b, ¢) = (b, ¢, a);
(dy) ak trojice [a, b, ¢}, {a, b, d}, [(d, b, a), b, ¢] patria do T, potom [(a, b, c),
b, (a, b, d)]€T a
({a, b, 0}, b, (@, b, d)) = ((d, b,a), b, ). (3)
Potom mnofina M s operdciami
anb=I(a00b), aub=I(a1Db) (4)

je sviz s najvacsim prokom I a s najmendim prokom 0, v kiorom pre [@,b,c]1€T
platt .
EDSCSD&C?D& < {a,b,c) = (@eubynuc)n (cua) {5)

Poznamka. Z odst. 1 vyplyva, Ze spésobom uvedenym v tejto vete mozno
definovat kazdy sviz.

Dokaz vety. Nech [a, b, c]€T. 7 (a) vyplyva, Ze [a', b,c1€T pre Tubo-
volnt permutdciu ', ', ¢’ prvkov a, b, ¢. Podla (o), (dy), (dy) & (a) je {a, b,¢) =
= ((a, b, a), b, ¢} = ((a, b, ¢), b, (a, b, @)) = ((a, b, ¢), b, a) = (¢, b, a), b,

(¢, b, a)) = (¢, b, a). Teda (a, b, c) = (c, b, a) = (b, ¢, a). Z toho vyplyva, Ze
(@ b,c)= (@, ¥, ¢) (%)

kde @', b, ¢’ je lubovolna permutécia prvkov a, b, c.
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VzhTadom na (b) a (dy) je ana =u, aUa =a pre kazdé « € M. Dalej
anb= (00 = (0a=>0na Podobne a ub = bua. Podla (dy)
a (6) je

(@« nbync=1 (a, 015),0.¢c) = (D, 0,¢)), 0, (b, 0,a)) =
= ((b, 0, a), 0, (b, 0, ¢)) = ((c. 0,0),0,a) =
=an(bnec).

Rovnako sa dokafe (aub)uc=au (b U c).

Dokireme teraz absorbéné zakony. Pousitim (6), (dy), (¢), (dy). (b) a (dy)
dostavame (@ U b) na = ((a. I, b), 0, a) = ((b,a, I),a,0)=
= (I, a, 0), a, (I, a, b)) = (a. . (I, a, b)) = a. Rovnako sa dokdie (e nb) U
Ua = a (stadl vymenit I a 0).

Tym sme dokdzali, Ze mno¥ina M s operdciami (4) tvori sviz.

Aby sme dokézali, 7e pre [a, b, c]€T plati (5), ukiZeme najprv:
an (@b c)=(@nba,lab,c)avleb ¢) = (aub, a (ab ) (7)
Pousitim (c), (6) a (d,) dostavame

an (a b c)= (a, 0. (a, b, ¢})) = {(c, a, b), a, 0) =
= ((b,a, 0), a, (b, @, )= (@nb,a,lae, b, ¢)).

Rovnako sa dokase druhd rovnost (7) {zamenou I za 0).

Drvojnisobnym pouzitim (7) dostavame: (@ nb)n (a,b,¢)=(an byna
nla. be)=@nb)nfan b, a,(a, be)=(anbanban b,a,(a,b.c))=
— anb. Podobne, (@ub)u(a, b c)=auv b. Tedaanb < {(a,b,c)<aubd.
Rovnako sa dokdze b nc = (a4 b,e) <buec cna=(a b,e) £cuUa.
7 tychto vztahov vyplyva (5).*

Poznamky.

1. Vo vztahoch (5) méze sa vyskytnit aj znamienko << (t.j. plati zna-
mienko <, ale neplati =), ako ukazuje priklad:

Majme sviz S, ktorého graf je na obr. 1. Definujme ternirnu operaciu o
takto: Pre trojice prvkov. ktoré splitujd vztah (2), definujeme operéciu o vzia-
hom (1). Pre trojicu [¢". b", ¢}, ziskant z trojice [a, b, ¢] fubovolnou permuta-
ciou, definujeme (a', b'. ¢')'= b. Pre ostatné trojice operdciu o nedefinujeme.

Preskadanim vietkych moznosti sa moino presveddit, Ze takto definovana
ternarna operacia spltiuje predpoklady vety ods. 2. [Vzhladom na ods. 1 stadi
uvasovat o pripadoch, ked v (3) vystupuje (a, b, ¢).] Pritom plati (@. b. ¢) = b,

1V Birkhoffovej knihe [4] na str. 138, kde sa sleduju uvahy o distributivaych
svazoch z prace [1], dokaz vztahu (@, b,¢) € <anb,aV b > nie je korektny, pretoZe
sa zakladad na lemme 1 (str. 137), ktorej dokaz sa prave opiera o rovnost (1), ktord sa
mé dokazat. Avak vzfah anb = (a b,e) < @VUb moino lahko dokdzat rovnako
ako v nafom pripade: PouZitim vztahu (17) (str. 138) vychddza (a,b,c)na= (e, anb,c),
(@, b,e)n{anb) = (6, an b,c)alanb)=anh Podobne (@, b,c) U (@ub)u =aU b.
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and)u dnecu (cna)=d, (@ubd)n (buc)n (cua)=>b Bviz de-
finovany touto terndrnou operaciou podla vety ods. 2 je prave sviz S.

2, Ak by sme operdciu o v pozn. 1 pozmenili !
tak, ze by sme pre trojicu [a, b, ¢] (a trojice, .
ktoré z nej vznikni permuticiami) operciu
nedefinovali, pre ostatné trojice by sme vSak
opericiu ponechali ako v pozn. 1, dostali by
sme operdciu o, ktord podla ods. 1 spliiuje
predpoklady vety. Zrejme operécieo, o', definujtt
ten isty sviz.

3. Z pozndmky 2 vidiet, Ze ten isty sviz
mosno definovat viacerymi terndrnymi opera-
ciami, ktoré sa mozu lisit v obore definicie. Zo

vztahu (5) vyplyva: Nech dve ternarne operacie 0
0, o', definuji (podla vety ods.2) ten isty sviz S.
Pre trojice [a, b, ¢], pre ktoré plati vo svize S
rovnost (2), davaji obe operacie o, o, td isté hodnotu, dand vyrazom (1).
Je otdzka, & pre kazdd trojicu [a, b, ¢], pre ktord st obe operdcie o, o, de-
finované, maji obe operdcie ti istd hodnotu. (Zd4 sa pravdepodobné, Ze to
nemusi platif.) .

Obr. 1.

LITERATURA

1. Kiss, S. A., Birkhoff, G.; A ternary operation in distributive lattices. Bull. Am.
Math, Soc. 53, 1947, 749—752. 2. Kolibiar, M.; Ternarna operacia vo svizoch. Cas. pro
pést. matematiky (v tlagi). 3. Croisot, R.; Axiomatique des lattices distributives. Can.
J. Math. 3, 1951, 2427, 4. Birkhoff, G.; Lattice theory. New York 1948.

Doslo 10. VIII. 19585,

XAPAKTEPUCTUKA CTPYKTVYPH B TEPMUMHAX
TEPHAPHOV ONEPAIUN

MUJAH KOAHUBHWAP

Boisoan

Ilycrs M — muoxkectso, O, I ero snementsl. I1ycth T HOEMHOXKECTBO A€KapPTOBOrO NPOH3BE-
nenust MXMXM ofnamaiomee CAeAyROUUMU cBoficteamy  (uepes [x, y, z] o0GosHauHM
TPOULY 3JEMEHTOB X, ¥, Z): A

(a) Ecau [a, b, c} =T, 10 [b,c, al€T, [c, b, alcT

(b) [a, b, a] €T ans BCAKHEX a, hzM

(c) [a, O, b1€T, [a, I, bl =T ann BCAKKX 2, oz M.
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Iycts kaxaoi Tponue {a, b, cl €T nocraBien B COOTBETCTBHE 3JEMEHT {a, b, c} €M Tax,
4TO HMeeT MeCTo:

(d\)} (O, a, I} = a nas Besakoro a EM,

{(d2) (a, b, ) = a ans BeAKux a, b €M;

(d;) ecan [a, b, c]€T, 1o (a, b, ) = (b, ¢, a);

(ds) ecan Tpoumu [a, b, cl, [a, b, d], [(d, b, a), b, c] npuHagnexaT MHOXeCTBY T, 0
{(a. b, ), b, (a, b, d}]€T u pononneno (3).

Torga MHOXeCTBO M ¢ onepauusiMi (4) s#Bisierca CTPYKTYpO# ¢ HaHGONbIIHM SJIEMEN-
toM | u HauMenbiuuM sneMentom O, B KoTopo#t mas [a, b, c]€T umeer Mecto (5).

BesKyi0 CTPYKTYPY € HAHMEHBIHM M HAauGONBLIAM J/NCMEHTOM MOXKHO ONpPEleaHTb STHM
nyTeM, eciH B KadectBe T B3ATL MHOXECTBO STHX TPOEK, KOTOpbIe YIOBJETBOPSIOT PaBei-
ctBy (2) ¥ m1a ITHX TPoex onpenenuts (a, b, c) dopmysoit (1.

TMoxasuisaercs Ha npaMepe, 4o B (5) MOXET HMETh MeCTO CTPOroif sHaKk < (A7 HeMUCTpH-
GyTHBHOIl CTPYKTYDH) H UTO OfHA M Ta JKe CTPYKTypa MOXeT GHITh ONpejesneHa ABYM: Tep-
HAPHEIMH OTIEPAlAsAMH, OTJHYAMMMHCA 00JaCcThi0 ONpefenieHys. (O Bcex paccMaTpMBaEMblX
TepHAPHBIX ONepanusx IpeanoiaraeM, YTo OHU obaanaior csoficteamu (a) — (ds).) Cra-
YHTCH BOMPOC, MOTYTh-JIk JiBe TepPHAapHHE ONepaiuyy, ONpefeNsiomie OHY H Ty Ke CTPYKTYpY
MMeTh pa3HOe 3HaueHue B TPOHNE, AJs KOTOpOi oGe orpeiesiextl.
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