Ako je vieobecne znéme, polohovy vektor ¢asopriestorového bodu (bodovej

PRISPEVOK K FORMULACII
ZAKLADNYCH ZAKONOV ELEKTRODYNAMIKY
V MINKOWSKEHO STVORROZMERNOM
CASOPRIESTORE

DIONYZ ILKOVI(

Autor zndmej udebnice’ vektorového podtu M. Lagally (Vorlesungen iiber
Vektorrechnung, Leipzig 1944) v tvode k tejto svojej knihe piSe: ,,...viade,
kde sa vysta®i s najjednoduchsimi vykonmi vektorového poltu, ocefiuje sa
potitanim s vektormi ziskani nezavislost od néhodilého stradnicového 8y-
stérru, avlak poditanie s diddami a s tenzormi vysiich stupiiov sa nepouziva,;
ked zavedenie diddy je u nevyhnutné, prejavuje sa aspoii neochota povazovat
diddu za zékladny matematicky pojem a oznadovat ju vlastnym znakom.
Namiesto toho, aby sa vystavba elementirneho vektorového poétu doplnila
dalSou kapitolou, potita sa opit len so stiradnicami.« Tymito slovami cha-
rakterizovany stav vo fyzikilnej literatiire ani dnes este nie je Giplne prekonany,
aj ked sa hotové vysledky u% dost vieobecne zapisujl nakoniec pomocou vek-
torov a tenzorov. .

V tejto stadii, vychidzajic z Maxwellovych rovnic a désledne pouzivajic
metédy a symboliky vektorového s tenzorového podtu, dochidzam k istej,
Vv rozpisanom zlofkovom tvare vieobecne zndmej formulécii zdkladného z4-
kona elektromagnetického pola v Minkowského Casopriestore, prifom nje-
ktoré elementirne vety Specidlnej tedrie relativity povafujem za znime. Pri
Uprave vyTazov pousivam aj niektoré definicie podetns pravidl4 vektorového
podtu v Stvorrozmernom linedrnom priestore, najmé antisymetrického a kom-
plerentarneho si¢iny dvoch vektorov, ako ich v svojich nedivno uverejne-
nych &tddidch zavidza J. Garaj.1 : :

Cielom tohto ¢lianku je najmi presveddit titatelov, Ze nielen podftanie
& vektormi, ale aj poéitanie s tenzormi ako s velitinami je jednoduché a vedie
ku vztahom a vyrazom, ktoré st omnoho prehladnejsie ako s nimi rovno-

‘cenné vzfahy medzi stradnicami prisluinych vektorov a tenzorov.

1J. Garaj, H,vummm.m<ow ku 4%.@@&8 vektorovej algebry v Minkowského Stvorrozmer-
nom &asopriestore, Eﬁamupmﬁow?m%wwﬁs% dasopis SAV, rod. 5, 22, 1955 a O pouZivani

imaginérnych stradnic v geometrii Minkowského ¥tvorrozmerného dasopriestoru, tamze,
str. 114,
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udalosti) vzhladom na iny takyto bod mozno pisat v tvare ¥tvordlenu

a*H&m+m\m+uw+s.&~ (D)

" alebo, ak zavedieme substitiiciu u — ict,

r* = zi 4} yi + 2k + ul, - {2)

kde z, y a 2 st pravouhl¢ siradnice vzfahujtice sa na inercidlny siradnicovy .
systém, ¢ je v tomto systéme obvyklym spésobom poditany &as, ¢ rychlost
svetla vo vikuu, i imaginirna jednotka a i, i, ka I jednotkové vektory rovno-
beZné so suradnicovymi osami pravouhlého systému a, vektor 1s &asovou osou.

Hamiltonov operitor v Minkowského asopriestore mézeme teda pisat
v tvaroch :

.0 .8 8 ;
0 H-wl+~%1+_mh+_lzﬂmh+urml+whlls._hl
. z F)
a3 t, 8
SVl =Vl @)

Majme na mysli elementdrne dasopriestorové posunutie bodu dané dife-
rencidlmi dz, dy, dz a d¢ dize posunutie bodu v priestore, ktoré sa uskutoénilo
v dasovom intervale dt. Kedse velidina

i — (da? 4--dy? + de?)

je od voIby inerciilneho stradnicového systému nezdvisli, nie je od tejto
Volby zévisl4 ani velitina,

dr = ﬁ\% - mw (d=® + dg? + dz2). )

Menuje sa @wwoggﬁ elementdrnym dasom (intervalom), uplynuviim medzi
dvoma udalostami, ktoré sa vzhladom na zvoleny vziainy inercidlny systém
prihodili v mieste a ase Y ztaxddr,y+ dy,z 4 dz a ¢t + dz. Ak dz,
dy a dz s6 diferencisly Priestorovych siradnic pohybujtceho sa bodu a dt
prisluny &as, je: )

. Q&N.T&\Nx_.mnal‘ 5
a2 =

druhd mocnina absolitnej hodnoty rychlosti wogéé.monmo sa bodu §EmﬁoB
na systém, na ktory sa vztahuji siradnice z, ¥,z a asovyidaj ¢t. Teda v tomto
pripade je: ,

ak sme polozili g =

gmwmamﬂcwo:mw.u:nwgw Casopis V, 4, 223




Podiel : : m . E . S , .
_dr*  dr 4 4c P pfdr . . o pE
v -, AH + g_.v = (v + icl) (5)

.EmbE.o sa &tvorrozmernou rychlostou pohybu bodu v dasopriestore a, wgmmﬁp- )

vuje vektorovy invariant, lebo dr- a dr si ties Invarianty.

. Z Lorentzovych transformécii vyplyva, Ze sa objem s rychlostou zmen§uje.
Ak pokojovy objem je V4, za pohybu je V — VolB. Za predpokladu, Ze elek-

tricky n4boj  je 'od ‘rychlosti svojho pohybu nezdvisly, hustota elektrického.

néboja je preto v tom istom pomere vadiia, t. j:je:

arg g e e=0eb P oa (8

ak g, znadi pokojovii hustotu elektrického niboja. _ ;
Vzhladom na Lorentzove transformicie invariantny 8tvorrozmerny vektor

u,”.?ﬁ” Me* =p(v4di) = (7

sa menuje dtvorrozmernou hustotou elektrického pridu v Minkowského &aso-
priestore. . . e , .
-Maxwellove rovnice v zneni platnom pre vikuum si:

div ¢ E = o,
divB = 0,
. oB . g ,
rot E = ~ | (8
. ] 1 8E

.. Séitanim uyicl ndsobku rovnice prvej a rovnice §tvrtej dostdvame rovnicu:

. A LTS . 19E . i
o #oie(V . BN 4V x B — mﬂ% = HoeV + pgicle = poov + pypicl = pJ
alebo, kedZe je : i

10E 3 i o [ 4

aV x B=(Vx E,wu =V.(B xI), kde I je ouowuoNEog% tenzor identity,
A AT . e PRRY
0 Aq_.ﬂmv:«.axc+Jm.A|MEvls_.-.

Tdto rovnicu, kedZe vo vyrazoch E,B x I a V nevystupuje jednotkovy
vektor 1, mézeme viak pisat aj takto:

D.Tx~+wa_|_in3~. | 9)
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vyplyvajicich rovnic (9) a (10), vzhladom na Lorentzove transformi.cie
li¢iny F a G st vzhladom na tieto transforméicie tie invariantné, je:

Podobne séitanim I nisobku: Maxwellovej rovnice v nafom poradi druhe;j
a i/c ndsobku rovnice tretej dostivame rovnicu: .

i i B
VBt vx B4 LB,
. . o - d
i aB
Bty A.o.;m 1) —1.28_, |

v : .

Wnoum,.wnwmmmmado <.ﬁ.msoawwumxnm_< nevystupuje u.omuoﬁwodv vektor 1
moéZeme pisat aj takto: - - . .. ’

o[fexrrmemlo g

Lahko ga presvedéime, o v rovniciach A 9) a (10), ktoré st rovnocenné s Max-
wellovymi rovnicami (8), vystupujice tenzory, Maxwellove tenzory s

F=BxI+ (El~E) = . an

-

~lExD+m_m (12)

80 antisymetrické a vzéjomne dudlne. Pre Tubovolny trojrozmerny vektor v,
ako si to &itatel jednoduchym prepoéitanim mé%e I'ahko sim dokizaft, plati
totiZ identicky v x I = | X v, takie je tie

wu_x_fr.m:»mv (13)
@- . B e : _w : ~
muﬂax‘mliw. : » (14)

w%:‘mm?fwmg mzam%Bgao_&@~me_ X B komplementdrne stdiny
‘prisludnych vektorov. :

Tenzory F a G méseme vyhodne poufit na odvodenie 4.05634. E abp
V priestore &, ktory sa vzhladom na priestor § pohybuje rychlostou v. Zo .
vzorcov (11) a (12) totiz bezprostredne vyplyva, Ze je:

E=il.F a B=g.| . as)

nich
ve-

Ked’e viak v désledku invariantnosti Maxwellovych rovnic, teda aj z

E =il .F a B =6G.T, (16)

gﬁmamnowo.»ﬁmw»ﬁ% &asopis V, 4.
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pritom s dasovou osou sistavy §* rovnobefny jednotkovy vektor I' ako funk.
cia rychlosti v pohybu stistavy S’ vzhladom na, sistavu S (pozri napr.J. Krem-
Pasky, Tenzor deformicie Priestoru a &asu pohybom, EﬁaE@S&S-@E-
kélny &asopis SAV, rog. 5, 124, 1955) je:

’ = —_—— = — _ y¥*
I'=g ? p <v P A

wmm<*u.¢ma<oﬂo§b¢§% w%oEOmaon&z mmwem.q% s d..qummoB na sistavu 9,
Teda tie# je: .

E'=v¢ F 4 B ="y g (16a)
Z Maxwellovych rovnie vyplyva, %e je vidy: |
wﬂuo.em. 2 E= lmummv.l%.

kde P je t.zv. vektorovy potencial a ¥ mW&mE% potenciil v elektromagnetic-

_moEwo:.gmmﬁo:o<o amuNoQEommEmnmmm vyjadrit aj pomocou tychto
veli¢in. Dostdvame: . .

. i o i ) R
. , d K] 7
.ua.qls.frAsll_l%_.vi_q!qiﬂwvn

=®Oo—on 4 w—w(iy)
alebo, ak k symbolu (IV — V1) pripoéitame mb&&&&. sa symbol ? % -1 %_Vu
takze bude:

AV — V1) = Qv — v 4 ?%mr_mm _v —ao — o,

F=®o-op+(ing_ gl M) = (VO - OV) = Ox V= rot v,
o . . ,. a”
kde V=P 4 WS je tzv. 8tvorrozmerny vektorovy potencigl v elektromag-
netickom poli. i ‘ B .

Tenzor G teda je, kedZe je dudlny k tenzoru F /
G=[x V=rot V. (18)
Rovnice (9) a (10) méZeme teda pisat aj takto: .

divrot V= 4.7, (19)
. divrot V = ¢, (20)
dize
O (O*V) =y _ (21)
.D.ADX<Y” 0. (22)
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Rovnicu (22) spliia viak kaidy §tvorrozmerny vektor V, lebo je vZdy (pozri -
napr. cit. §tadie J. Gara ja)

D;stulﬁxgéup

¢o siivisi s tym, ¥e rovnica (22) je désledkom Maxwellovych rovnic, v nafom
poradi druhej a tretej, ktoré na trojrozmerny vektorovy potencisl Pa, skalirny
potencidl V, z ktorych je vytvoreny Stvorrozmerny potencial -V, nekladg
nijaké podmienky: .

Ka#dé riefenie diferencidlnej rovnice

divrot V = 43

déva teda jedno riefenie §tyroch diferencidlnych Maxwellovych rovnic.
" Pretoze je divrot V = O.(@O*xV)=7. Vo-og V) = grad div V —
— [3*V, rovnicu (21) moZeme pisat aj v nizornejSom tvare

grad div V — 2V = 0. (23)

E@W&SE@mﬂm&oW& @owmu.mu.mmbosbmmbmz&gm napr. Maxwellovym tenzo-
rom F= % V. Ak je viak néjdeny jeden vektor v, meﬁ.mﬁ predchéidza-
jleu rovnicu, spliia ju aj vektor W — V + Oy, lebo je % W = O* (V +
+ 00 ¢) = 0O*V, kedie je U* (0 ¢) = (Ox0O) ¢ = 0. Vektor W viak
méZeme volit vidy tak, aby bolo divW = divV + %@ = 0, na o stadf
splnit posledni rovnicu, a to je vidy mozné. O vektore V méZeme teda pred-
pokladat, Ze spliia rovnice : :
divV = . (24)

02V = g,d. A ‘ (25)
KaZdé riefenie aj diferencislnych rovnfc (24) a (25) ddva teda jedno rie-
Senie diferencidlnych rovnic ‘Maxwellovych.
Rovnice (24) a (25) mo#no rozpisat na znime rovnice

. 18V
1 6P _
v T @ = T ey, (27)
1oV 1
. AV — Fa T T (28)

ktoré spitiaji ani relativisticky nie invariantné Potenciily, trojrozmerny vek-
torovy potenciil P g skaldrny potencidl V.
Doflo 9. VII. 1955.
Katedra fyziky
Slovenskej vysokes Skoly technicke;,
Bratislava :

Ewﬂmim:o_no-mv&:nn_zﬁ &asopis Vv, 4. 297




