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O MNOZINOVYCH SYSTEMOCH UZAVRETYCH
VZHI’ADOM NA NIEKTORE MNOZINOVE
OPERACIE

IGOR KLUVANE K, Bratislava

MnoZinové systémy boli spravidla §tudované v sdvislosti s definfciou miery
a integrdlu. Pritom sa jednotlivi autori obmedzovali iba na tie vlastnosti mno-
Zinovych systémov, ktoré bezprostredne potrebovali k rozvitin daliej tedrie.
L. Misik ma upozornil na to, %e je uZito&né zhrnif z jedného hladiska po-
znatky o mnozinovych systémoch, prihliadajic na viaceré viastnosti systémov,
ako je zvykom. Toto je uZito&né pre vySetrovanie vSeobecnejsich mnozinovych
funkeif, ako je miera. Za podklad mi slazili najmi tie prednifky o mnozi-
novych systémoch, ktoré predniesol L. Mi#ik v seminiri z teérie miery
a integralu v SAV. : .

V prvom odseku sii v krétkosti zhrnuté niektoré potrebné predbeiné po-
znatky a oznalenia. V druhom odseku st zavedené vlastnosti mnozinovych
systémov, s ktorymi sa budeme v dalsom zaoberat, a tie¥ definicia minim4l-
neho mnoZinového systému nad danym systémom s vlastnostami z danej mno-
Ziny vlastnostf a veta o jeho existencii. V trefom odseku je podany spésob kon-
Strukeie indukciou minimélneho systému s danymi vlastnostami nad danym
systémom. Vo Stvrtom odseku je tato konstrukeia vyuZitéd pre vySetrenie nie-
ktorych jednoduchych vzfahov a pre relativizdciu pojmu minimélneho systé-
mu. V piatom odseku st definované a vySetrované niektoré vieobecné vztahy
medzi mnoZinami vlastnosti mno#inovych systémov. Siesty odsek je venovany
fpecidlnym mnoZindm vlastnosti a ich vztahom. V siedmom odseku je ako
priklad uvedend kon§trukeia o-okruhu Borelovych mnozin.

1.

V celom referite uvaZované mnoZiny budi vidinou podmnozinami nejakej
pevne zvolenej mnoziny X. Prvky mnoziny X budeme volat bodmi, dant mno-
#inti X zékladnym priestorom alebo zdkladnou mnoZinou. o

0 je prézdna mnoZina, t..j. mno¥ina, ktors neobsahuje Ziaden prvok. a € 4
znadi, Ze bod a je prvkom mnoziny 4. V opadnom pripade pifemea S 4. 4 ¢ B
znati, Ze A je podmnoZinou mnoZiny B, t. J. kaZdy prvok mnoiiny A je; st-
¢asne aj prvkom mnoZiny B. V opadnom pripade pifeme 4 ¢ B. .
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Ak 4, B st mnoziny, potom symboly 4 U B, 4 n B maji obvykly .,H%Nu@E
mnozinového sidtu, resp. prieniku. 4 U B zna¥ mnozinu tych a E.s n%owWo-
dov, ktoré si prvkami aspoii jednej z mnoZin A lebo wh.\p N w je mnoZina
tych a len tych bodov, ktoré sidasne patria do oboch mnpin m\ ajB. A4 - B =
= A — (4 n B) je mnoZina bodov z mnoZiny 4, wnouo me s wgwﬁE. mno-
Ziny B. Kladieme 4 A B= (4 — B) u (B — 4). gso.NE,m A A B je sy-
metrickd diferencia mnoZin 4 a B. MnoZina X — 4 = A* je komplement mno-
Nzwawmw« je I'ubovolnd mnoZina a ak ku wwmmmﬁs &« € T priradime isti .Ebo-
Zinu 4., potom m%d&ooqpm. A, m,n.wn..\mn definujeme:

a€U A, < S@ed); acnd, < II(aecAd)
aeT aeT acT aeT .

zinu vSetkych prirodzenych &sel 1, 2, 3, ... oznadime N. . ”
. ﬁwwmzs <mmeWWav W.&E&b%or sel prvej a druhej \mmmm_b& mﬁmm%% t. j. EEH
Zinu vietkych koneénych a spodetnych ordindlnych mwm& oNBmpSEJ 3. N, ...Nmywaw
Gsek mnoziny prirodzenych &sel, je to mnofina wwﬁomxmﬂw\ow m_maﬁ EmsmMu .
ako n. Podobne pre o €  je &, tisek mnoziny on.&bwguaw owm\mw prvej a &dww
¢iselnej triedy, je to mnoZina v¥etkych ordindlnych &isel mensich ako «. Zna,
poufijeme pre prvé nespocletné ordinalne éislo.

Funkecia, ktorej obor definicie je N a ktorej hodnoty st mno#iny, je wOmacw-,

nost mnozin. Budeme ju kratko oznadovat {4,[%.

Funkecia, ktorej obor definicie je ¥ a ktorej hodnoty s mnoZiny, je trans--

finitnd postupnost mnoZin. Pre fiu pouZijeme oznadenie {44}scq. Postupnost,

resp. transfinitnd postupnost mnc#in je stipajica (klesajtica), ak pre kazdé

n€Nje A,CA,, (4.0 4,,,), resp. pre kazdé a €3, f€ S, <fje 4, C A
(A, D Ay). . ,
* Pre postupnost mno#in {4} definujeme:

0. @ ®
liminfA,=u n A, bmsupA,=n U A,.
n . n=l n=k n n=1 n=Fk

Postupnost mnoZin {4 nazyvame konvergentnou, ak plati: Nm_ss infd, =
s 2. v . 3 — - m -QEQ

= lim sup 4,. V tomto pripade mnoZinu ~w§ inf A, .M ~w§ sup A, oznaduj

?.3 ,N.. p.ﬂ@u%qmgamaao:womazwbo@mg&m:KL.

KaZd4 monoténna postupnost mnozin je _Mon<¢~.maba:& a plati NN_S A4, =
= m A,, ak {4,)7 je stipajtca a lim 4, = D~ A4,, ak {47 je klesajica.
n=1 "~ n N

! Vyznam logickych symbolov I, IT, =>, <> néjde &itatel napr. v Jarnikovom

Diferencidlnom poéte, kap. I, § 1.
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V dalfom budeme pouZivat princip matematickej indukeie transfinitnej

indukcie po prvé nespodetné ordindlne &islo a tie¥ nasledujtce dve vety, vetu
0 konstrukeii tiplnou indukciou vetu o kondtrukeii transfinitnou indukciou.
Nech M je 'ubovoIns mno#ina, Nech a € M. Nech ku kazdému » € N exi
zobrazenie, ktoré kazdej n-tici prvkov z M &
P (b, b,,...,b,)€ M.
Potom existuje prave jedna postupnost {a.ly s vlastnostami:

stuje
1> 0s5 o0, 8,) priraduje prvok

a; = a,
@i =Pya,a,, ...,a,).

Nech M je Iubovoln4 mnogina. N ech a € M. Nech ku ka¥dému « € 3 existuje
zobrazenie, ktoré kaZdej funkecii by, 5y, ..., b, .. ), mmmbcﬁso.,_. na 3, a ktorej
bodnoty st z M1, priraduje prvok Py(by, b, ..., bs, ...) € M. Potom existuje
prive jedna transfinitng postupnost {a.},<q s vlastnostami:

a«e”gu
Gy = PAQ\chAu...uQ\mu...v.

2.

systém vietkych podmno#in X.

Definicia 1. Nech M C X. Systém M je:

. @) uzavretyj vzhladom na siéet (aditivny),
b) wzavrety vzhladom na disjunktng sidet,
¢) uzavrety vehladom na rozdiel,
d) uzavrety vehladem nag viasing rozdiel,
e) uzavrety vzhladom na symetricki diferenciu,
1) uzavrety vehladom na prenik (; multiplikativny ),
9) uzavrety vzhladom na komplement,
k) uzavrety vzhladom na dolng limitu,
t) uzavrety vehladom na hornd limitu,
7) wzavrety vahladom na lLimitu,
k) monoténny zhora,
1) monoténny 2dola,

m) monoténny,

%) 0 — waavrety vihladom na suéot (o — aditivny ),

0) o — uzavrety vehladom na disjunkiny siéet,

P) o — uzavrety vehladom na prenik (¢ — multiplikativny ),
t) dediény, v o
8) obrdtene dediény,

Emnmimzoxokﬁ:ﬂnsw Casopis Vv, 4,
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ked plati: ;
a) ak A €M, BeM, potom aj AuB€M,
b) ak A€M, BeMa AnB =0, potomaj AUuB €M,
c) m@hmg.wmgﬁﬁg«&*&&.kﬁlwmgw
d) ak A€M,BeMa BC A, prtomaj A\— BEM,
e) ak A€M, BeEM, promaj A A BeM,
) ak AeM, BeEM, promaj AnBeM,
g) ak A€M, potcm aj A* =X — A €M.
k) ak {4,)7 je p-stvpnost muno¥in takd, e A€M pre n=1,2,3,...,
potom aj lim inf A, € M,
i) ak mamgsﬂx.@s\“ 1,2,3,..., piomaj imsup A, € M,

7) ak {47 je konvergentnd pestupnost mnofina A, € Mpren = 1,2,3, ...,
potom af lim A, € M,

k) ak {47 %: klesajica pestupmest mnoéin z M, potcm &.:DK».. €M,

1) ak {4,)7 je rastica postupnost mnoin z M, potom aj :M m.. €M,

m) ak plati k) a 1), =
n) ak {4,)F je Tubcvclnd pestupnost mmofin z M, potem aj U A,eM,

n=l
o) ak {4,)7 je postupnost mnotin z M a A,nA, =0, pre n = m, potom
ajuA,eM, k
=1 .

) E«:E o7 je pestupnost mnozin z M, potom &:P\H.. €M,

r) ak A€Ma BCA, potom aj BEM,

s) ak A€M, XD BDA, potom aj B€M.

Dohovor: Systém uzavrety vzhladom na sidet budeme pre u.mmhom.zcwgm
nazyvat systémom s vlastnostou a) a podobne aj pre ostatné vlastnosti.

MnoZinu vlastnosti a) a% s) oznatime W. MnoZinu {a), b), ¢), d), e), {),
g), 1), 8)} oznatime W,. , ‘ .

Systém X mé vietky vlastnosti z mnoZiny W. Ak vezmeme totiZ mg\ Tubo-
volné mnoziny 4 € X, BC X, mnoziny AuB,A — B, AANB, AnB m¢<wom-
mnozinami X. Tie% ak/{4,J® je Tubovolnéd postupnost podmnozin X, wmmﬁaﬂ
mnoziny lim inf A,, imsup 4,, M_ 4,, N A, st podmnozinami X. Podobne je

n n n=1 Eﬂm
to aj pre zvysujlce vlastnosti z mnoZiny W. o .

Ak V C W a vietky systémy z iste] mnoZiny systémov & maju vietky: ﬁm@ﬁ
nesti z wnoiny V, potom aj prenik tychto systémov mé vietky ﬁ@m.g,%e
z rrroZiny V. Nech vietky systémy M € © maja vietky vlastnosti z mnoZiny. V.
Nech a) € V,resp. ¢) € V,resp.e) €V, resp. f) €V, dalej nech h) € ¥V, resp.i) &V,
resp. n) € V, uom.w. p) € V.Ak A €n©,Ben &2 potom A € M, B € M pre

* 1 & znamens systém vietkych mno¥in 4, pre ktoré 4 € M pre ka¥dy systém M € ©.

164

kaZdy systém M €& a teda aj 4 u B, resp. A — B, resp. A A B, resp.
AN BzM pre katdy systém M€ a teda 4 U B, resp. A — B, resp.
AAB, resp. An Bzn G. Ak dulej je {4,)7 postupnost mno#in zo systé-
mu N®jeaj A, €M pre n =1,2,3, ... a pre vietky M € S a teda aj

lim inf A,, resp. lim sup A, resp. O A,, resp. n 4, €M pre vietky M € &
n n n=1 n=1

® o
a z toho aj lim inf A,, resp. limsup A4,, resp. u 4,, resp. n 4, €n &. Po-
n n n=1 n=1
dobne aj pre ostatné vlastnosti z W.

Lemma 1. Nech V CW,. Nech vietky &leny prstupnoss mnoZinoviych systémov
(M} maji vdetky vlastnosti z mmoiny V. Potom aj systém liminf M, md

vdetky vlastnosti z mnoZiny V. © "
Dékaz. I. Podla predoilého pre kazdé n systémy ~b3 M, maji vietky vlast-
(-] oo =n -]
nosti z mnoziny V. Podla definicie lim inf M,=u n M, a postupnost {n Mo,

n n=1k=n k=n
je rastiica, lemma bude teda dokdzana, ak pre kazdu rasticu postupnost {K [
@
systémov s vlastnostami z mnoziny V dokizeme, se aj systém U K, m4 vietky
vlastnosti z mnoZiny V. n=1

IT. Nech je (K, rastiica postupnost systémov s vlastnostami z mnoziny V.
Nech dulej a) € V, resp.c) € 7, resp. e) € V atd. Vezmime Tubovolné 4 € u K,,

n=1
B € u K,. Existujt prirodzené &isla ny, m, také, Ze A€K, , BeK .- PoloZme

]

7 = max (n,, n,}. Je 4€K,, BeK, a podla predpokladu aj 4 U B,resp. A — B,
atd. €K, a teda 4 U B, resp. 4 — B, atd. € UK., & b. b d.

n=1

Z lemmy 1 vyplyva, 7e pre konvergentnt ($pecidlne monoténnu) postup-
nost systémov {M,}? s vlastnostami z mnoZiny V mé aj systém M = lim M,
vietky vlastnosti z mnoziny V. "

Lemma 2. Nech VC W. Nech vetky Eleny transfinitnej postupnosti mmo%i-
novych systémiv (M,loco maji viethy viasinosti 2 mnoZiny V. Potom aj systém
M=u n M;md viethy viastnosti z mnodiny V.

a<<Q agf<Q

Dékaz. PretoZesystémy n M, maji vietky vlastnosti z mnoziny V a tvo-
5 . a=f<<2
ria. rastiicu transfinitni postupnost; stadi dokdzat pre rasttcu transfinitni
postupnost {K ,},<1, ktoreéj &leny majt vlastnosti z mnoziny V, %e aj u K, m4
: <q
v8etky vlastnosti z mnoZiny V. Nech teda {K.}ucq je rastica %anﬁo:omm
systémov s vlastnostami z V. Pre vlastnosti z W, ddkaz prebieha podobne ako
vlemme 1. Nech h) €V, resp. i) € V, atd. Nech4,s UK, pren =1,2,3, ...,
] . ) a<Q
méme ukdzat, ¥e lim inf A,, resp. msup 4, € u K, atd. Existuje takd po-
n n aQ
stupnost ordindlnych &isel 1. aleba 2. tiselnej triedy {w,)® Ze A, € K., . K po-
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stupnosti {«,}?° existuje najmensie ordinilne &slo o, také, Ze plati «, <

. = 0.
n=123,... PretoZe postupnost {K,},<o je rastiica, je 4,< Ko, a dalej
podla predpokladu &minf A4,, resp. lim sup 4, atd. € UK,, & b. t. d.

n n a<<Q

Veta 1. Nech VCW. Nech KCX. Potom existuje jeden a len jeden systém
m,(K) s vigsinestimi:

1°. KCm,(K). .

2°. my(K) m4 vdethy vlastncsti = mnoginy V. :

3°. Pre kaZdg systém M CX s vlastnostami 1°, 2° plati m,(K) C M3

Dékaz. I. Oznadme & mnoZinu vietkych systémov s vlastnostami 1°, 2°.
MnoZina & je neprézdna, pretofe X € . Polo¥me m,(K) = n &. Zrejme
NG CX. Systém U S m4 vlastnosti 1°, 2°, 3°. - ’

1°. KCn &, pretoze KCS pre kazdé S € S.

2°. Podla tivahy na zadiatku tohto odstavea.

3°. Nech M m4 vlastnosti 1°, 2°, teda M €&. Potom A GCM.
- II. Pripustme, Ze existuji dva systémy s vlastnosfami 1°, 2°, 3°, m,(K),
my(K). PretoZe m,(K) m4 vlastnosti 1°, 2°, 3° 5 my(K) ms vlastnosti 1°, 2°,
podla 3° plati m,(K) Cm,(K).Z podobnych dévodov tiez my(K) Cm,(K). Tym
je veta v tplnosti doksizang.

‘Definicia 2. Systém m,(K) je minimdlny mnoinovy systém nad systémom K
8 viastnostimi z mnofiny V. :

3.

V tomto odstavei ukdZzeme sposob, ako k danému systému M a nejakej mno-
‘tine vlastnosti V moino indukeciou skonitruovat systém m,(M). Z' definicie
a tie z tejto konstrukeie systému m, (M) vyplyvaji niektoré jeho vlastnosti.

Najskor priradime ka%dej mno%ine vlastnosti z mnoziny W isté zobrazenie
mnoZiny 2X, t. j. mnoZiny vetkych systémov nad X, do seba touto definiciou:

Definicia 3. Pre ka%dy systém A C X kladieme:
¢(A) =AU E fexistuji A €A, B€ A tak, e Z = A u B} 45

¢VA) =AU B (ewistujti A €A, BEA, A B=0tak, e Z — 4 u B},
A=A UE {ezistujti A € A, BeE A tak, e 7 — A — B)s

¢oA) =AU B fewistuji A € A, B€ A, BCA tak, % Z = A — B),
¢O(A) = A U 11 fewistujis A € A; B € A tak, % Z — 4 A Bl

¢”(A) = A cM@M {existujti A € A, B€ A tak, %e Z = A 0 B}

* Pozri [2], str. 22 (str. 27); [4], str. 86, aj ini.

* Ak Y je mnotina a n(y) je vyrok, tykajtci sa prvkov tejto muoZiny, potom E {n(y)}
znadi mnozinu vietkych prvkov mmoziny ¥, pre ktoré vyrok 7{y) plati. ye¥

8 Pozri {5], str. 165. .

8 Poazri [5), str. 167.
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¢A) = A U E {existuje A € A tak, 3¢ 7 — A*),

ZeX |
¢M(A) = A U E {existuje postupnost {AJ°, A, €A,n=123, ... tak, Ze

ZeX
Z = lim inf A,),

. 3
es?ﬁv”b CN@x {existuje postupnost {4,)°, A, € An=1,223, ... tak, %

Z = limsup A,),

oP(A) = A CN@ {ewistuje konvergentnd postupnost {47, 4,€An=1,2 3
eX

tak, Ze Z = lim A),
n
PA) = A U E (existuje klesajica postupnost {A,)°, A, € A, n = 1,23

ZeX o
tak, e Z = n A},
n=1 ) ’
PP(A) = A CN@% {ewistuje rastica postupnost {40, A, € A, n = 1,28, ..,
tak, % Z = O A,),
1

P™(A)= ¢™A) U g¥(A),

QEQCHb CN@M ?3.&5«%o&gggmﬁaﬁ.mam?s\n 1,2,3,... tak, %e
4 T Z=u4d) .
ne==]

$(A) = A U I feaistuje postupnost {A,J7, A, € A,n—=1,2,3, ... 4. A, —

R

3 e e

ZeX @
, Hc«s%,saaaumnNHC.m,r :
=] N
$7(A) = A U B {esisiuje postupnost (4,17, A, €A, n=1, 2, 3, ... tak, %
eX © 5
Z=nAd,l* "

“ - n=1
77(A) = A CN@ {existuje A € A tak, % Z C A),
€X
?(A)= A CN@ {ewistuje A € A tak, fe ACZ).

(ZeX .

, U&& Wﬁ.#@mm&gowmbmi@mggaﬂn:\ wﬁmHm.&EoNovgsmeEuomF%Mx
do mnofiny 2X takto: : . v .
Ak V.= {2, 2y, ..., 2,] C W, potom pre kaidy A CX kladieme:
P'(A) = gl=)(A) U (=) (A) ... U pl(A).

Zrejme pre kazdy A CX a kazdd mnosinu V C W plati A C ¢7(A). Dalej pre
ka?dt mnozinu ¥V C W a kazdé dva systémy A CX, BCX také, e A CB platf
?'(A) Co"(B). ] . o

Definicia 4. Nech KCX, V C W, (resp. VCW, VEW,). Postupnost mno#i-
novych systémov {KJ° (resp. transfinitni postupnost mmnoZinovijch systémoy
{Kolacco) s vlastnostams:

. 1° K; = K (resp. K, = K).
2°. K, =¢"(K,) pre n=1,23, ... (resp. Ko = U ¢"(K,)
pre o < L) nazgvame vytvdrajicon postupnostou pre systém m,(K). =

? Pozri [5], str. 169,
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Podla vety o konstrukeii tplnou indukeciou, resp. konstrukeii transfinitnou
indukeiou, ku kafdému systému KCX a kazdej mnoZine vlastnosti V ¢ W
existuje prive jedna vytvarajica postupnost pre systém m,(K).

Vytvirajica postupnost pre my(K) je rastéica. Pre V CW, je totiz

‘K, C¢'(K,) = K., pre vietky n. Ak V' C W, V& W,, potom zase pre « <p <
<L jeKa=Ug"(K)C(UgK))u( U ¢"(Ky)) = U ¢"(Ky) = K.
f<a <la asé<p s<p

Lemma 3. Nech VCW. Nech M CX md vdetky vlastnosti z mmofiny V. Nech

K € M. Potom plati ¢"(K) C M.

Dékaz. Uvazujme najskér, e mnogina V sa sklad4 iba z jediného prvku.
Pre urditost vezmime a)€ V. Nech K ¢ M. Vezmime Tubovolni mnoZinu
A4 € p*)(K). M6%u nastat dva pripady. Alebo 4 €K a potom sme hotovi,
alebo 4 ¢ K, aviak vtedy existujt mnoZiny A4, €K, 4,€K také, so 4 =
= 4, U 4,, ale pretoZe podla predpokladu M je uzavrety vzhladom na stidet,
A € M. Podobne odbavime vietky vlastnosti. Dokaz dokonéime, ak uvazime,
Ze ¢"(K) = ¢=)(K) U ¢=)(K) U ... U gl=(K), prifom z,, z,, ..., z, si
vietky prvky mnoZiny ¥ a pre kaZdé zobrazenie g(=:) (K) tvrdenie plati.

Veta 2. Pre lubovolnd, mnofinu V C W a lubovolny systém K CX systém
m,(K) je rovny suétu vietkyjch élenov vytvdrajiicej postupnosti pre systém m,(K).3

Dékaz. I. V pripade V C W, méme ukézat, Zo m,(K) = G K,, pritom

systémy K, si dané definiciou 4. n=l
i) Zrejme K = Nu Cu K,. Dalej systém U K, mé SM%WM vlastnosti z mno-

n=1 n=] -]

w0
Ziny V. Ak vezmeme toti% Jubovolné mno¥iny 4 € UK., Be U K,, existuji

i fn=1 =1 .
dve prirodzené &isla n, , n, také, e A€K,, BeK,, aak poloime n = max {ny,m,},
je A€K,, B€K,, pretofe postupnost {K,I¥ je rastica. Ak a) € V, resp.
¢) €V atd. z definicie 3 mime 4 U B, resp. 4 — B atd. € ¢"(K,) = K, ,,

teda aj 4 U B, resp. 4 — B atd: € .U K.. Tym sme podla vety 1 a definicie 2

. [ =1
dokézali vztah m,(K) € UK,.
. s Sxﬂv“— s e
ii) Vztah U K, C m,(K) dokaZeme tak, e dokdfeme K, C m,(K) pre n =

n=1 v

=123, ..

1°. Pre n = 1 je tvrdenie spravne podla vlastnosti 1° m,(K).

2°. Nech K, ; C m,(K). Pretoze systém m,(K) mé vietky vlastnosti z mno-
Ziny V, podla lemmy 3 a definicie 4 je K, = ¢"(K,_;) C my(K). Tymto je veta
pre pripad V C W, dokézans..

II. V pripade V & W, dokésme, 7e m,(K) = u K,, pritom systémy K, st
3 : o<
dané definiciou 4. Staéi sa v dokaze obmedzif, na vlastnosti z W —-W,.

® Porovnaj [2] Theorem C, str. 23 (Teorema 3, str. 28).
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i) KC uK,, pretote K = K. Dalej ukézeme, 3o systém U K, mé vietky

a>0 a<<Q
vlastnosti z mnoZiny V. Vezmime TIubovolnt postupnost mnoZin {4,}7,
4,€UK,, n=123, ... K tejto postupnosti existuje takd postupnost
a<<Q
‘ordindlnych &sel {x,)®, Je A, € Nn._, n=123, ... K postupnosti {x,}®

existuje najmensie ordinilne . &islo %, Ppre ktoré «, <oy, n=1,2, 3, ...
Pretoie postupnost {K oo je rasttea, plati Nha C Nn., Pen=1213,..

atedaaj 4, €K, pren = 1,23, ... a podla definicie 3 a 4 ak h) € V, resp.
i) € V atd. liminf A,, resp. limsup A, atd. € ¢"(K,,) CK,,,; az toho liminf A,,

resp. limsup A, atd. € CW:. Z toho méme podla vlastnosti wu m,(K):
n a<C.d s

m,(K) CuK,.
a<<Q

ii) Aby sme dokizali UK, ¢ m,(K), oznatme (iba pre tento dokaz) &’
a<<Q

mnoZinu ordindInych &sel o« < 2 takych, 7e K, ¢ m, (K). UkdZeme, Ze §' = §.
1°. 0 €Y, pretoze K, = K cm, (K). .
2°. Nech pre a € & je &, c &, t. i-§ <a =¢€g. Podla predpokladu
a podla lemmy 3 mime ¢ <a = K; c m, (K) = ¢' (K;) ¢ m, (K) =
=>U¢"(K,) =K, cm(K), t.j. &, S =>a€ 3. Tym sme dokézali, fe pre
§<a =
kazdé o €  plati: K, C my(K), teda aj U K, ¢ m(K).
} nnw
Z i) a ii) méme m,(K) = U K, a veta je aj v pripade V¢ W, dokdzans.
a<<Q - E

4.

Systém m,(K) méi niekolko jednoduchych vlastnostf, z ktorych niektoré
uvedieme. -

Vlastnost 1. Nech Vc W, McX,McKc my; (M). Potcm m, (K) = m, (M).

Vlastnost 2. Neck V.c W, McX. Systém M md vdetky vlastnosti z mnoZiny
V vtedy a len vtedy, ak m, (M) C M.

Vlastnost 3. Nech V¢ W. Nech K c M ¢ X. Potom m, (K) cm, (M).

Dékaz. Kaidy systém s vlastnostami z mnoziny V, ktory obsahuje systém
M, obsahuje aj systém K. :

Vlastnost 4. Nech V,c V,c W, nech M c X. Potom plati m, (M) c m, (M).

Dékaz. Kazdy systém so vietkymi vlastnostami z mnoziny ¥, m4 aj vietky
vlastnosti z mnoziny V,.

Vlastnost 5. Nech VCW, — {r),s)l. Nech M C X, M = §,. Potom plati:

m, (M) =M. Ak ¥ < Ny, potom aj m, (M) < §,.2,10

® Ak Y je Iubovolnd mno¥ina, ¥ znadi jej kardinalne &slo. 8 znadi kardinglne &islo
spodetnej mnoZiny,
% Pozri [2], str. 23, (str. 28).
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Doékaz. V pripadoch a), ¢), e), ) sa ku kazdej dvojici mno#in z M d4 priradit
jedna mnoZina z ¢” (M) — M ako stdet, rozdiel atd. V pripadoch b), d), resp. g)
dokoneca iba k niektorym dvojiciam mnoZin, resp. mno%inim, z M d4 sa pri-
radit mnozina z " (M) —M, a to tak, %e sa vietky mnoziny z ¢" (M) — M vy-
Cerpajti. Pretoie M= Ny, vyplyva z vlastnost{ W@I&&U&b%@ﬁ &isel, ze ' (M)-M=<

< M a teda @' (M) = M a z toho podla vety 2 m,(M) = M. Déokaz druhej &asti
je podobny. . g

Vlastnost 6. Neck VCW, nech Mc X, nech A €m,(M). Existuje taky
najviac spoletny systém K cM, %e 4 € m, (K).u G

Dékaz. Méme dokizat, se m, (M) = U m, (K), pri¢om K prebieha vetky
najviac spodetné podsystémy M. .

Podl'a vlastnosti 3° pre kazdy systém KcM plati m, (K) cm, (M), teda aj
Um,(K) C m,(M). Aby sme dokizali obritent inkltiziu, uvi¥me, ¢ McC
U m, (K). Stad{ teda dokizat, 7e U m, (K) m4 vietky vlastnosti z mnoZiny V.
Vezmime I'ubovolnd postupnost {4,} ® taka, fe 4, € U m,(K)n=12s3,...
Ku kaZdej mnozine 4, existuje systém K,. Ze platf 4, € m,(K,), teda urdite
A, €my,( U~~m..v a dalej aj lim inf A,, resp. lim sup A,, resp. ﬁ_ A, atd. €

;P .n 2

ne=1

EvA m“ Nav.bwm%m&E%N:dom b&i@ow@&mgﬁwgog aj systém Oo_mma je
= . n= .

najviac spodetny. ’ . ‘

~ Vlastnost 7. Nech Vc W,, McX, 4 € m; (M). Potom existuje taksj koneéngj

systém K c M, Ze plati 4 € m,(K). -

Pékaz ako pri 6. .

Vlastnost 8. Nech V.c W, V,c W, — {r),'s)}. Nech systém M c X md véetky
vlastnosti z mnoZiny V,. Nech 4 ¢ my(M). Existuje taky najviac spobetnyy systém
K c M s vlastnostami z mnoiny V,, e A € m, (K). : ,

Dékaz. Treba ukizat, e systém U m, (K), prisom K prebieha vietky naj-
viac spodetné podsystémy M s vlastnostami z Vy, mé vietky vlastnostiz mno-
Ziny V. Vyberme postupnost .E..:un 4, eumy(K), n=1,2, 3, ... Ku

kaZdej mnozine A, existuje systém K, tak, %e 4, em,(K), teda 4, € m, AC_. K,).
. K . E n=
Systém U K, je najviad: spotetny a podla vlastnosti 5 aj systém L =
n=1 *

= E:A@ K,) je najviac spodetny a lim inf A, resp. lim sup 4,, resp. C_ A4,
n=1 on n . N=

atd. € :.uv AU K,) Cm,(L). d_mobmaaa dékazu je Nu..ou.upm.
n=1

V daliom ukiZeme relativiziciu pojmu m, (M) vzhladom na nejakid mnozinu
ACX. To znadi, e ukdZieme, ako sa stane TubovoIns mno#ing 4 CX sama
zékladnym priestorom. Urobime to vo vete 3.

11 Pozri [2], str. 24, (str. 29); [3], str. 15.
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=40 o"(M) =4 M,

Definicia 5. Nech ACX, MCX. 4 M znaét systém vietkijch mmo¥in
twaru Bn A, priécm BeM.

Lemma 4. Pre kaZdy systém M C X, kaZdi mnoginu A CX a katdi mmotinu
VeW, g3V, s)2V plati: A 0 ¢"(M) = ¢"(4 n M).

Dé kaz. Uvaiujme najskér, Ze mnoZina V sa sklad4 iba z jediného prvku.
Vezmime V — {a)l. Nech EFe 4 Nng'M), t. j. E=An BBe (M),
Mé7u nastat dva pripady,ato B € Malebo B2 M.V Prvompripade € A n M
a tieZ ' € ¢/ (4 n M). V druhom pripade existuji mnoziny B,, B, € M tak,
Ze B=B UB,, teda E — 4 N(B,UB)=(4nB)U (A n B)e
9 (4 n M). Tym je dokdzand inklvzia 4 N ¢ (M) C ¢ (4 n M). Obritent
inkliziu dokdZeme podobne. Ukondenie dékazu je zrejmé.

Veta 3. Za predpokiadov lemmy 4 plat: A 0 m, (M) = m, (4 A M)

Dékaz. Budeme rozoznivat dva pripady V C Wea VI W,.

i) V prvom pripade nech {M.le je vytvarajica Postupnost pre systém
m, (M) a (L Vytvérajica postupnost pre systém m,(4 n M). Uplnou
indukciou ukdZeme, %o 4 n M,=L,pren=1,2, 3, ..

1°. Pre n = 1 tvrdenie je zrejmé.

2°. NechdnM,_, = - Podla definicie d4dalemmy 4 je: L, = o' (L,_)) =
=¢"AdnM,_)=Adn¢'M,_)=A4~M,.

V tomto pripade sa veta u¥ dokdze Tahko. Je toti% podra vety 2
m, (4 A M) u.ﬂ L=U4nM=4n m_Fn A A, (M),

Ne= N= = . "
' ii) V druhom pripade nech {M,},<q je vytvédrajica postupnost pre m, (M)
3 {Lolocg vytvérajica postupnost pre m,(4 n M). Transfinitnou indukeiou
zase ukiZeme, %e pre kaidé o < Q plati L, =4 n M,. .
- I°) Pre « =0 je tvrdenie znovu trividlne, =
- 2°. Nech pre vietky & <a<Qplati L= 4 n M;. Z toho podla defi-
nicie 4 a lemmy 4 plati: Li=Ug¢"(L)= U ¢"(4 n M) =U(4 no"(M,))=

§<<a . <z - f<a ]

Ajv MMMH\S pripade sa veta dokéd¥e u jednoducho. Podla vety 2 je
mAnM)=UL =UAnM,=4n UM, =4 n m,(M).

g a<<@ << a<<@

Désledok. Nech VCW, nech. g)cV, )3 V. Nech MCX md vietky
vlastnosti z mnoZiny V. Nech 4 € X je Iubovolnd mnozina. Potom systém
M n 4 m4 vietky vlastnosti z mnoziny V.

12 Porovnaj [2], str. 25, (str. 30).
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5.

V tomto odseku si v§imneme niektoré vztahy medzi mnoZinami vlastnosti.
Napr. &asto z toho, Ze nejaky m.%mamE m4 uréité vlastnosti, ihned mézeme sadit,
Ze md aj niektoré iné vlastnosti. Takyto pripad zachytime nasledujtcou de-
finiciou.

Definicia 7. a) MnoZina viastnosti V,C W vyplyva z mno¥iny vlastnosti
Vi C W, ak kaZdy systém M C X, ktory md véetky vlastnosti z mnoZiny V,,
md aj véetky vlastnosti z mmoiny V,. Pideme V,=>V,. .

b) MnoZina vlastnosti V, C W je ekvivalentnd s mnoZinou vlastnosti V,Cc W,
ak Vy, = Vya V, = V,. Pideme V, = V,.

Pre I'ubovoIné mnoziny V, C W, V, C W, Vs € W zrejme plati:

Ak V, = V,a V, = V,, potom aj V, = V,.

V = V pre kazdd mnozinu ¥V € W.

Ak V, = V,, potom aj V, = V,.

Ak V), = V,a V, =V, potom aj V, = V,. ,

Poznédmka. Vafahy V, = V,, resp. V, =~ V, st zrejme zdvislé od mno-
Ziny X. Napr. ak X je konednd mnoZina, potom vidy {a)} == {n)}; {f)} = {p)}
atd. Ak mé napr. mnofina X iba jeden prvok, potom TubovoIny systém nad
mnoZinou X mé vela vlastnosti, ktoré st v désledku toho ekvivalentné.

V dulfom budeme vygetrovat vztahy V, = V,, resp. ¥V, = V, iba v tom
pripade, ak platia v kazdom zdkladnom priestore, t.- j. ak st od mnoZiny X
nezdvislé. Aj zipis V; = V,, resp. V; = V, treba v d.lom chdpat v tomto
zmysle. . ’

Veta 4. a) Mnosina viastnosti V,C W vypljva 2 mnodiny vlastnosti V, C W
vtedy a len viedy, ak pre katdé X a kasdy systém M C X plati: my (M) C m, (M),
iZe systém m, (M) md vdetky viastnosti z mnofiny V,. ,

b) Munofiny viastnosti V, a V, st ekvivalentné vtedy a len vtedy, ak pre ka¥dé X
a kazdy systém M cX plati m, (M) = m,_ (M). ‘

Dékaz. a) Nech V, vyplyva z V,. PretoZe pre kazdd mnofinu X a kaZdy
systém M C X systém m,, (M) md vetky vlastnostiz mnoziny V,a M C m, (M),
plati z vlastnosti 3° definfcie 2 m,, (M) Cm,, (M).

Nech naopak pre ka#dé X a kaidy systém M C X platf m, (M) C m, (M).
Potom pre kazdy systém K CX plati: m,, (m,, (K)) Cm,, (m,, (K)) = m,, (K)

b) Vyplyva z a). .

Definicia 8. MnoZina vlastnosti V,C W zachovdva mno%inu viastnosti V.cw,
ak pre k.Zdy systém M C X, ktorg md véetky vlasinosti z mnoZing V,, systém
m, (M) md vsetky viastnosti z mnofiny V,.

Zrejme plati, ak mnozina ¥V, C W vyplyva z mnoZiny ¥V, C W, mno#ina V,
zachovéva mnoZinu ¥, a mno#ina V, zachoviva mnoinu V. .

Veta 5. Neckh mnofiny V, C'W, a V, C W, zachovdwvaji V C W,. Potom aj
mnoZina V, U V, zachovdva mnofinu V.
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Dékaz. I. Nech systém K CX mé vietky vlastnosti z mnoziny V. Z vety
o konstrukeii dplnou indukeciou vyplyva, Ze existuje prave jedna postupnost
mnoZinovych systémov (K}, definovans takto:

1°. K, =K. :

2°. K = my, (Ko,), Kap,=m, (Ky,), k=1,2,3, ...
Pretoze mnoziny V, aj V, zachovavaji mnozinu V, indukciou sa Tahko ukaze,
Ze systémy K,, n =1, 2, 3, ... maju vietky vlastnosti z mnozZiny V. PretoZe

{K.} je rastiica konvergentnd postupnost, vyplyva, Ze aj systém U K, md
’ n=1
0
vietky vlastnosti z mnofiny V. UkiZeme, %o U K, = my, uy, (K).
n=1

IL Uplnou indukciou sa ukége, e pren = 1, 2, 3, ... plati: K, C m,, yy, (K).
Z toho aj UK, Cm, y,,(K).
. n=1

o«

Naopak zase K C .M_. K, . Okrem toho systém
1

n=

K, m4 vietky vlastnosti z mno-
i ;

m.mz% ViU V,, a preto my, yy, (K) = U N._.,H%B je ddkaz podla I vykonany.
n=1 . -

Veta 6. Jlech mnofiny V, C W, V, C W zachovdvajé mnoinu V C W,. Po-
tom aj mnoZina Vy U V, zachovdva mnofinu V.

Dokaz. I. Na zdklade \m:.mmo%& vety je zrejmé, ¥e dokaz stadi vykonaf
len v pripade, ked aspoti jedna z mnozin V,, V, nie je podmnozinou W,. Nech
systém K C X ms vietky vlastnosti z mnoiny V. Zostrojme transfinitni
postupnost mnoZinovych systémov s tymito vlastnostamis:

1°. K, = K. -
2°. K, = U m,, (m, (K;)) pre vietky o < a < Q.
<o

HuOmgHEOmm*NL..Abu.ogmacy.vawmm@m?Abm%memgmmng.ﬂw <W¢Em.<ismn-
nosti z mnoziny V. Toto tvrdenie dokéZeme indukciou. P

1°. Pre « = 0 K, = K a tvrdenie je zrejmé. S
. 2° Nech pre v8etky & <<« < Q plati, Ze systémy K, maji vietky vlast-
ncsti z mnoziny V. MéZu nastat dva u.ci@@@%. Ak existuje n < o tak, e 4 1=
= &, potom, pretoZe postupnost (Koo ? rastica K, = m,, (m,, (K,)) a sy-
stém K, méd vietky vlastnosti z mnozinyV, lebo mnoziny V, a V,.zachovévaja.
muuomm:ﬁ V a podla indukéného predpekladu systém mms mé vietky vlastnosti
z mnoZiny V. Ak neexistuje také 5 <, e by platilo 5 + 1 = «, jpostupujeme
pre kazdu vlastnost zvla§t. Nech napr. a) € V. Cheeme ukizat, Ze systém K,
mé vlastnost a). Vezmime dve mnoziny 4, B€ K,. To znadi, Ze existuju také
§i<aa b <arZe dem, (m,, (Kg)), Bem, (my, (Kg,)). PretoZe postupnost,
{Kalao je rasttica 4, B €m,, (my,(K;)), priSom &= max {£, &} Teda aj
4 v Bem, (my,(K;)) a podla definicie {Kyjoeg 4 U B € K,. Podobne pre’
ostatné vlastnosti. . o %
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- I1. PodTla lemmy 2 a podla I systém U K, m4 vietky vlastnosti z mnoziny V

, a<<f -
a vietky vlastnosti z mnoZiny V,u V,. Je K '’ K,, teda ajm,, rn{K)cU K.
a<<Q a<s)

Naopak, pouzitim vlastnosti 2° ga transfinitnou indukeciou Tahko ukéize, ze pro
kazdé & < Q je K, C My, uy, (K), teda aj UK, C my, yy, (K), tym je veta do-
kzana, v o~

Dva priklady na zachovévanie mnosin vlastnost{ uvedieme v podobe dvoch
dalsich lemm. o .

Lemma 5. Mno%ina viastnost{ {n), D)} zachovdva mmoiny {0)).

Dékaz. Ukdzeme najskér, ak systém M je uzavrety vzhfadom na komple-
ment, Ze aj systém ptnh 2)} (M) je uzavrety vzhladom na komplement. Vezmime
Tubovolnt mnozinu 4 € @™: 2% (M). Potom bud 4 € ¢ (M), alebo 4 € g= (M).
V prvom pripade existuje postupnosf mno#in {4)° taks, e A, €M pre

n=12 3 ...34-— Q A,. Pretoze podla predpokladu aj A¥eM pro
Ne=l :

n=1,23, ... plati, e 4% — om. A¥ € pinh 2} (M). Podobne odbavime aj druhy
pripad. " .

Ak teraz systém M ms vlastnost g), ukézeme, 7o aj vietky Sle¥ vytvira-
jtcej postupnosti pre systém m,,, .. (M) maji vlastnost g). Zrejme m4, vlast-
nost g) systém M,. Nech vietky systémy M; pre ¢ <o < maji vlast-
nost g); ukdZeme, Ze aj systém M, m4 vlastnost g). Vezmime mnoginu 4 € M,,
teda existuje £ < , %e 4 ¢ @ik e)l (M), ale podla indukéného predpokladu
M; mi vlastnost g) a teda aj @im2)} (M;) m4 vlastnost g), teda aj A“€
PP (M) a tie A* € M,. :

Na ukondenie dékazu stadi pouZif lemmu 2 a vetu 2.

Lemma 7. Mno%ina {m)} zachovdva mnotiny {a), ¢)}.

Dékaz. Nech systém M m4, vlastnosti a), ¢).

L. Pre 4 €M oznadme m, systém mnozin B € mi,,,, (M), pre ktoré 4 u B,
A—BiB—4e¢ mm); (M). Pretoze M m4 viastnost; a),c),jeM C m, . Z toho,
¥e m,y,), (M) je Mmonoténny systém, uksse sa, e aj m, je monoténny, teds
Mim; (M) Cn,, tize m, =my,,, (M),

HH.H.nohma?igvﬂ.‘dszmmﬁo m, systém B € my,y,; (M), pre ktoré 4 u B,
4 — B, B — 4 €my,,,(M). Podla I M Cm,. Je znova zrejmé, e m, je
monoténny, teda m, = M yp,): (M). Pretoze mnoZiny 4, B vystupuji symetrio-
ky, v systéme m, mj M)y (M) vlastnosti a), c).

6.
V dalfom si vEimneme niektoré &pecidlne mnoZiny vlastnosti, ktoré sq zvI44€
délezité, pretoze systémy s tymito vlastnostami sliZia za obor definicie pre
miery,
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Definicia 9. N eprdzdny systém M C X vlastnostami a), c) sa nazyva mnoi-
novy okruh. ) .
Neprizdny systém M € X s vlastnestimi n), ¢) sa nazgva mnoinovy a-okruh.
' Neprdzdny systém M C X o vicstnostams a), g) sa nazgva mnofinovd algebra.
Neprizdny systém M € X s vlastnostami n), g) sz nazY§va mnofinovd o-algebra.
Veta 7. Mnofiny lastnosts {a o)l, {b), e)}, {a), )}, {e), N {e), &)} s ekwi-
valentnd, . . ,
Dékaz. I. Zrejme plati {a), c)} = {6), c)}. Opa&ne nech M C X m4 vlast-
nosti b), ¢). Nech 4 €M, Be M. Pretoze AUB=A4uyu (B — A) a podrla
viastnosti ¢) B— A€M g dalej 4 n (B—A4)=0 je Au BeM, teda

- {b). )} > {a), e)}.

II. zrejmezase {a), o)} = {a), d)). {a), a)} = {a), c)} vyplyva z rovnosti
hl,.mm?acw.vlw.

II1. {a), c)} = {e), f)} vyplyva z rovhosti: 4 A B = (A —-B)u (B — A4)
AnB=4—(d—B). {e), )} = {2),c)}, vyplyva 2 4 U B~ (4 A B) A
Akjvmvmamlw.”hb?mbwv. ‘

IV. {a), ¢)} = {c), ¢)} prevedieme podobne ako v III. Ostatné ekvivalencie
86 podla tranzitivnosti ekvivalencie zrejmé.

Pozndmka. Z vety je zrejmé, e kazdy mnoZinovy okruh ms4 vietky vlast-
nesti z mnoZiny {a), b), ¢, d), e), )}. VzhTadom na operéciu tvorenia symetric-
kej diferencie ako stdtu a vzhladom na prenik ako stéiny tvori mnoZinovy
okruh v algebraickom: slova, zmysle. Nulou v tomto okruhu je prazdna mno-
Zina. Zrejme 0 € M ak M je mnoZinovy okruh, pretoze 4 €M =0 — 4 — AeM.

Dalej plati, ze kazdd algebra je okruh a okruh, ktory obsahuje zikladny
priestor X, je algebra. Dékaz prvej Casti tvrdenia vyplyva z rovnosti 4 — B =
= (4* U B)*, druhd zase z 4* — X — A. Zékladny priestor X je v okruhu
jednotkou v algebraickom zmysle.

- Veta 8.1. {n),c)} = {a), b,) d), e), f), k), 3), 7), k), 1), m), 0), p)}. IL. MnoZinovyj
okruh, ktory§ md Pubovelni z viastncsti k), 3), §), 1), m), o), je a-okruhom.

ITI. Mnotiny viastnosti {n), )}, {n), d)}, {0), ¢)} {c), 1)} st ekcivalentnd.

D6kaz. I Nech M € X je g-okruh. 4 € M = 4 . A = 0€ M. Kaidy o-okruh
obsahuje teda prizdnu mnoginu. [A€EM, BeM]=>[4duBuouoO U...=
=AU BeM], teda kaZdy ¢-okruh je okruhom. Z toho podla vety 8
a poznimky kaidy o-okruh ms vlastnosti a), b), c), d), e), f). Z rov-
nosti m_ 4, = am_\: —,U (U4, — 4,) vyplyva, %o katdy o-okrub mé vlast-
nost mwu Z .immgnogm n) bezprostredne vyplyva vlastnost 1) a o). Z vlastnosti
P) vyplyva zase vlastnost k). Z vlastnosti k), 1) vyplyva m). Z rovnosti

g o ’ « h s rd L2
liminfA, = Un Ay, imsup A, = U 4, a7 vlastnost{ n), p) vyplyvaja
n n=1 k=n n n=1 k=n
vlastnosti h), i), j). ‘
Matematicko-fyzikélny Zasopis vV, 4 205




II. Nech okruh M mé& vlastnost h). Nech 4, eM, » =1,2,3, ... Postup-

n n o0
nost {U A4.,}* je zrejme rastica a U 4,€Mpren =1,2,3, ..., teda C_m.. ==
k=1 " n=1 k=1 ne

= lim inf O 4, € M. Podobne dokézeme, %e okruh s Tubovolnou z vlastnosti i),
k=1

i) c,w m) H.M o-okruhom. ‘

HI. {n), ¢)} = {n), d)} sa prevedie podobne ako dékaz vety 7 III. Zrejme ;
{n), c)} = {0), ¢)}. Opadn4 implikdcia vyplyva z rovnosti U 4, = C~ (4, — X

‘n—1- n=1 n= 5
— U 4,), ak uvdZime, 7e systém vpravo je disjunktny a systém s vlastno-

wuﬂ
stami o), ¢) je okruh. {n), ¢)} = {c), i)} podla I. Nech systém M m4 vlastnosti c),
i). Nech 4, €M, » =1,2,3, ... Utvorme postupnost {4,, 4,, 4,, 4,, 4,,
gy oo drgilly ullonllon, s a5 Ay, .} = {B.,}. Plati: Ns.ss‘ms% B, = C_ A, eM.°

n ¢ n=

Pozndmka. Kaid4 o-algebra je o-okruh. ¢-okruh je o-algebrou vtedy a len
vtedy, ak obsahuje zékladny priestor X. C :

Veta 9. I. Nech X € M ¢ X. Nech M md vlastnosti f) a g). Potom M je al-
gebra. : .

II. KaZdd c-algebra md ka#dd z viastnosti a), b), ), d), e), f), &), i), 7), k),
1), m), o), p). o

II1. Ak algebra md niektord = vlastnosti k), 1), §), k), 1), m), 0), p) je a-algebrou.

IV. MnoZiny vlastnesti {g), L)}, {g), P)}, {9), n)} s ekvivalentné.

Dékaz. I. Vyplyva z rovnosti 4 U B = (4% n B*)*,

II. Vyplyva z toho, Ze s-algebra je a-okruh.

II1. Ak algebra m4 niektord z vlastnostf h), i), j), 1), m), o) j2 o-algebrou
podla predcilej vety a podla poznimky. Nech algebra M m4 vlastnost k).
Nech {4,}7 je rastiica postupnost, 4, €M% =1,2,3, ... Postupnost {4]}7
je klesajtica, A€M, n = 1, 2, 3,...U 4,= [N A¥]*. Teda M m4 vlast-

. . n=]1 n=1
nost 1) a podla predoflého je a-algebrou. Nech algebra M mé vlastnost p).
VA rovnosti .u A,=[n 4** vyplyva, e m4 vlastnost n), teda je o-algebrou.
E n=1 n=1 ; _ . . | o .
IV. Z II vyplyva {g), n)} = {g), p)}. Z rovnosti U 4, — [U 4] vyplyva ;
# g - n=1 = i b
{€),p)} = {g),n)}.. Z I znova vyplyva {g), n)} = {g), h)}. Podla vety 8 IIIL.
{i)} = {n)}. Dalej plati lim sup 4, — (4minf A¥)*, z toho méme {g), h)} >
= A@YH&V. . . .. . oo - i .
.Veta 10. Nech McX je neprdzdny; nech systém RcX.:md viastnasii:
. 1) R je uzavrety (o-uzavretyy) vekladcm na disjunking silet.
i) Ak A€M a BeR, potom A — BeR. ~ - . L :
Potom m,j, ¢y, (M) C R (1), g{M)CR)B, - R A &
18 Pozri [4), str. 87. ’
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Dékaz. Oznadme R’ systém mnozin 4 € R takych, e pre ka%dé B e R
je 4 — B€R. Podla definicie R’ & podla vlastnosti i) a iii) je M C R’ C R.
Veta bude teda dokdzand, ak ukéZeme, %e R’ je okruh (¢-okruh).

I Ak 4€R’, BeR CR, potom 4 — BeR. Nech CeR. BuC =
= (B — C) u 0, pridom stidet vpravo je disjunktny, teda B u ¢ € R. Z toho
(A—B)—C=A4— (BUC)€ER, teda 4 — BeR.

-+ II. Nech {4} je kone&na (spotetnd) postupnost disjunktnych mno#in = R’
Nech C €R. Pretoze U 4, —C=U (4, — 0), dalej 4, — C€eR a stet
vpravo je disjunktny, podla ii) U 4, — C ¢ R, teda U 4, € R". -

I11. Podla I a II a podla vety 7 (vety 8 III) je R’ okruh (o-okruh).

Definicia 10. Neprdzdny systém P cX je polookruh, ak md tieto viastnosti :

1°. je wzavrety vzhladom na prenik,

2°. ak A€P, BEP a ACB, potom existuje koneénd postupmost mmo¥in
2P {C,,C,,C,, ...,00 takgch, e A = C, c C,cCyC ... C C, = B, priéom
O,—C. €P,i=1,2,3 .. a. - . ,

Systém P C X md vlastnost «, ak

1. 0€eP. = : :

2. Ak A € P, B€ P, potom ka#dd z mnosin A N B, A — B je sillom koneé-
ného pcbtu disjunkingjch mnosin 2 P. )

Systém P c X md viastnost B, ak

1. 0€P.

2. Ak A€ P, Be€P, potom katdd z mno¥in A N B, A — B je siétom spodet-
ného systému disjunktngjch mno¥in z P. 2ok

Kazdy polookruh mé vlastnost «. Uvazujme polookruh P. Pretoze P je ne-
prizdny, existuje mnozina A4 € P, dalej A c 4 a podla vlastnosti 2 polo-
okruhu aj 4 — 4 = 0 € P. Dalej pre kadé A€P, BePjed - B— 4 —
— (4 n B), pritom podla vlastnosti 1 aj An BEP, dalej A n BcA, teda
existuje postupnost {C,, C,, .: ., C.} tak, e A n B = CGclic...cC,=

= 4, pritom mno¥iny C; stz Pa plati A — B=A4 — (40 B)= U (0, —
i=1

— C¢,;), mnoZiny C; — C,_, st podla predpokladu z P a st zrejme &m._.ucuwgm.

Kazdy systém s vlastnostou & mé vlastnost B.
Kaidy okruh je polookruhom.

Veta 11. Nech P c X . my,, (P) — Ma), 0y (P) vtedy a len viedy, ak P md
vlastnost o4 . . o .
Dékaz. I. Nech P m4 vlastnost «. Systém m), (P) je systém mnozn tvaru
Q 4, pritom 4, st z P anavzijom disjunktné. Huwoﬁomm.aﬂ&, oy (P) je uzavrety
MMWFQO.E na stidet, je mp); (P) Cmyg, o) (P). )
i) Zrejme P Cmy), (P).

14 Poari [1], str. 127, {4], str. 86.
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i) Systém myp)y (P) je uzavrety vzhladom na disjunktny stidet.

iif) Nech 4 € my); (P), B€ mgy, (P), .5. 4= U 4,, B= U B,, pridom 4,

=1 j=1 ;
st disjunktné mnoZiny z P a tie B; sti disjunktné mnoZiny z P. Pretose P md

r,

vlastnost «, je 4;,n B;= U 0¥ a mnoziny CY € P st navzijom disjunktné.

k=1
” " of
Dalej An B=1U} C.OQM a zrejme aj mnoZiny Cf (1 <4 <, 1 =j=m,
i=1j=1k=1

I<k < Py) 80 disjunktné. To znadf, e mg), (P) je uzavrety vzhladom na

prienik. Nech 4 €P, B € my, (P), ¢. j. B uwmﬂmr kde B, st disjunktné
mnofiny z P. 4 — B=4 — amn.mwa = M (A — B,), pretoze P mi vlast-
nost «, A — B, patria do my (P) a. emmw. aj ich prenik patri do. m:g), (P).
Mg, )} (P) mp; (P) plati podla vety 10.

I1. Nech E.HP o} (P) = my, (P). Vezmime 4 € P, B € P. Pretose m:g, . (P)
je uzavrety vzhladom na prenik a rozdiel musi platit 4 n Bemyg, g (P) =
=mp; (P), 4 — Bemy, (P), t. j-An B, A — B st stétami kone¢ného
poétu disjunktnych mno#in z P, bretode tieZ kazdy okruh obsahuje prézdnu
mNoZinu a Myq,cy (P) = mys; (P) je to len tak moiné, %e 0 € P. Teda P m4i
vlastnost «. . .

Veta 12. Neck systém P c X md vizstnost f. Potom plaiti:

Mic,q; (P) =mygop (P)5 o : “,
Dékaz. Pretoze podla vety 8 I kaidy c-okruh m4 vlastnosti k), o), je
my; . (P)c E..m. n} (P). DokdZeme opaént inkltziu. :
i) Pcmy,,; (P). : :
i) myz . (P) je o-uzavrety vzhladom na disjunktny siidet.
iti) Dokazeme, %e pre 4 € P,. B € Mo (P)jed — Be me o3 (P).

L. Vezmime systém m, mno#in B € mg;, o3 (P) takych, ¥e pre mnozinu 4 € P
jeAn B€my, (P). Ak BeP,AnB=UC,s disjunktnymi C, € P, teda
i n=1

A n Be€my,,, (P) dize P c m,. Systém m, je monoténny zdola a uzavrety
vzhladom na disjunktny stdet, pretoge Mz, 0; (P) mé tieto vlastnosti. Z toho
vyplyva, Ze my,o; (P)Cm  avia zfejme m, Cmg, . (P).
. II. Nech pre 4 € mg . (P) je m, systém mnoZin B € myy, o; (P), pre ktoré
A n Bemy, (P). Podla I. PC ml,. Znova sa dé ukézat, e m, mé vlast-
nosti k), o), teda myz, o, (P) c m,. Aviak naopak m, C mz, .3 (P), teda, m o (P)
je uzavrety vzhladom na prenik. - . :
III. Pre A€ P nech m, jo systém mnoZin B € my o, (P), pre ktoré 4 —
— B €m0y (P), Podla vlastnosti B systému P pre Be P jed — B H.@ D,
8 disjunktnymi D, € P, teda 4 — B¢ Mz o (P) a teda Pcm,. .

15 Pozri [1], str. 129.
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Nech {£,}7 je postupnost disjunktnych mno#in Zy, b.j. 4 — B, €myy, ., (P).

wo&i:gwmlc@,n3&l@,vms;_:Euimmm,msep j.m,
mé vlastnost o). "=! m=l , n=1
Nech {E,}? je klesajica postupnost mnozin z mg. 4 — F, €my, o, (P), teda. -
podla I je 4 n (B, — E.)=E,n(4—-E, n) €M, (P) a dalej pre
lsn<mje A—E)n4nE —E,)—o, Ao, —~B, )0 (4dn
(B — E,.;;)) = 0 podla vlastnosti 0) systému my .y (P) je 4 I,M@a =
= -E)ul ' (A0 (B, ~ Bap1)) €my, oy (P), dito m, ma immﬁwwwn k).
Z toho méme okamZite Mi,o3 (P) = my, &im je vlastnost ili) dokézand. Dé-
kaz vety je hotovy podla vety 10. . : . o .
Veta 13. Neck RcX je okruh. Potom plati My (R) = Mepy (R) =
=m;;: (R). - . L
Dokaz. I. Pretoze W&m&% g-okruh je monoténny, je Hw:w:. (R) nE.F = (R).
Naopak, pretoZe mnozina, {m)} zachovéva vlastnosti okruhy, je my,,; (R) okruh
& podla vety 8 IT je aj g-okruhom, teda m ,» (R) Cmy, R). =
IL. Pretoze plati M e,y (R) = My, (R) a zrejme {j)} ={m)} je M 3 (R) =
= My (R)cmg: (R) Cm, ,;(R), priom posledns, inkldzia vyplyva zo sku:
todnosti, ze My, n; (R) mé viastnost j). Tym sme dokazali, 7e plati: me o (R) =
=m; (R). N : : ‘
An\Mns A_M-v %F% P md vlastnosti z mnofiny {c), p)}. Potom M (P) =

Dékaz. Zrejme mg,, (P) Cmy, ) (P). Naopak, my; (P) je uzavrety vzhla-

dom na disjonktny sicet a dalej, ak 4 €P a Bemy,(P), +. j. B — B..
n=]

pritom B, st disjunktné mnokiny z P, jo 4 — B=A — U B, = f (4 —

- =1 =1

— B,) € P podla vlastnosti c)a p) systému P, z &oho podla *«3% 10. u%ﬁ%ﬂ&

Ze my, avawvﬂsnou.A.m.v,.mmE je dékaz hotovy. IR ,

7.

Nech X znamens TubovoIny metricky priestor. Oznagme F systém vietkych

uzavretych mnozin v X a G systém vietkych otvorenych mnosin v X. :

- Systém B = My, (FU G) sa nazyva systémom Borelovych mno#in vX
alebo Borelovym systémom v X. h :

Pretoze, ako je znime, stidet spodetného systému otvorenych mno#in je
otvorensd mnoZina a prenik spodetného systému uzavretych mnoZin je uza-
vretd mnozina, plati: g{m ) FuG)=gm(F)u P (G). Oznadme @™ (F) =
= F,. Ka’d4 mno#ina 4 € F,nazyva sa mnozinou typuF,. Podobne PPG) =

¢ Pozri [2], str. 27, 32.

17 Pozri [4], str. 87.
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Zrejme systém F, je o-uzavrety vzhladom na sidet a G, Jje o-uzavrety vzhla-
dom na prenik, teda ﬂ?..ﬁ (pim 21 (F U G)) = o™ 2} (F, U Gy) = #?(F,) u
9™ (G,). Oznadme zase PP (F) = Fo5 a ¢ (Gy) = Gisq. :

Takymto spésobom méseme postupovat transfinitnou indukeiou a kon- -

Struovat systémy Fs,, Fys, .. vs Gsoss Gogsgy - on
~ Systém Fu G je uzavrety vzhladom na komplement, pretoze komplemen-
tom uzavretej .Edoﬂb% je otvorend mno#ina a komplementom otvorenej mno-
%iny je uzavrets mno¥ina. Podla lemmy 5 mnozina {n), p)} zachovéva vlast-
nost g), teda systém B je uzavrety vzhladom na komplement a je teda o-al-
gebrou. Pretoze X € F je ties aj X €G, je B=my,,, (Fu G).
~ UvaZujme systéni Fs; N G;. Je zndme, 7o kaZdé otvorend mnotina je typu F,,
"t.j. G CF,, ale tieZ zrejme G C G,. Podobne F ¢ G, aj F c F,, teda plati
FuGCcF,u G,. : - : g

Systém F, n G; je algebra. Vezmime 4 €F, o G, a B€F,n G;. Pre-
toze A€F,i BeF;je AU Be F,. Pretoze 4 € G,, B € G, existuji. také dve
postupnosti oftvorenyeh mnokin {47, (B)F, Jo A = o A,, B= [ B..

n=1 ne=1

Mcwﬂ S_PV c Smﬁ H D_E.. c PFV =n MD_E,_ U B,)). Mno#iny
n= n= . n= n=1 =1 k=
A, U B, st otvorené pre vietky n,k =1,2,3, ... a okrem toho systém G,

je o-uzavrety vzhladom na prenik, preto 4 U B € G4. Teda ajAuUBEF, n

6,. K mnozine 4 €F, n G, existuje také postupnost uzavretych mno#in

{4.}° a taki postupnost otvorenych mno#in {4]}”, %e 4 — U 4. = n 4.
© @ 4 ne=]1 . n=1

aviak A% = n A* = U A7*a mnoZiny A:* si otvorené a mnoZiny A* st

p n=1 n=1

uzavreté, teda 4* € F, n G,. .

PretoZe stitet kone&ného podtu uzavretych mnozin je  uzavretd. mnoina
a tieZ prenik kone&ného podtu otvorenych mnoZin je otvorens mnozina, 0 mno-
Zine A4 € F, plati, %e je limitou rastiicej postupnosti uzavretych mnozin a tie
B € G, je limitou klesajticej postupnosti otvorenych mno#in. Pre 4 € F, musi

totiZ existovat také postupnost uzavretych mnozin {4}y, %e 4 = 4,. Ak
CTRRST g ] v & n=1
: n Fos . :
poloZime A = U 4,, Postupnost {A4,}> je rastiica Ppostupnost uzavretych
: * ey R . :
mno¥n a je tiez A = U A.. Podobne pre Tubovolnd mnoZinu B € Gs. Z toho
n=1 : :
vyplyva, ie F, U G, Cmg, (Fu G).

Pretoze F, n G, je algebra a teda aj okruh a Fu G CF,n G, podla
vety 13 u.m Mye, ) AMA‘ U AWV C mye, 3 AM.AQ [a] ﬁav = Mgy Ahua ] ﬁov. Teda
M ¢y, AHAJ U AWV = My Amﬂq N mav a tieZ My, p) AH_ U va = E.?aw A.,Ja n AW&V« &(Q
M, (F U G) = my,, (Fu G). To znadi, Ze B = m,,(F u.G). .

Nech X znadf-mnozinu redlnych &sel. Nech O znadéf systém koneénych
otvorenych intervalov. B — My 3 (0). X tomu stadf dokizat, 7e F u G
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Mg 3 (0), pretoie O ¢ G. Plat{ X — (—00,00) = U (—n, n)ateda X € m ,3(0).
n=1
Dalej, kazds neprizdna otvorens mnoZina na priamke je stftom spodetného

podtu otvorenych intervalov G c M,y (0). KaZd4 uzavretd mnozina je kom-
plementom istej otvorenej mnoZiny a mi, »; (0) je uzavrety aj vzhladom na
komplement, lebo X € M, 4y (0), teda FCm, ., (0).

Ak 0’ znadi systém otvorenych intervalov s raciondlnymi koncovymi bodmi,
tieZ je B = my,, ;, (0'). Stadf ukizat, Ye O C M,y (0). Vskutku, ak (a, b) € O,
potom- existuje takd nerastica postupnost raciondlnych &isel {r.}e, ie a =
=limr, a neklesajica postupnost racionilnych isel {s,}*, %e b =lim S,

n—>w } N>
W
a1 <s8,n=1,23, ... Zrejme je: (a,b) = U (r,,s,).
: n=1

. Doilo 9. IV. 1955. . Kaoatedra matematiky
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« Bratislava .
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