PRISPEVOK K METODIKE RIESENIA STOKESOVHO
PROBLEMU PRE TROJOSY ELIPSOID

T. KOLBENHEYER

1. Uvod.

Majme uzavrett plochu S, ktord je hladinovou plochou tiaze. Potencidl
tiaze nech na tejto ploche mé konstantni hodnotu W,. Ak vietky pritaZlivé
hmoty sa nachidzaji vo vnatri plochy S alebo na jej povrchu, podla Stoke-
sovej teorémy [1], [2] existuje jeding funkcia W = W, ,,» definovana v ce-
lom vonkaj$om priestore, spojita veitane svojich prvych derivécii a vyhovu jaca
tymto podmienkam:

a) V celom vonkajSom priestore je AW = 20?2, kde o je uhlovd rychlosf
rotacie.

b) Ak r je vzdialenost vonkajsieho bodu (x, y,2) od osi rotacie, R jeho
vzdialenost od Iubovolného pevného bodu rotujicej sustavy, pri Tubovolnym
spésobom vzrastajicom R je:

. 1
lim R As\ — ? Q.Mv = konst.

R w

o) Vo vetkych bodoch plochy S je W ;.. = w,.

Tunkeia W je potencidlovou funkeiou pola tiaze hmotnej ststavy uzavretej
vo vnatri plochy S (véitane jej povrehu) vo vonkajsom priestore. Konitanta
na pravej strane vzfahu uvedeného pod b) sa preto rovna siéinu z gravitaénej
konitanty x a celkovej hmoty ststavy M. Teda je:

lim R AE\ — ,W :.f.pv H»&&. E

R—rw

Zvlaatny vyznam Stokesovej teorémy pre teoriu tiahovych poli spodiva
v tom, %e pri zachovani podmienky ¢) potencidlova funkeia W je nezdvisld od
usporiadania hmdt vo vnatr plochy S.

Problém zistenia funkeie W, vyhovujicej vietkym uvedenym pvodmienkam,
v teérii tiahovych poli sa nazyva Stokesovym problémom pre plochu 5. V dal-
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“om sa budeme zaoberaf riefenim tohto problému pre trojosy zemsky elipsoid.
V aplikacii na trojosy zemsky elipsoid dava toto rieSenie potencial normélneho
pola zemske] tiaze vo vonkajsom priestore a na povrchu zemského elipsoidu,
a preto jednoznaéne urtuje normalne pole zemskej tiaze v tejto oblasti.
Riesenie Stokesovho problému pre trojosy elipsoid je moZné viacerymi spo-
sobmi. Casto sa napr. pouzivaju rady s gulovymi funkeiami [2], [3]. Metdda
udana v tejto praci je analdgion metédy riefenia toho istého problému pre
sploiteny rotadny elipsoid veduce] ku zndmemu Somiglianovmu vzoreu {1},
{2], & preto md tG vyhodu, Ze ddva rieSenie aspoil sdasti v uzavretom tvare.
Uvazovany trojosy elipsoid S nech ma rovnicu:

aw m\.m Nﬂl
e (2)

(A4, B, C > 0). Pre cely vonkajsi priestor yéitane plochy S moino definovat
funkciu 4 = 4, ,,, vyhovujicu identicky vzfahu:
NNWN @M ; Np

s e o s R 1 ”w

A+ 2 B+ C 42 (3)
a v celom vonkajsom priestore kladna, pridom na ploche & musi zrejme byt
1 = 0. Ako sa dokazuje v t€6rii eliptickych siradnic, 4 je pritom jednoznatnou
funkeiou saradnic z, 7, z. Vztah 3. predstavuje pri konStantnom A rovnicu
elipsoidu konfokaineho s 2.

Zavedieme elte vyraz:

x2 .q&m 22 .
) = g D A T - 4
Ny, o ATy + EW g © 1 2P (4)
a elementarnym sposobom sa presvedcime o platnosti tychto vztahov:
e _ 2w 0k By A _ = (5)
vx T (ALDNC ay T (B+WN ez O+ DN .

V priebehu neskorsich avah budeme sa stretavaf s funkciou parametra 4
definovanou vo vonkajSom priestore vidy existujicim nevlastnym integralom

“  du
. 6
NCV = d\.mw?_ A v
kde .
&N?v == A\M IT :VANW _ QVAQ l_Y gv. A.Nv

Ako je zndme, funkeia I(; hra vyznatni alohu v tedrii potencidlu elipsoidalnych
atvarov (potencidl homogénnej vrstvy ohranifenej dvoma nekoneéne blizkymi
sastrednymi, suosymi a podobnymi elipsoidov ymi plochami). Trocha zdlhavym,
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indd vsak elementirnym postupom moZno na zéklade (4). a (5). dokazat, ze I
vyhovuje v celom vonkajSom priestore Laplaceovej rovnici a teda v tejto
oblasti je funkciou harmonickou [2].

Pri rieseni predlozeného problému budeme pouzivat tiez niektoré iné harmo-
nické funkeie. Pri ich odvodeni budeme vychadzat z funkcie I’ definovanej
opit v celom vonkajSom priestore a na ploche elipsoidu S nevlastnym integralom

20

N B 22 y? 22 .&g
~l?ﬁ;;?\?i#m+g+o+gl@?ﬂ (®)

i

(o existencii tohto nevlastného integralu mozno sa Tahko presved¢it). V tedrii
gravitagného pola homogénneho elipsoidu sa dokazuje, %e I' sa zhoduje aZ na
konstantny faktor s potencidlom homogénneho elipsoidu definovaného rovnicou
(2). V désledku toho tato funkeia je v celom vonkajSom priestore harmonicka
a vzhladom na definiciu A dant vztahomi (3). mé okrem toho tiez vlastnost:

oIt 1 a2 y? 2% .
TLL* w+\,+‘w+w\t@|c. ®

ar VR,

Okrem stradnic z, ¥, z mo#no viak I’ povaiZovat tieZ za funkciu 4, B, C ako
daliich troch nezavisle premennych (parametrov). Potom, pravda, derivacie:

al’ @|~H ol
oA’ aB’ oC

s tier harmonickymi funkeiami v celom vonkaj$om priestore, pretoZe napr.

ol' 8 ..,
V dalom budeme oznadovaft:
oI’ al'
NM“"MMVNNHIN.‘Q AMOV

a vypoditame obe tieto funkcie derivovanim (8). podla prisluénych parametrov,
pritom prihliadame k tomu, Ze 2 je teraz funkciou nielen saradnic x, y, 2, ale
v dosledku (3). tie7 parametrov 4, B, C. Méame preto napr.

NWI,&W&,.LE\
B a dA % ’ a i=hkonét.,

a preto vzhladom na vztahy (7). (8)- (9). a (10).
SN L N D S |
fy = ,\Qw?wﬁ T T VB T T _r_%.
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Po derivovani za integraénym znamienkom dostdvame:

1 3 1 1
ﬁ = 9 &NN}S + 5 .\“hﬁs S E 9 2Ly — s b&\; , (1)
kde
; du ~
Lw=| —— "3 7 i
A W (B W (C A up
r du
b = ] b (8 k(O 4
& u)2 u )2
* ¥ ! (11a)

o= [ b 5 4wl 0+ b

@

du
Ly = \, i 3 1
(A + ) (B + wi (C -+ w}

%

Podobnym spdsobom mézeme odvodit:

1 1 3 1
I, = 5 @M+ 5 M + 5 2Myiy — 5 M (12)
kde
- du .
g:: = \. 3 1 3’
J 4+ wt (B4 wh @+ w}
A du
My = | —— 3 3
J (A + up(B+ wp(C+ up
N (12a)
My du .

J (A4 wh (B +up (C +up

@

N-&,»:.vnn \. » &2 ,11,..11m
NAm+s:m+siq+sN_

Objasnime si este fyzikdlny vyznam funkeif [, a I,, ktoré budeme pritom
interpretovat ako potencidly gravitaéného pola dvoch hmotnych ststav.
Obe tieto funkeie st definované v oblasti zvonka elipsoidovej plochy S a st
tam harmonické. Preto ties obe funkcie predstavuji potenciadl prisluine]
hmotnej ststavy vo vonkajSom priestore a cela tato gastava leZi vo vnitri
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elipsoidu alebo na jeho povrchu. Potencidl vo vnutri § uvaiujeme v prvom
pripade v tvare:

. w ~ ~
I, = 5 &l + 5 Pl + 5 2Ly — 5 Lt

aby sme na ploche & (t. . pri 4 = 0) vyhoveli podmienke spojitosti [, = ¥,
Hustota vo vnutri elipsoidu podla Poissonovej rovnice je:

1 = 1 .
AL = — = Ui+ 3Lt + Lgw] = kondt,

e=" - 47

T dmx
teda ide opaf o homogénny elipsoid, ktorého hmota je:

B e . JaBe |
— T o YABC = — B i + 3o+ Lol

Avsak okrem priestorovej hmoty vypliiajicej homogénne vnatro elipsoidu
vystupuji na jeho povrchu aj plogné hmoty. lch povrchovd, hustota je:

v — 1 AQNF |1Q|~|~v,

4713 \ O on

kde n je normala plochy v uvaZovanom jej bode. Celkov hmotu systému M,
t. j. stidet vietkych priestorovych a plodnych hmot, mobzeme wistif zo vztahu:

« M, = lim RI,.

R—o»

P

Presvedéime sa bez vadich fazkosti, Ze integraly L,, L, a L, konverguju
pri A - oo k nule ako »,-wu teda ako R-5, kym S$tvorce stradnic x, ¥, z
vzrastaju ako It%. Integral L, konverguje sudasne k nule @Wo.»:.,w, teda
ako R3. Preto pri R » oo (% — =) sadin Rl konverguje k nule ako B *a v do-
sledku toho celkovd hmota systému je:

M, = > lim RI, = 0. (13a)
HRo»
To znamenda, %e sudet vietkych povrchovych hmoét sa rovna zédporne vzatej
celkovej objemovej hmote.
Analogickd avaha plati tiez pre integral 1,. Prisludny vyraz pre potencial
vo vnatri elipsoida tu je:

- 1 1 3 1
N.m = M HNEMA:V + m w\ﬂ\—ﬂm?v + 4W‘ NNE..AAL - \M\ \N—&ﬁcv
a pre hustotu
1 y
0= - ﬁluﬁx ﬁEﬂfL Lﬁ. a&.cv + 3 EuA:Lu
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kym celkovd hmota systému je tied nulova:

M,— L lim RI, = 0. (13b)

H R

2. Integraly Ly a Mg pri elipsoidoch malej numerickej vystred-
nosti

Stvorce numerickych vystrednosti elipsoidu S daného rovnicou (1).(2) bu-
deme oznatovat g a &, Definujeme teda:

a mame:

B=AQ1 —¢),C=A4( —g) &)

Hodnoty sploiténi «, a ~, definujeme obvyklym spdsobom vzorcami
bh=a(l — o) c=all—ad) (2)

kde a2 = A, b = B, ¢ = C: Umocnenim vzorcov (2). a porovnanim s (1). dosta-
vame medzi veli¢inami e a « tieto vztahy:

— 9 2 — 2
g = 20, — &}, £y = 205 — A}, (3)

Pri elipsoidoch malej vystrednosti ¢, a &, s malé velidiny toho istého radu
ako x, a x,, ako vidime zo vztahov (3). .

Niektoré nage dalgie avahy, ako napr. odvodenie Clairautove] teorémy pre
trojosy elipsoid, budu sa vztahovat na elipsoidy malej vystrednosti a malej
rychlosti rotacie. Splostenia o, a «, budeme pritom povaZovat za malé veliéiny
prvého radu a prave tak aj velidinu ¢' definovana vzorcom ‘

kde o je uhlova rychlost rotacie, y, stredna normalna hodnota zrychlenia tiaze
na roviniku uvazovaného elipsoidu. UkaZe sa neskor, #e vo vzorcoch pre po-
tencidl a zrychlenie tiaZe na povrchu trojosého elipsoidu vystupuji integraly L
a M definované vi.(11a) a 1.(12a) v sudine 8 malou veliginou prvého ridu ¢'.
Pretoze v svojich Gvahich budeme sa vidy obmedzovat na &leny prvého a

druhého radu a zanedbdvat malé &leny vyssich ridov, stadi tieto integraly
s presnostou vypotitat na éleny prvého radu.
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Uvazujme najprv napr. integral:

o

I \ du
W) = 3 3 1’
S+ (B +wb e+ wi

ktory mdzeme napisat tiez takto:
3 1

I A\  du
g= | {1 B _lmﬂv .
L) \,A \hl*ugv A A+ u AB'TSW

Aviak s presnostou na &leny prvého radu plati:

_3 1
 eA TR ed \TE A (3 1
A m+L T m+L ~+m+sfﬁ+mi,

eda s @chogo: toho istého radu

@ @

d 3 1
psu\ 3 Amm_+m@T\I@g )
7 (A +up 5 (A + up

Integraciou z toho dostivame:

2 3 1 A
Ly = ——= +A%m_+w&v.1,|]
5(4 + A2 4+

Pri odvodeni vzorcov pre potenciél a zrychlenie tiaZe na povrchu trojosého
elipsoidu budeme potrebovat hodnoty L,y a M(,). Sposobom, ktory sme prive
naznadili, mozno odvodit:

2 I 15 2 T 5 15
Ly = i My — 14 242
1(0) @k&fmﬁ IT m~|_l NM— o) MBWr |T w%mw HA" M—
) 2 T 25 5 2 15 i
Loy = mmw 1+ 12 &+ 14 me_ My, = m\mw 1 vT Amn 5 msv_ = Ly
~ : 4
Lyy= 2 HuT]Am + &) My, = 1 1~+fa 2 AV
3(a) mkw ] 1 2 alo) = mhm | “_.%mnl*IHMmm.
2 | 9 3 2 9
Ly — 14 2 g 2 Wy e 2
4{0) w\mW ] : ._Omn T mwx— goﬁev w\u.w 1 s wC Omm\—
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Pri vypodte zrychlenia tiate na povrchu hladinového elipsoidu sit okrem
toho potrebné aj hodnoty derivéacii L a M podla premennej 2 pri 2 == 0, ktoré
v désledku 1.(11a) a 1.(12a) moZno pisat takto:

—Ao

_ —if 1
—adpicte a1y le @M

13 3 l‘lu
Lyy=—A"1B:C 2= — A2 _+l?_+mwv~
[ 1 (5)
w&”l\hlwwleleIhlm TuTWPlTWmN_
B P | _1f
M§n|mmwwoanmw_+1§+@; o)
Meg=—abmbote a4 o+ ]

3. Potencial tiazZe.
AKX 0s z je poldrnou osou uvazovaného hladinového elipsoidu, potencidl pola
odstredivych sil W' moZno 45.9%.3 vzorcom:
1
W=z exam + ¥7) = 5 @ (1)

UvaZujme teraz funkciu W, definovant vo vonkajfom priestore rovnicou:

W=W 4+ kI+ ki, + kd,, (2)
kde k, k, a k, st predbezne IubovoIné konstanty, kym I, I, a I, sme definovali
vztahmi 1.(6), 1.(11) a 1.(12). Poukézali sme uZ na to, Ze vietky tri funkcie 1,1,
a I, si vo vonkajsom priestore harmonické. Preto W vyhovuje prvej pozia-

- davke kladenej na potencidlovi funkeciu Stokesovym teorémam:
AW= AW =20

V désledku definicii v 1. viak funkcie I, I, a I, konverguji pri neobmedzene
a Tubovolnym spésobom vzrastajicom R rovnomerne k nule, pri¢om:

lim RI = 2, lim RI, = lim RI, = 0. (3)
R—® R—>w R—ow®
Preto plati:
lim R A:\ 1 E{V =2k (4)
R— N

a druhd poziadavka Stokesovej téorémy je tieZ splnena.
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Presvedéime sa, e konstanty k,, k; a k mozno zvolit tak, aby na elipsoidovej
ploche S danej rovnicou 1.(2) funkecia W mala konStantni hodnotu W,. Po-
fwaﬁo vztahy 1.(11), 1.(12) a 3.(1) piseme najprv:

1
W= w 20?4 kaLygy + koMyo)] 4 5 90?4 3kLoy - kMol A d "
= 3

: 1
+ W Nmm\n—hit -+ wNnmNg.uQ.L -3 anh.:s -+ an&_NnT..vw_ - NmNT,.V .

W bude mat konstantn@ hodnotu na S vtedy a len viedy, ak zvolime &, a k,
tak, aby bola splneni podmienka.:

[w? + Eyln) T+ koMo = [0 + 3k Ly + keyMyo)) © Loy Liato) 4 3k Myn] =

1 w‘ . 1~;
= <HA.,: = |.Nw & Q 5
vediica k sustave dvoch linedrnych rovnic pre & a k,:
(3BL, — AL) ky + (BMy — AM) k, = (4 — B) w* | ”
2 1 A ; _ (6)
(CLy — AL) ky + (3C M, — AM,) k, = 4 v?,
kde namiesto L), My, - - - sme jednoducho pisali L, M, atd. Rieenim

tejto sustavy na k; a k, a vsadenim ich hodnét do (2). dostavame ?w:nom: :\w
ktord mé na S konstantn hodnotu, zavistt este od kondtanty k. Aviak I ma
hodnotu vidy odlisnit od nuly (kladnd), ktord je na S Wo:m;mm:n:w (A H_ovu
a preto mozno vzdy volit k tak, aby funkcia W mala na w_:..mo_mm S _:_cc,.xo_::
konstantn hodnotu W, &m je potom splnend aj tretia poziadavka Rtoke-
sove] teorémy. .

Pri riefeni sustavy (6. obmedzime sa opit na &eny prvého ridu v &, a e,
V désledku 2.(1) a 2.(4) mame najprv:

4 3 9 5
wwhm]\—h_nwh m?‘*l;m_LﬂZ‘nmmv
4 3
BM,— AM, = — , 47*
o C 35 o
4 3
Q.N.\uul kﬁbu = - WW kA, 2 &y
| I | TP B
wQNSulx;ﬁ“Wm A~+mmﬂ_ Y&k
A — B = Ag
Vsadiac tieto hodnoty do (6) a riediac ststavu dostavame:
by = \:w \mwsmmf —
! (8)
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Pravda, postup, ktory sme tu uviedli, potrebuje eite uréité doplnenie. Po-
tencial tiaZe na zemskom elipsoide nie je bezprostredne dany, a preto kon-
stantu W, predbeZne nemdzeme povazovat za znimu, ako sme predpokladali.
Vyplyva to z toho, Ze obvyklymi spdsobmi merania nezistujeme potencial
tiaze, ale jej intenzitu. Preto konstantu k v rovnici 2)., resp. (5). zistime tak, Ze
z tejto rovnice odvodime najprv vztah pre normainu hodnotu tiaze v Tubo-
volnom bode hladinového elipsoidu. Ak je normélna hodnota tiaZe znima
v jedinom bode povrchu (alebo vS8eobecnejSie v jedinom bode vonkajsieho
priestoru), hodnota konStanty & je tym jednoznaéne uréend.

4. Tia% na hladinovom sféroide.

Zloiky zrychlenia tiaZe y,,y, a y, v Iubovolnom bode vonkajsieho priestoru
dostavame ako zaporne vzaté derivacie potencidlu W podla jednotlivych
saradnic. K odvodeniun prisludnych vzorcov vychidzame z rovnice 3.(5), pri¢om
mame na zreteli, Ze 4 je funkciou stiradnic x, y, z a Ze prisludné derivacie tejto
funkcie st dané vztahmi 1.(5). Takto napr. dostivame:

oW 1 1, ;
v, = — wls. = — 2w+ kL, + kM, — ﬁm&%ﬁh + kM) 4 5 A8k L]+
1 1 k 2z
! ’ _ ~2 7 . 7 . A ’ Yy -
L kM) A 5 2L+ 3k,M7) — 5 (L + kM) E_ws_ CEwIE

kde L;, M/ atd. st derivécie prisluinych funkeii L a M podla 1. R sme de-
finovali vzorcom 1.(7).
Pre struénost a lepiiu prehladnost zavedieme tieto pomocné vyrazy:

v = kb Ly + kM| Po = 0 + kyly + koM, _

p, = 3k, L} + k.M, g, = o + 3k Ly + koM, {

py = kL + 3k,M; r, = kuLy + 3k, M, _ 1)

2k
Py = kL, + kM), 8, = _‘\m _
Na hladinovom elipsoide § potom je:
Ve = — DX — (0% + Py® + Pi2t — Py — 8,) ,
Yy = — @Y — (B2* 4+ Py* + P2 — Py — 8,) (2)

V. = — 1,2 — (p2® + py® + P2 — Py — S,)

e B Be

kde vo vietkych vyrazoch p, ako aj v ¢,, 7, a N, kladieme 1 = 0. Absolatnu
hodnotu zrychlenia tiaze y v bode x, y, z, leZiacom na ploche S, dostdvame

Matematicko-fyzikalny Casopis V, 3. 181



et

ako stdet priemetov vietkych troch zloZiek do normély plochy v uvazovanom
bode:

R TR

¥ = 7, cos (n3) + , cos (ny) + 7, cos (n2). (3)
Smerové kosinusy normaly st v3ak podla zndmych vzorcov:

3 i
cos (nx) = _r cos(ny) = Y cos(nz) = Q]_\MG . (4) '

AYN’ BYN’

Z rovnic (2). a (3). preto najprv dostdvame:

HF.&N-S&N mmlwvl

1 22 ¥ mwv

NN (P12 + Poy® + P — Py — So) A,mm Tt
Q&&<§Fmo§:m~x3

. i e.a 2
r=— M\W:ﬁ + wv x® 4 A?.T wv %+A3+ ‘Qv 2t — FIL.
Pouzijeme este identitu

-2 2 2
A%bl_lmavASMi_v.m\wlT!Mlvm%th%a

a vzorec pre zrychlenie tiaZe piSeme v tvare:

H ﬁiﬁhm“ mﬂﬁﬁﬁﬂi
V\Hl_ﬂm:&olﬁztm vg+?n+ B Y |

Hodnoty zrychlenia tiaZe vo vrcholoch hladinového elipsoidu budeme :»&%Jdm
jeho hlavnymi hodnotami a budeme ich oznadovat y,, ¥, & y;. Uo@.@bﬂﬁ\m ich
z rovnice 5}, ak v nej za (=, ¥, z) kladieme trojice hodnét (Y4, 0,0), (0, V¥ B. 0),

— : 111 .
onovd\Qv“@imoErombo@me Muww\vd‘. gw_:mnmmm.

__
Y= lmw?iw,@lw,H@‘v“ m (6)
o — Py — S
Vs = lqw?w + ubiw%; 2 V |

182

V désledku toho vzorec (5). mo#no pisat ties v tvare:

1 2 3 3
Y= Q TA Ty a4 B Iyt 4 C mv‘uné (7a)
alebo zavedenim dlzky poloosi a, b, ¢ v tvare:
. 22 'y o 22
1m0 Yey v Ve
r= . 2 2 2 ! . (b)
1/2* | ¥ 2
* Tt

5. Hlavné hodnoty zrychlenia tiaZe.

Vzorce (4',(6) uddvajt hlavné hodnoty zrychlenia tiaze ¥1> V2@ Ya ha trojosovom
hladinovom elipsoide a platia pri akychkolvek kladnych hodnotich 4, B, C,
V tychto vzorcoch teraz vyjadrime vietky v nich vystupujtice kondtanty
pomocou 4, &, & a w. Budeme sa pritom opif obmedzovat na ¢tleny druhého
radu v g, ¢, a »? a zanedbivat &leny vysich radov (napr. ew?, £¢2, 6,0
a pod). Takto zjednodusené Gvahy a vzorce platia potom pre elipsoidy s malym
sploitenim pri pomalej rotécii, a preto tiez pre zemsky elipsoid.

Pouzijeme teda vzorce (4),(1", ktorymi sme definovali konitanty vystupujice
na pravej strane vzorcov (4),(6) a dalej tie# vzorce 3,(8), 2,(4) a 2,(5). Pre s,
napr. jednoduchym vypod&tom dostdvame:

o= = e

= MWMI T -+ .wl (&1 + &) + W?m + &)+ W mpmmU_v (1a)
kym vzorce pre dalsie konstanty st takéto:

Po = Wem AH + .%wrm 4 mevu

o = W%A_ + oy + W@Vv

p, = w.e% + oo+ - mwv_

ﬁul%\ﬂsm A_ +[wm~+wmv“ (1b)

Py = — ;MJEM A_. -+ M]& -1 M mwv.
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tlavné hodnoty zrychlenia tiaZe y;, ¥, & ¥s dostavame vsadenim vyrazov
(1a),(1b) do vzorcov 4,(2), pritom si stitasne vyjadrime Ba C pomocou A, &
a g, podla vzorcov 2,(1). Vypotty, ktoré st zdihavé, aviak inaé celkom jedno-

_ duché, neuvadzame, ale obmedzime sa na ich vysledky:

1 3 1
Y1 = W\Mnl ﬁw + b (&y + &) + g (&3 + &) + N\m%L -
— [ 8 1
— WEN V4 _y~ + 51 & -+ ﬂmwwv
2%k [ .N~ 3 3 43 1 (2)
=g |1+ g + uwnmLiMEw V4 T Tt +1qu#
2k : 1 3 — 3 iwl‘
ys = Mlhw + 56 -} Wmm‘—+ w4 T — 108 11 %
Zavedieme teraz tieto pomocné velidiny: B
1 ; VA 3
Yo = (1 + 72)s q = e ®3)

ktoré budeme dalej povazovat za zname. Prvé z nich predstavuje mﬁ.ﬂ%.&
normalnu hodnotu tiaZe na rovniku hladinového elipsoidu, &Er% msmwom_:
podobnym spdsobom definovanej velidiny v tedrii d\w@roéro pola pri rotac¢nom
elipsoide. Z prvych dvoch rovnic (2). potom vyplyva:

2% 1 1 3 . 3., 1 |
§N|N-T+Nm~+wmw+|ﬁm|mm+w&-_rw;mumw

3, 9 1
iﬂsvlﬁf+mﬁ

éoho:
"o MW 3 ’ 1 1 6 1 — Wm ~m J—
‘Nuééw+m¢.‘M91Mg|m§s 28 1%
1 1 1 ()
J— Mmm S Mmm I—l ,WMummw -

Ak tento vyraz vsadime opat do vietkych troch rovnic (2)., ‘,w.ﬁmmnmam tym
hlavné hodnoty tiaZe pomocou yo, ', & & & Trocha zdfhavym, indd wmm.w. zase
velmi jednoduchym vypoétom, pri ktorom zanedbavame vietky malé velitiny
tretieho a vyssich rddov v g, €; a q', dostavame tieto vysledky:

1 1, 19 ,
; 3“§T+Nm_+ﬂmmlmmmm_“
NS N L R
Yo = v\cﬁw — N«mw - lmimp 28 q mpx_u Am’
5 , 1 1 9 17,
§H§T+Mm tga g gle TRl T
1, 1 1
- lw.mm!mmmlwmwmﬁ.
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Ukazuje sa velmi ugelnym vykonat v rovniciach (5). este daldiu apravu,
Zavedieme v nich namiesto ¢, a £, hodnoty splosteni ; a x, pouZitim vztahov
(2).(3). Sudasne namiesto ¢° definujeme daliu zdkladna veliinu

w? [ — —
= V4 /B v s
T w§? +1 (6)

‘ z %
mli_ wv.

Pritom je ¢ opéit mald velidina toho istého radu ako ¢'. Po vykonani pri-
slunych vypoétov dospievame k vysledku:

z ¢oho

n=rnl+pF) rn=rpl—-F), n=rnl+h) (7)
kde
5 1 1 1 17 17 .
\w“!&m+xwwo“_|§n+ NQWIM9~9N+WWQ_Q|MMQNQ _
1 1 9 )
B’ = 5o+ ol — %0

Vzfahy (7). a (8). mézeme povaZoval za riefenie predloZenej otazky. Avsak
vzorce (8). daji sa este daléj zjednodusif zavedenim sploitenia o; druhého hlav-
ného merididnového rezu, t. j. poludnikovej elipsy leziacej v rovine (y, z),
namiesto splo$tenia rovnikovej elipsy o, (x, je sploitenie merididnovej elipsy
letiacej v rovine z, z). V dosledku definicie splostenia potom je:

a(l —ap) =b(l —ay)=a(l —o)(l —a)=c,
a preto s presnostou na é&leny druhého rddu v «, a o,

1—a :
?_U~1~!||M.H?wsl9u+3§m|§w. 9

Po vsadeni tohto vyrazu do vztahov 8. vyplyva:

B S g (o ) — g (3 — o — g (o Gl .
B = g o) g (o — o) — g (0 — a2l
Napokon
M_M (g + o) = a (11a)

znamend strednit hodnotu oboch hlavnych merididnovych splosteni a ich
rozdiel je:

oy — 05 = A, (11b)

Matematicko-fyzikalny &asopis V, 3.

185



Rovnice (10). moZno preto pisat v jednoduchom tvare:

5 17 1 i
f=—q—a— —oaq——_(4a), ‘
N i 19 ,» _ 0%

Prvy z tychto vztahov predstavuje Clairautovu teorému pre trojosy hladinovy
elipsoid.

Ako je dalej dobre zname, pri zemskom elipsoide je 4« mala veli¢ina druhého
rédu. Pre tento elipsoid teda s presnostou na &leny druhého radu plati:

; (13)
m\ = M h?. _
Clairautova teoréma, vyjadrend prvym zo vztahov (13)., zhoduje sa teda s pres-
nostou na &leny druhého radu so zndmym tvarom odvodenym pre rotaény
hladinovy elipsoid {1}, [2]. Specidlny tvar tejto teorémy pre rotadny elipsoid
tu preto plati s tou istou presnostou aj vo vieobecnejsom pripade trojosého
elipsoidu, ak velidiny ¢ a « definujeme vztahmi (6) a (11a).
6. Celkovéd hmota vo vnatri trojosého hladinového elipsoidu.
Vzhladom na vztahy 1.(1), 3.(1) a 3.(2) celkovi hmotu M, uzavretu vo vnutri

uvasovaného hladinového elipsoidu, mozno vyjadrit vzorcom:

xM = lim R (kI + k1, + k1)),

R w»

teda v dosledku vzorcov 3.(3) plati:
M = 2 k. (1)

Konktantu k sme viak vyjadrili rovnicou 5.(4) pomocou A, y,, g, & a &, Zaveduc
v tejto rovnici namiesto &, a & opat splodtenia &, a &,, najprv mame:

1 | 1 12 15 , _

3, ; ‘
w%“hu\c‘\wu*i!w«& lMQpl;?sl\Murlewl?qu‘liq! % g 4%

a dalej vzhladom na vzorec 5.(6)

3 1 1 | 27 15
2% = Ay, T R A Tl i i R LTV .:@L.
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Ukazuje sa velmi Gdelnym vyjadrit tu konstantu 4 sié¢inom poloosi elipsoidu ab
podla vzorca
ab
d=at =2 = ab(l + oy +ad),

tlw|2m

pri¢om moZno pisat:

3 1 1 1 15 35
2k = @35—_ -+ 3 q + Pt Rl 4+ F O — 5 &%y oo g% — w Q?L.

2 28
V tomto vzorci vyjadrime opil ~, pomocou hlavnych meridianovych splosteni
6 @ &5 podla vzorea 5.(9). Po vykonani prisluSnych elementarnych vypodétov
dospievame k vysledku:

B 31 1 15
2k = abyo1 + 3q — (ot o) = (52— o = (s + g

Ak v tomto vzorci zavedieme stredntt hodnotu splostenia o a rozdiel splosteni
hlavnych merididanovych rezov Ao podla vzorcov 5.(11a} (11b), vztah (1). na-
dobtda tvar:

x

aby; 3 15
M = %.T+MQ|QIIVQQIWEQVL. (2)

Z pritin, o ktorych sme sa uz zmienili, pri zemskom elipsoide moZeme za-
nedbat v rovnici (2). &len s (4dx) a pisat:

aby,
>

M =

3 15
T +MQIQIWQL. (2a2)

Pravda, pretoZe presnost, s akou moZno nateraz zistovat hodnotu gravitatnej
konstanty », zodpoveds priblizne presnosti na &leny prvého rddu v « a g,
¢len s xg ma tu len teoreticky vyznam. Pre prakticky vypolet. hmoty Zeme
mozno pouzit vzorec:

Y, .

3
M= A_Jqulpvv (2b)

4

dobre znamy z tedrie vypracovane] pre rotadéni sféroidovi hladinovi plochu.

7. Vzorce pre norméalnu hodnotu tiaze na hladinovom elipsoide.

Smerové kosinusy normaly » v Tubovolnom bode (, y, z) plochy hladino-
vého elipsoidu su:
x

ooi@@“.i\‘ GOmAFSH il , cos (nz) = :

AYN BYN CYN '
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kde N znamend vyraz definovany rovnicou 1.(4). Sirkovy uhol ¢ (zemepisnt
girku) uvaZovaného bodu definujeme obvyklym spdsobom ako uhol, ktory
zviera normala n s rovnikovou rovinou (z, y). Preto je:

g ] z
cos (nz) = singp = ——. (1a)

CVN

Dizkovy uhol 4 definujeme viak na trojosom elipsoide ind& ako na rotadnom.
Myslime si napr. v strede elipsoidu rovnobezku s normalou n. Dizkovym
uhlom 1 (zemepisnou dlzkou) bodu (x, y. z) nazyvame uhol, ktory zviera
rovina prelozend touto rovnobezkou a poldrnou osou z s rovinou (x, z). Klad-
nym smerom pri merani tohto uhla nech je smer otafania kladnej polovic:
osi z o 90° do kladnej polovice osi y. Teda je:

OOm?&VHooMGQOm»H = ~

AYN
M (1b)
cos (ny) = cos @ sin A = ———.
(ny) P B.Y _
Z rovnic (1b) je jasné, Ze body hladinového elipsoidu, leZiace na jednom a tom
istom merididne, maja rovnaka dizku 2.

Zdvojmocnime rovnice (la) (b) a piSeme ich takto:

NA cos? @ cos? A =

N B cos? p 8in® ] =

Qly s Ay,
x

NC sin? ¢ =

Vzhladom na rovnicu elipsoidu dostévame sditanim tychto troch rovnic

1

= Acos®pcosth + Beostpsin?d + Csin®e’

(3

Pre zrychlenie tiaze v bode (z, ¥, z) na hladinovom elipsoide odvodili sme
u¥ vzorec 4.(7)a). Ak do tohto vzorca vsadime hodnoty z?, 32, 2%, vyjadrené
rovnicami (2), dostdvame vzfah vyjadrujici zavislost normalnej hodnoty tiaze y
od &irky ¢ a dizky A:

y = YN T\Nﬁ y, cos® p cos® A + VB y, cos? @ sin? A + YC y, sin? s_.
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Vsadime tu za N z roviice (3). a zavedieme namiesto 4, B, ¢ dizky poloost
a, b, ¢ podla vzorcov d\m = ¢ atd. Dostdvame takto obdobu Somiglianovho
vzorca pre trojosy elipsoid, ktord m4 tvar:

_ @y, c08® @ cos® A + by, cos® g sin®A + oy, sintg

e
Va? cos? @ cos®* 1 + b* cos? g sin®2 - ¢?sin g ’ (4)

Pre rotadny elipsoid (b = a) tento vzorec nadobuda zndmy tvar (1], [2]

ay; cos* @ 4 cyysin g

y = -
Va* cos’ g + ctsin®y (A=)

Kym tvahy a vysledky, ku ktorym sme dospeli v predchddzajicich kapi-
toldch 5. a 6., platili len pri malych hodnotéch splodteni a pomalej rotacii
vzorec (4). plati samozrejme pri Iubovolnych hodnotich By, O3 & . <ﬁm&15m,
v fiom teraz @ a b pomocou ¢, «, a «;, obmedzujic sa opit na velidiny prvého
a druhého radu a kladie:

c

a=s——=c(l+ x + a3),

Tl —a,

b=c(l+ a5+ a2).

mmm@mb@ vyjadrime tieZ y,, y, a y;, pomocou y,, B a §' podla vzorcov 5.(7). Po
uprave dostivame:

1 + fsin® @ + u, cos®g cos?A + u, cos? @ sin? A

Y =% ]
V1 + v, cos?p cos* 2 + v, cos® @ sin? A (5)
kde u,, u,, v,, v, st dané vzorcami:
U =03 + f + o + aff, v = 205 + 303,
Up = &g — '+ of — uff, vy = 203 + 3. {62

Ak v rovniei 5. vyjadrime cos?) a sin?l pomocou cos 24, po daldej Gprave do-
stavame:

14 Bsin®g + U, cos® g + U, cos* g cos 21

Y= ==
V14V, ,oo%e + V, cos® g cos 22

g (6)
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kde
U, = IMIQ\A +QNVHWJ~9.~+ oy T O \T«xw»w» ?x».laﬁmvmﬁ,
Uy = & o~ ) = [ — iy + 2 o — o5 + (o 5 B

5 (M
.ﬁ\u = Ko lT &g + MAQW + O«qu

3
ﬂ\»”?n\l?un*xmlﬁoﬂwl.?@.

Vo vzorcoch (7). mbZeme namiesto o, a &, zaviest stredné splotenie « a rozdiel
hlavnych hodnét splostenia Ax, vychéadzajtc z ich definicii (5.11a),(b). <m@w
denim
1

Rw“,onllliﬁ?

1
QN”D«IT‘MN—an 9

tieto vzorce nadobudaji tvar:
U, = 2 L oy L A4 !
=0+ +NE§V+M «.p,

Snwsa+®+ggg+%o (7a)

it ettt i, e et S

V, = 2x + 3% + Mﬁ&o&wu
V, = da (1 + 3a).

Kedie U,, U,, Vy, Vya B 50 malé velitiny prvého radu, .amom@.now\m hodnotu
odmocniny vystupujacej vo vzorei (6). mo¥no vyjadrit gwono_m%E radom.
S presnostou na ¢leny druhého rédu takto po vykonani prislunych elemen-
tarnych vypodtov najprv dostaneme:

1 1
(1 + Vy cos?p + V, cos® g cos wé!w =1 ) Vycos’gp — 5 V, cos? ¢ cos 21
? 3 290 4 2 ¥,V cos* g cos 22
¢‘M<moombe+ﬂﬂwo0mﬁe00m wp+N 1V, costgcos 28
a dalej . .
y = o (1 + hy + (B — k) sin*@ — By sin®2¢ 4+ |

- (hy + hy cos?e) cos 24 + hy cos* @ cos 44],
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=

kde

3 V:— L UV, =

1 3 1
N: == Q~ e vw» ﬂ\u |T ww ﬁ\m — IMI q_ «\w - Mm

16
1 1

— st )2
%.m.&rx —mA\p?vu

1 1 1
hy = U, — 5 ﬁ\miMmﬁme A — MAz + A} . Ao - of,

1 3 1 1 1
hy=5BVot L ViV =5 UV, =5 UV =5 (x + ) Ao — of, | (9)
3, 1 . 1, -F .
\@» ||~I®ﬁ\<wINAQNﬂ\m| ]N\w B\KI* Mmﬁh?v - N@_v
1 3. 1 3., 1
b=t gVi—g U+ g Vi Ul =
1

H u H .
|[m11 rl n||\
= g% |T »meTm»Eu& Sm .uor

faf sme viak vyjadrili uz v Clairautovej teoréme pomocou zakladnych
velidin «, Ax a ¢q. Do vzorcov (9). mézeme preto vsadit tieto hodnoty zo vztahov
5.(12) a pisat:

PHlFHWE%u

1 73
hy = N_R? 4 200 — T mvu

(9a)

2

1 5 1
\&”MBQAMQ[cﬂv”Mm.BQ
5

n~“|w|

Pri zemskom elipsoide je, ako sme uZ opiatovne podotkli, Ax mal4 velidina
druhého rddu. Preto, ak sa obmedzime nadalej na presnost zodpovedajiacu
Slenom druhého ridu, vzorce (9a) sa zjednoduinji takto:

1 ;
Nf == \5 = \: = Ov N@m b o \A,.& s \u:v \ww = WQQ . .MM \xw. A©Uv

Zavislost normélnej hodnoty tiaZe od zemepisnych saradnic ¢ a 1 nadobtda
v tomto pripade znimy tvar:

¥ =y [1 + B sin® ¢ — [, sin® 2¢ 4 B’ cos® ¢ cos 21]. (10)
Doslo 10. X. 1954.

Kuatedra banickeho meralstva a geofyziky
V8T, Kogice
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K METOIHWKE PEIMEHUST IPOBJEMBL CTOKCA
JJA TPEXOCHOTO 3JJUTCOULA
T. KOJBEHTEEP

Brisoan

TpoGrema Croxca TPEXOCHOTO AATHNCONNA A1A PElleHA ¢ NOMONIRI0 TPEX PaPMOHNIECKIX
dymxuni I, I;, I, onpegensiemsx cooTHowesuany 1.6, 1.7, 1 1,10. TIoTeHIMAI THHKeCTH BhI-
PRKALTCA KAK CYMMA NOTeHIHana MerTpobemHol cnisl U ynobuo BubpanHoOl MHeiHOM
woMOUHAIMKM NPUBEREHALIX TPEX PyHruuid. M3 10JyYenHLIX OCHOBHLIX COOTHOILEHMI BhI-
BEleHbl TIIABHLIC 3HAYCHUA BeJIMUAHLl YCKOPCHHIA TAIKCCTY HA YPOBEHHOM 3IJIMNCOU/E M BhI-
BeileHa Teopena Kiapo ¢ TOUR0CTHIO 40 YJIeHOB BToporo nopaaka. Gopmyna Comuisna 0606-
eHa Mg ¢ilydasd TPEXOCHOro 3JUTHNCONHA H m3 ed ofmero BUAA BhiBeleHB COOTHOIHeHHA
JUISL HOPMAJILHOTO 3HAYEHUA BEIUYMHBl TAKECTH. 3TH COOTHOMICHMA TOYHBl BIUIOTH JI0 Ujie-
HOB BTOPOTO NOPAJKA. '

BEITRAG ZUR LOSUNG DES STOKESSCHEN PROBLEMS
FUOR EIN DREIACHSIGES NIVEAUELLIPSOID

T. KOLBENHEYER

Zusammenfassung

Das Stokessche Problem wird fiic den allgemeinen Fall eines dreiachsigen Niveau-
ellipsoides mittels der in 1.6, 1.7 und 1.10 niiher definierten harmonischen Funktionen I,
I; und I, gelost. Das Schwerepotential wird dabei als Summe des Potentials der Flieh-
kraft und einer zweckmiBig gewihlten linearen Kombination der obenerwihnten drei
Funktionen dargestelit. Auf Grund der abgeleiteten Beziehungen werden die Haupt-
werte der Schwerkraft auf dem Niveauellipsoid und das Clairautsche Theorem bis auf
Glieder zweiter Ordnung ausgedriickt. Die Formel von Somigliana wird fiir den Fall des
dreiachsigen Ellipsoides verallgemeinert und schlielich wird die ibliche Formel fiir die
Normalschwere abgeleitet.
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