K VZTAHOM ,MEDZI® VO SVAZOCH
MILAN KOLIBTAR, Bratislava

V praci {17 zaviedol M. S. Gel'fand vztah ,,medzit vo svaze takto: Prvok x
svazu S je medzi prvkamia, b € S, ak (anz)u(bn ) =2x=(aVz)n (bux)
a dokdzal vetu (uvadzame ju v inej formuldcii):

() V moduldrnom svaze mnofina Ma, b) prokov x, ktoré st medzi prokami
a, b, tvort podsviz s najmendim prokom « 0 b a s najvadsim prokom a U b.

- Tento podsvéz budeme oznatovat tiez znakom ((a, b). Zrejme a, b € Gla, b).

V nasledujicich tcw:wgwmor budeme uvazovat este o vztahu ,,medzi,
definovanom takto: Prvok z svézu S je medzi prvkami a, b € S vtedy a len
vtedy, ked x lezi v intervale < a nb, au b >, b j-platienb sz =0V b.
Mnozinu prvkov z € 8, ktoré lezia medzi prvkami @, b v tomto druhom zmysle,
oznadime M{a, b). .

V dalfom poukdZeme na niektoré stavislosti Gelfandovho vztahu ,,medzi
(nazveme ho prvym vztahom ,,medzi*) s prave definovanym vztahom ,.medzi‘
(nazveme ho druhym vzfahom ,,medzi*“) a s niektorymi vlastnostami dvojic
svizov definovanych na tej istej mnoZine M {prvé dve vlastnosti boli zavedené
v praci {2]), & to (S,, S, znatia svazy definované na mnozine M):

B. Al mno¥ina X tvort konveansj podsviz v Sy, tvori aj konvexny podsvdz v S,
a obratene. .

D. Existuji svizy A, B ( definované na mmnodindch M, M,) a prosté zobrazenie
@ mnofiny M na kartézsky sudin My X My, také, e @ je izomorfné zobrazenie
svizu S, na kardindlny sulin A X B svizov A, B a stidasne izomorfné zobrazenie
svizu S, na svdz Ax B (& je sviz dulny k svizu A).?

G. Ak x je medzi prokami a, b v proom zmysle v S,, je medzi tgmi prokami
v proom zmysle aj v S, « obrdtene.

H. Ak prvok x je medzi prokami a, b v druhom zmysle v S,, je medzi tymi pro-
kami v drukom zmysle aj v Sy @ obrdtene.

V préci [2] bolo dokézané, #e v pripade, ked svazy S,, S, sl distributivne,
vlastnosti B, D st ekvivalentné. V odseku 3 ukaZeme, Ze tieto viastnosti si
ckvivalentné pre TubovoIné svazy 8,8, aze s satasne ekvivalentné s vlastnos-
tami G, H.

1 Praca mi bola nepristupna a poznam ju len z referatu v fasopise Referativny]
yurnal, Matematika, 1954, ped. Ni 4762,
)
2\ praci [2] na str. 1 je viastnost D fornulovana chybne. (Pogri pozn. © pod &iarou).
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1. V celom tomto odseku S znadi sviz, @, b jeho prvky. Mnozina ((a. b) je
zrejme Castou intervalu < anb, au b >, t. j. mnoZiny M(a, b).

1.1. Nevyhnutnd a postalujica podmienka, aby pre kasdé dva proky a, b €S
platilo Ha, b) = M(a. b), je, aby sviz S bol distributiony.

Dokaz. Ak S je distributivny svaz, pre kaidy prvok x € < anb,aub >
zrejme plati z € Ga, b). Nech obratene pre Tubovolné prvky a, b € S aTubovolny

Obr. la. Obr. ib.

prvok z € M(a, b) plati z € G(a, b). Keby sviz S nebol distributivny, obsahoval
by niektory z podsvazov na obr. 1a, 1b. Pre prvok x by potom platilo x € M (a.b)
aviak neplatilo by = € Gla, b).

Poznamka. Lahko sa vidi, #e ak a je neutrdlny prvok v Tubovolnom
sviize S, pre kazdé b € S plati Q(a, b) = M(a, b).

1.2. Nech a, b € S; oznatme A = < an ba> B=<an b,b >. Nevy-
hnuing a postadujica podmienka, aby G(ab) = M(a, b), je, aby interval < a 0 b,
aub >bol s.moﬁo.x?s.@ s kardindlnym suéinom AX B, prifom preku a zodpo-
vedd prvok (a, a N b) € AX B, proku b prook (a 0 b, b). .

Dokaz a). Nech G(a,b) = M(a,b). dﬁﬁ&.gm o zobrazeni ¢, ktoré kazdému
prvku u €< anb,av b > priraduje prvok (¢ n w, b nu) € Ax B. PretoZe
(@anu) VU (bnw)=1u, zobrazenie ¢ je ?.o.mﬁ. Prvkom a,b zodpovedaja prvky
(v tomto poradi) (@, a N b), (anb,b). , ,

Ak € A, y € B, obrazom prvku 2 U y v zobrazeni ¢ je (x, y). Plat totiz
z U y€G(a,b), t. i &CQHEC&CSDGC&CSHECSD@C“sr
teda a N ?CSH@DSCSDGC&VHQD@C r)=(avuz)n(bUz)=
— z a podobne b n (z U ) = ¥ 7 toho vyplyva, e @ je zobrazenie mnoZiny
<anb, aub> na mnoZinu A X B.

Nech u, ' st prvky intervalu <a n b, aub>a(z, ), (2,Y) ich obrazy
v zobrazeni @. Z konitrukeie zobrazenia ¢ vidiet, e u =« vtedy a len vte-
dy, ked (z, y) = (z'; y'). Zobrazenie @ je teda izomorfné.

b) Nech interval < a n b,au b > je izomorfny s kardinalnym sadinom
A X B, pritom prvkom a, b zodpovedaju prvky (v tomto poradi)a = (¢, a N b),

b = (@ n b, b). Stadi dokézat, ze pre Tubovolny prvok I == (x,y) € A X B plati

Matematicko-fyzikalny cagopis V, 3.
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(vosvize A X B) acmvimcgumuaa@c@a&. Je viak (GU E) N
DAMCQ.&HASC&VDQQDSCn&“:aDSCSIDGcSVH:mCaVD&;\D

_npuy)= (x,y) =2 a podobne ({anz)udn z) = b.

Poznamka 1.V &asti b) sme vlastne dokazali tvrdenie: Nech sviz S s naj-
vidiim & najmensim prvkom je izomorfny s kardindlnym sudinom svazov
A, B.Nech 0,1 (0, 1') st najmensi a najvacsi prvok sviza A (B). Nech v uva-
jovanom izomorfizme prvku (I, O) € A x B zodpoveds prvok a € S, prvku
(0, 1') prvok b. Potom Gia, b) = S. s

Poznamka 2. lahko sa dokaze spravnost tvrdenia: Ak S je kardinalnym
saéinom svazov 4, B, 8 = A X B, je prvok (u, v) € S medzi prvkami (2, %)
(s o) €8 (V prvom zmysle) vtedy a len vtedy, ked vo svize A je prvok u
medzi prvkami z;, T, & VO sviige B je prvok v medzi prvkami ¥y, ¥

Poznimka 3. Aka b, vyplyvaz 1.2, Ze Gla, b)=< a,b>;to vyplyva aj
priamo z definicie mnoziny ((a, b).

1.3.1. Ak intevaly <a b, b>, < a.au b ~ si obsafené v G(a, b), potom
zobrazenia T —> a U r(x€<anbb >yay—>bny(ye<aav b >) st in-
verzngmi izomorfizmami medzi intervalmi <a.n bb > <aaV b >.

Dokaz 1. UvaZujme o zobrazeni ¢, ktoré kaidému prvkuz € << a N b,b >
%iﬂ&.&@ prvok a U Z €< a,aub>. Pre z€<anbb > plati z € G(a, b),
t.j.z=(ay ynGuz)=(@uU z) n b. Z toho vyplyva, Ze zobrazenie ¢ je
prosté, lebo ak a U x, U st obrazy prvkov z, ', vyplyva z rovnosti
auz=au rovnost &HSC&VD@HEC&VD@H&\. Ak y € < q,
au b >, pre prvok z=bnyplaticu z=aU bn SHSDSCGDSH
= y.¢ je teda zobrazenie mnoZiny < @ N b,b > na muno¥inu < a, a U b >,
v ktorom vzor prvku ¥ je prvok b n . .

Ak pre prvky =, %' € < an b b>plati r<a,je ply=avzr=ay x' =
= @(x'). Obratene, ak p(x) £ @ ('), b jravzrsay z, je x=(@va)n b=
<(@uz)nb= «'. Zobrazenie @ je teda izomorfné.

9. Zobrazenie, ktoré kazdému prvku y € <a,a U b > priraduje prvok bny,
je podla 1. tasti dokazu inverzné k zobrazeniu ¢ 2 je zrejme izomorfné.

1.3.2. V moduldrnom  svdze su intervaly <an ba><an b,b >, <a,
aub>,<baub> obsatené v mnofine G{a, b).

Dokaz je Tahky.

Poznamka.Z 1.3.1a1.3.2 vyplyva veta ((3], kap. V, veta 6): Nech a, b st
prvky modularneho svizu. Potom zobrazenia z >a UV T a y—> b n y st inverz-
nymi izomorfizmami medzi intervalmi <a N b,b >, <a,a ub >.

1.4. V moduldrnom svize S je podsviz G(.) izomorfng 8 kardindlnym sutinom
Ax B, kde 4 =< an ba >, B=<an b,b >. V tomto izomorfizme zod-
povedd proku a prvok (a, a N b) € A X B, prvku b prvok (a n b, b).

Dokaz. Podla vety (G) je G{(a,b) podsvéz svazu S. Podla 1.3.2 st intervaly 4,
B obsazené v G(a, b). Uvazujme 0 zobrazeni ¢, ktoré kazdému prvkuu € G(ab)
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priraduje prvok (a N, b A u) € Ax B. Dalsi postup je vovnaky ako v d&asti
a) dokazu tvrdenia 1.2.

Poznamka. Nech svaz S je distributivny. Nech a je prvok, ktory ma
komplement a’. Oznatme A = <0, ¢ >, A" = <0, @' >. Podla 1.1 je a,u') =
— 8, podla 1.4 je teda S =~ AxA'.

vy

1.5. Nech S je sviiz s najmensim a najvadsim prvkom. Nech € je podmnoZina
svizu S, definovana takto: a € C vtedy a len vtedy, ked existuje prvok b € 8
taky, Ze plati G(a, by = S.

1.5.1. € je centrum svdzu S.

Dokaz a). Nech a € . Potom pre urgity prvok b€ S plati G(a, b) = S.
Pretoze G{a,b) C < anb,av b>,jeS=<anbauvb>a prvky a, b sa
navzajom komplementarne. Podla 1.2 je S =~ Ax B, kde A=< 0,a>,
B =< 0, > a v tomto izomorfizme zodpovedaji prvkom a, b prvky (v tomto
poradi) (a, 0), (0,b). Odtial vyplyva, Ze a (a tiez b) je prvok centra (pozri [3],
kap. 11, § 9).

b) Nech « je prvok centra. Potom prvok a mé (jediny) komplement b a
existuje rozklad svizu S na kardinalny saéin S == Xx7Y, pricom a = (I, 0)
({3], kap. II, §9). Zrejme potom b = (0, 1) (0,1 (0, I') st najmensi a najvacsi
prvok svazu X (¥)). Podla poznimky 1 v 1.2 je G(a, b) = S, teda ¢ € C.

Dosledok 1. Ak a € C, md prvok a jediny komplement, a to prook b, pre ktory
plati Gla, b) = S.

Déosledok 2. Ak a € C; zobrazenia z->xr Na,x—>xr U s endomorfiz-
mami svdzu S.

Dokaz. PretoZe a je prvok centra, je neutralnym prvkom a tvrdenie vy-
plyva z lemmy § 10. kap. II knihy [3]. A

Poznamka 1. Z dosledku 2 vyplyva: Ak a, b st Tubovolné prvky modular-
neho svizu, st zobrazenia x >z N ¢, x> T U endomorfizmami na podsviaze
Gla, b) (x € G (a, b)) .
~ Poznamka 2. Zrejme C je Booleova algebra. Plati teda C = S vtedy a len
vtedy, ked S je Booleova algebra. o

Vowsaca

1.6. Ak Gla,b) je podsviz svdzu S a pre proky a, b, ¢, d € S plati Gla,b) =
— Ge, d), potom Gla ne,bud)=Glauve, b nd) = G (a,b). Specidlne, ck a,
b, ¢, d s proky centra svizi S @ dvojice prokova, b a ¢, d st navaijom komplemen-
tdrne, st aj dvojice a nc,bud aavc, b d navadjom komplementdrne.

Dokaz. Oznaéme ¢ centrum podsvazu (i(a, b). C' je podsvizom V G (a, D)
a je to Booleova algebra. PodPa 1.5.1 a, b, ¢, €. Prvky ¢ nc, budlauvuc
b A d) patria do ¢" a st navzijom komplemensarne, pretoze dvojice a, b c, dsi
v ¢' komplementarne. Z toho vyplyva vzhladom na 1.5.1 dané tvrdenie.

2 Teraz si viimneme, ako navzajom sivisia oba vzfahy ,.medzi* zavedené
v Gvode. Viade 8 znali sviz, a,b jeho prvky.
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9.1 Pre lubovolny prook x € 8 platt:

Ma,x) N Mp,z)=<(@n zg)u (b na), eV z)n (bux) >3

U@W@s.gmﬁﬁvavDNEF&VAHVQ\D x M@M@C&ED&M@MNVC&AU
<« (anx) VY bnr)ysu = (o v z)n (b v x) AU:mASDﬁC@D&Vv
(e U x)N (bux)>.

9.9, Prvy vztah ,,medzi¢ moino definovat pomocou druhého vzfahu,
,,medzi takto:

% € Gla, b) vtedy & len vtedy, ked M(a, )N MO, )= {oc} 2

Tvrdenie vyplyva 2.1.

2.3 Nech A je podmnoZina svazu S. Mnosina A tvort konvexny podsviz svizu S
wtedy a len vtedy, ked pre kaZdé a, beA jeGla,b) C A.

Dokaz. Ak A je konvexny podsvéz svazu S, pre a, b€ A zrejme plat
Qa,b) C A. Nech obratene @, pe A = Gla,b) C A. Pretote auv b, an b €
Gla,b), je 4 podsviz. Ak a <b, je Gla,b)=< a,b>,teda 4 je konvexny
podsviaz.

9.4. Druhy vztah ,,medzi‘ moZno definovat pomocou prvého vztahu ,,medzi‘:
M(a,b) je najmensi konvexny podsvaz svazu S, obsahujtci prvky a, b. Podla 2.3
konvexny podsviz moino definovat pomocou prvého vztahu ,,medzi‘.

Poznamka. Podla 1.1 st oba vztahy ,,medzi‘ totozné vtedy alen vtedy, ked
svaz S je distributivny.

3. V celom tomto odseku S,, 8, znatia svazy definované na tej istej mnozine.
Svazové operacie v S, (S,) budeme oznadovat U, n (~, ~), inkluziw & ().

3.1, Viastnosti G, H st ekvivaleniné.

Dokagz. Tvrdenie vyplyva z 2.2 3 2.4.

3.9. Viastnostt B, G st ekvivalentné.

Dokaz. Implikicia G = B vyplyvaz 2.3. Implikdcia B = G vyplyva z 2.2,
pretoze M(u, v) je najmensi konvexny podsvaz, obsahujici prvky u, v

3.3. Vlastnost D implikuje viastnost G.

Dokaz. Oznalme Ax B =218 Ax B =38, Dvojica svazov A, A mi
zrejme vlastnost G. Nech vo svaze S, je prvok z = (#,, T,) medz prvkami
8 = @yt B== (b, by) v prvom zmysle. Podla pozndmky 2 V 1.2 je vo
svize B prvok Z medzi prvkami d,, b,, VO sviaze A a teda aj VO svize A
prvok medzi prvkami a;, by Podla tej iste] poznamky je VO svaze S
prvok medzi prvkami @, b.

3 4. Vlastnost D implikuje plastnost B.

Dokaz. Trvanie vyplyva z 3.3 & 3.2.

Poznamka. Lahko sa ukaize na jednoduchom priklade (za A moino zvolit
napr. svaz na obr. la, za B svaz o dvoch ?.3805, 3¢ ak dvojica svazov Sy, Sy

o oznadenie pre prenik mno#in.

4 Ag

]
5 ynadi mnoZinu § jedinym prvkom x.
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1 vlastnost D a mnoZina X tvori podsviz v Sy nemusi tvorit podsvaz
v S,.

3.5. V celom odseku 3.5 predpokladame, e dvojica svazov 8,, S, ma vlast-
nost B. Dokazeme, Ze potom tato dvojica md vlastnost D.

V praci [2] bola dokazana veta:

(J) Ak svizy Sy, 8: ( definované ne tej istej mnoZine ) st distributivne a kazdy
vytvorujuct rozklad’ na jednom 2z nich je vytvorujicim rozkladom aj na druhom
svdze), potom dvojica 8y, S, md vlastnost D.* :

Dékaz implikacie B => D (nepredpokladame pritom, Ze svazy 8, S, st disbri-
butivne) moZno urobit tym istym postupom, ako dékaz vety (J) ¥ praci [2].
Tento dokaz sa opiera O niekolko pomoenych viet, ktoré tu uvedieme. Dokazy
z prace [2] nebudeme opakovat, uvedieme len tie asti postupu, Vv ktorych
treba urobit zmeny vzhladom na nas predpoklad (vlastnost B).

3.5.1a. Pre kaZdé dva proky ;, € € S, plati:

(2 0 ) ~ (B Y xp) = Ty ~ Tp» (2, nxg) ~ (2 Y xy) = Ty ¥ Ta»

(2, ~ ) N (2, v Tz) = T O Ty (@, ~ ) U (T v X)) = Ty Y Ta-

Dokaz. Ako bolo ukézané v praci (2] (ods. 3.2), plati:

A&ujauv\/A&_Cavaaw\/&f&p o~ &mlHuD&?&F\/&MW&-CHN.

7 toho vyplyva prva rovnost. Ostatné tri sa dokdiu podobne.

3.5.1b. Pre prvky a, b, ¢ € S, plati ({2], ods. 3.3 a 3.2)

amonv@\/nm.v\/ov&(am@(n,

asb —anc=bnec, avuc=buc,

aMaM@nvaD@an caub,

amcmwnva\/@MaMa(v
(posledné dve implikacie vyplyvajd bezprostredne z viastnosti B).

3.5.2. [6.2.1F Nech a €b,a ~ b =u,0 p — v. Potom uwnv==a
wuwv=D>h.

Dokaz. Tvrdenie vyplyva bezprostredne z 3.5.1a.

3.53. [6.2.2] Aka Sb,a= b, plati < a, b > 8)=<ab> (8,)*
(tato rovnost plati nielen &o sa tyka mnoZin, ale aj tiastotného usporia-
dania).

Dokaz. Rovnost v zmysle mnoZinovom vyplyva priamo Z vlastnosti B.
Dalsi postup je rovnaky ako v [6.2.2] (dast b).

3.5.4.[6.2.3] Nech a chb=a Ak oznadime < a, b > 8 =4,< b,a >
(8,) = B, plati A = B.

s Vybvorujtcim rozkladom nazyvams rozklad definovany kongruencioit.

s Vo formulacii tejto vety v praci [2] (6.2.15) je chyba. (Pozri formulaciu vlastnosti D
v fvode.)

7 Tu a v dalfom su v hranatej zatvorke uvedené Sisla prislusnych viet v praci [2].

8 Znak < a, b > (5) (<72, b>>(3,)) znadi interval v 8, (S,). Obdobny vyznam maju
iné podobné oznadenis. :
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3.5.5. [6.2.4] Nech @ cb, < a,b>(5)= Ao ~b=ua~vb=0 < U, v >
(8,) = B. Oznatme < a,uw > (S;) = U, < &0 > (8) = V.

Potom A ~ UxV, B=UxV.
gD okaz. Podlads2uvv=bunv==a tedau,v €< a,b > (8,). Vzhla-
dom na vlastnost B tvori mnozina |< @, b > (S)1° konvexny podsvédz v 8,,
teda | < %, ¥ > (Sl ci< a, b > (S,)]- Podobne sa ukaze | < a, b > (Spl v

1< u, v > (Sl Plati teda 4| = |B|.

Plati ¢ Su, u =, % cb,u<b. Oznatme < %, & > (Sy) = Uy < %, b >
(S,) = V. Podla 3.5.4 je Uy = 0, podla 3.5.3 je V=< u,b> (8,)-

Podla poznamky 3 v odst. 1.2 je | Bl = |G (u, ) (S,)]. Podla 3.2 méa dvojica
NI vlastnost G. Teda |G(u, v)(Sy)l = 1G(u, 0)(SPl b 3 plati |G(u, 0)(Sy)| =
=|A| = M (u, v)(S,)- Podla 1.2 je A~ UxV (i)

‘Pretoze intervaly < a,v > B)=<unv,v> (S) a <ub> (S, =
— <u,w Vv >(S)sh obsazené v mnozine |4} = |G (w, v)(Ss je podlia 1.3.1
<ub>8)=<av> (8,) =V, teda plati (vzhladom na 8) V=V (@)

Podobne |A]| = |G (@, b) (8) | = |G (a,b) (S,) |; pretoie 4] = |B| =
=M (a, b)(S,), plati |Gla, b)(S,), I = M (a,b) (8S.)- Podla 1.2 plati ?asr_,mmos
na 8,) B~ U, X V, (iy) a teda yvzhladom na izomorfizmus (i) B = UXV (i)

Poznamka. [Poznidmka 1.} Pre izomorfizmy (i), (i) plath: ak z— (z, ¥)
(iy), potom z—> (2, y) (3,)-

Dokaz a). Nech z—(z, y) (i). Potom z = 2 U Y. Ak z-—> (2, ¥)) (Fa), 1
2= A %Y= b~z. Pretoie a = x Ny a p €< w,a > (8), Yy €<V >
Sy =<av> (S,), tedaz =a =Y, podla 3.5.1a dostdvame z, = (x 0 Y) ~
A{ruy)=2 ~ Y= 2

b) Dalej plati yv w =Y ~ b. Oba prvky y U 4, ¥ ~ b maja totiz v izo-
morfnom zobrazeni V;—V (,) ten isty obraz y. (Obraz prvku yeVijey' n v:)
Plati totiz (yuu) nv=1(yyV wyn(yuo)=1y [pretoze y € Glu, v) (Sl
Q\\/~:DeH@>33@<3Hmjoﬂwcuo&_.@w.m.5v.

c) Pretoze z=2UY=2Y; podla 3.5.1b je Y = bAz2b ~Yy Dalej je
w=b~z=z teda podla 3.5.1b c\/NunﬁCNH”ﬁC&CM\H@C y. Zo
vztahov b ~ Yy G Su VYUV Y= b~y vyplyva y, =% Y Y. Podla
b) zodpovedd v izomorfizme (i,) prvku y, =y U % €V, prvok y € V.

d) Za) ac) vyplyva, Ze v izomorfizme (¢,) prvku z zodpovedad prvok (z, ¥)-

3.5.6. Nech ¢ € S,. Oznalme X, mnofinu vietkych prokov x €8y, pre ktoré
cAr=C¢cvzcUxT=Ccnl Pre Tubovolné proky ., % mnofiny X, plati:
cU (T, U X,y =¢n A&wcng,aaﬁ&pjnﬁﬂn v (1, 0,

Poznamka. PretoZe ¢ € X,, je mnoiina X, neprazdna.

Dokaz. ¢ U (7, U xy) = (c U x) U (c U x) = (e~ x) U e~ T,y C ¢~
(2, U Xp) (posledny vztah vyplyva 2o vrfahov o, & U oy T &4 Y T2

? Ak N je svar, budeme znakom _.f‘ 07

Soval mnoiina prykov svitzu S,
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a 3.5.1h). Podla 8.5.1a je ¢ ~ (2, U x,) Cou (T VT, teda ¢ U (2, U Z,) =
= ¢ ~ {(z, U %,). Podobne sa dokade druha rovnost.
3.5.7. 6.2.6) Ak x,. 2, € X.. plath x, O Xy = Ty~ Ty T U Ty = Ty A~ Ty
Dokaz (rovnaky ako v [2]). Oznadme o, O Ty, N ¢ =a, U LU= b.
Xy, Xy, € 81 prvky svézu A — <a,b>(5). Plati ¢ S b a sGbasne podla 3.5.6
a=(x, nx) nec=I(xrn ) vezcez (U ab>eHA§CRNVCoH@.

teda a = b. Podla 3.5.4 <b, a> (8,) = 4, &im je gamosmmmowwu\@:o‘.
Poznamka. (Pouiivame oznadenia ako v 3.5.7.) Pretove ¢ € A, vyplyva
7 dudlnosti intervalov A, <b, a>(S,), te 4 C X,.. Pretoie x, U x, € A,
2, N 2, €A, 80 3 U X 5 0 Ty prvkami mnoziny X,, plati:
3.5.8. [6.2.5] Mnofina X, tvort podsviz vo svdze S, aj vo svize S,.

3.5.9. [6.2.7] Mnofina X, twort konvexny podsvdz vo svize S, aj vo svize S,.

Dokaz ako v [2].

3.5.10. [6.2.8] Nech Y, je mnoSina vetkiyjch prokov x € S,, pre ktoré: platl
cAx=¢~2T,CUT=0CYT Mnotina Y, tvort konvexny podsviz v S; aj v 8,.

Poznémka. Mnoziny X., Y. budeme v daliom uvaZovab ako podsvizy
evizu S,. Vo svize S, mno¥ina | X, | tvori podsviz dualny k svizu X, mno-
sina | Y, | sviz rovnaky ako Y..

3.5.11. [6.2.13] Neck ¢ je Tubovolny prook svizu S;. Uvafujme kardindlny
sitin D = X.xY,. Existuje prosté zobrazenie ¢ mnofiny | Sy | ne mnozinu | D1.

Dékaz ako v [2]. V zobrazeni ¢ prvku z €S, zodpoveda prvok (x, ¥) € D,
Kiorého zlozka e spolotnym prvkom mno¥in ¥, a X,, zlozka y je spolodnym
prvkom mnoZin X.,alt,.

3.5.12. [6.2.14] Zobrazenie ¢ v 3.5.11 je izomorfné zobrazenic svizu S; NG
swiiz .

3.5.13. Zobrazenie @ v 3.5.11 je izomorfné sobrazenie svdzu S, ne sviz X xY..

D okaz. Tvrdenie vyplyva z 3.5.12 a z poznidmKky za 3.5.10.

3.5.14. Nech dvojica svizov Sy, S, md vlastnost B. Potom md, tato dvojica vlast-
nost D. ‘

Dokaz. Tvrdenie vyplyva z 3.5.12 a 3.5.13. -

7 3.4 a 3.5.14 vyplyva, Ze viastnosti B, D st ekvivalentné, t. j. plati veta:

3.6. Nech S, S, st svdzy definované na tej istej mmofine M. Nevyhnutnd
« postatujica podmienka, aby kazdd podmmoZina X C M, ktord tvori konvezny
podsviz v jednom zo svazov 8,, S, tvorila konvexny podsviz aj v druhom svdze,
je: Ewxistuji svizy A, B a zobrazenie ¢ mmo¥iny M na kartézsky sudin | 41X
x| B také, Ze @ ie izomorfnym zobrazenim svizu S, na kardindlny sucin
Ax B a sutasne tzomorfnym zobrazentm S, n¢ A x BY

3.7. Viastnosti B, D, &, H st ekvivaleniné.
Tyrdenie vyplyva z 3.1, 3.2 a 3.6.

10V pripade, %e svizy S, 5B s distributivne, bola tato veta dokdzanf v racel (2]
prij Y D D P

ate i fyziki r U 3.
Matematicko-fyzikdiny Cusopls v, Hmw



Pozunamka. V pracach (2]al4]d.J akubik skimal tuto vlastnost dvojice
konednych svizov Sy, 8,:

F. Grafy svidzov Sy, S, st izomorfné, t. j. existuje prosté zobrazenie svazu S,
ha svaz S,, v ktorom susednym prvkom jedného zo svazov N zodpovedaji
susedné prvky druhého svazu. (Prvky =z, y svézu nazyvame susednymi, ak
alebo z pokryva ¥, alebo y pokryva z.)

V praci [4] je dokézané, Ze v pripade, ked svizy Sy, S, st modularne, viast-
nosti F, D st ekvivalentné. Pre semimoduldrne svazy neplati implikdcia
F = D[5]..

Tiahko sa vidi, Ze pre Tubovolna dvojicu konetnych svazov {definovanych
na tej istej mnozine) vliastnost B (a teda aj kaZda z vlastnosti D, G, H) impli-
kuje vlastnost F.

Doilo L. IV. 1955.
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K OTHOMEHWAM JMEWAY“ B CTPYHKTYPAX

MHJAH KOJHUBAP, DBpartncaasa

BLIBOABL

B craThe PaccMATPHBAKTCA gBa OTHOLIEHMHA . Momay B CTPyKTYpe: (¢) dnememT T
CTPYKTYPHL S HAXOMITCA MEMHAY 3JICMCHTAMA &, BES, ecitn (aNx)U bNnz) == (aUx)
NnpBu) . (72) D1enmeHT z HAXOANTCH MEXLy 4, b, ecam a N b<zx=auUb MHOKecTBO
27EMERTOB HAXOMANIMXCA MCHAY a, b B cMuICTIE (€), (i%) cOOTBCTCTBOHIO obosnauacM G(a, b,),
M(a, b) COOTBETCTBCHHO.

OtHomcHRe ,,Menay** (%) ucenenoBato M. C. Teandasiom B pabote {11
B atoi pabore forazana teopema: B JCAeKUHA0BOH CTPYKTYPC uuomectBo G(a, b) odpasyer
MOACTPYRTYPY © HAHMCHBUIMA 1 HanGOIBII UM DIEMCHTOM.

B cBs3n © 9THMH OTHOUIGHMAMY L MOELY'S PACCMATPHBAIOTCH B HacTOHmledl cTaThe Cile-
AYIOUIMC CRORCTBA Haph! crpyrtyp S Sa ONPERCICHHBIX B3 OILHOM 4 Tope mHoMectse M
(eMOTPH [2)):2

B. Ecau aHoscectso X sBAACTCA BHUTYRI0# HOACTPYKTYpPO B Sy, TO QHO HBJAETCA Bhi-
ueke B Sy n naobopor.

nywKitoi HOACTPYRTY POR

1 paGoTa asTopy HegocTynwwa uo ot SHACT ¢e TOABKO 13 pedepara ® PoedepaTnBHOM
Ay pHIIE, MaTCMATUKA, 1954, ped. 4762.
2 opMyIMpOBKA cnoiicTsa D B pabore [2] HeTOUKA.
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. CywecTByloT ¢TPYRTYpU A, B (oupejcyicHHbe 114 wnoneeTax My, M, cooTRET-
CTBOHHO) W B3AMMHO-OJAHOBHAUHOC OTOBpAKCHUE @ MHOMECTRA M ma JcKaproso 1pons-
aepenue  M;X M, rtakoe, WTO @ M3OMOPGHHOE COOTBCTOTHIC OHOBPEMEHHO  MCIKLY
S, Mo AXB u mexny S, u AxB. (llpn atom A oBoznadser cTPYKTYPY, ABORCTBCHUYIO
erpykrype A, A X B osHauact npamMoc npov3BeNCHHE erpyrtyp A, B.)

G. Ecnnx €Ga, b) B S,, 70 x € G(a, b) B S, u waabopor.
. Eeanz € M{a, b)BS;, 10% € M(a, b)BS 1 naobopor.

JlokasuisaeTed, 410 cpoiictea B, D, G, H IKBUBAJEHTHB. (9KBUBAJIEHTHOUT croiictB B,
D pas aMerpulyTHBHBIX CTPYKTYp AOKa3aHa B pabore [2].) B crpyxrype S mMeer MecTo
M{a, b) =G(a, by pos 06X 3JIEMCHTOB 4, b€ .S Torpa | TOJbKO TOTNA, KOTja CTPYKTYpa
S aucrpubyTaABHA.

B KauecTne BCTIOMOraTEIbHbLIX TEOPEM  JIOKRABHIBALTCH wanupmyep: Ecaut uuTepBasibl
<an b b>, <a, eV b>> COACPKATCH B @(a, b), O cooTBeTCTBUA X —> ¢ U THY > bny
ABJIAIOTC A WHBEPCHBINI N30M opduamamy MONAY nnteprayamu < a O b, b>, <<a,aV b >
(3To yTBEpMAeHHE oGobuaet Teopemy 6 ri. V waprn T. Bupxroda [3], Tak wak B JlefeRHH-
J0BOM CTpyKTYpeC Yycsonue <an b b>C Gl b), <@, aUb>C G(a, b) Beerga Bsl-
wosieno.) B JeHeKUHAOBOR CTPYKTYPE NOACTPYRTYP2 G(a, b) uzoMopdHa ¢ MpAMBIM DO~
uspepenueM AXB, TAe A=<anba>B= <anb b>. B moboii cTPYKTYPE
ameer Mecto Gla, b) = M(a, b) Torga u TOABKO TOr[a, KOrta MHTepBall <anb, av b>
uzoMOpQHBIA ¢ [PAMBIM npousseeHueM AxB. Ecam S — cTpysrypa © Hanb01bUIITM
1 HAMMCHBIIMM DJIeMCHTOM U O —— MHOMECTBO BCEX 3JICMCHTOB & € .S, A KOTOPLIX CYUIeCT™
ByeT CeMCHT b € § raxoit, aro Ga, b) = 8, 10 C — UEHTp CTPYKTYPBL S.

Hawno:awﬁwaro.muﬁ;&m% casopis V, 3. HHH



