O METRICKYCH SVAZOCH

JAN JAKUBI{K, Kosice

Z&Eoz na svize S nazyvame realnu funkciu v(x), definovani na S, pre
ktort plati:

v(z) + o(y) = vz ny) + vz U y) (M 1)

x>y = (@) > v(y) (M 2)

Cuosm. [1], [2]). Sviz S s normou »(x) nazyvame normovanym alebo metrickym

sviizom a oznadujeme ho S(v). Nazov ,,metricky“ sa oddvodiluje takto: ak na-
Zveme vVyraz’

Nr,y=v(xVy) —vzny) (1)

vzdialenostou prvkov z,y, pre o(x,y) si zrejme splnené znime poZiadavky,
kladené na vzdialenost v metrickych priestoroch.

Pre struénost vyjadrovania zavedieme tieto oznadenia: mnoZinu vietkych
prvkov svizu S (metrického priestoru M) oznaéme |S} (M), metricky ﬁ_.wamﬁomv
definovany rovnicou (1) na |8}, oznadme M(S(v)).

Nech je dany metricky priestor M,. V.Glivenko ({3], [4]) vySetroval otazku,
kedy existuje metricky sviz S(v) tak, Ze plati:

S| =M, M(S@)=M,, (2)

a to za predpokladu v(x) = 0 pre kaidy prvok x € S. Vieobecnejsie, bez predpo-
kladu v(z) = 0 vySetroval spominanii otdzku L. M. Kelly v praci [2]. Odvodil
nevyhnutnt podmienku, ktort musi spltiat metricky priestor M,, aby k nemu
existoval metricky sviz S(v), vyhovujtci rovniciam (2). Dalej, za predpokladu,
ze metricky priestor M, vyhovuje spominanej nevyhnutnej podmienke, vy-
konal konstrukciu normovaného svizu S(v), vyhovujiaceho rovniciam (2). )
V poslednom paragrafe prace {2] Kelly poznamendva, Ze metricky priestor
M, neurduje jednoznacne prislusny sviz S(v) a kladie otdzku (,,the general
program of which this section is a begining®) vySetrit, do akej miery metricky
priestor M, uréuje svazové vlastnosti vietkych svazov S(v), pre ktoré platia
rovnice (2). Otdzka je oddévodnend po prvé tym, Ze jednotlivé kroky pri jeho
konstrukeii svidzu S(v) st nie jednoznaéne urdené a za druhé tym, Ze je nie
zrejmé, ¢i nejakou inou konstrukciou nedostaneme sviz S'(v'), ktory tieZ vy-
hovuje rovniciam (2) a ktory sa pritom ,,podstatne 1i8i od zostrojeného svizu
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S(v). 7 Kellyho konitrukeie priamo nevyplyva, aké vztahy platia medzi {svi-
zovymi) viastnostami svizov S(v), S'(v").

Viade dalej M, znadi metricky priestor, pre ktory je spinend spominana
Kellyho podmienka; S(») je normovany sviz, vyhovujici rovniciam (2), zo-
strojeny pomocou Kellyho konStrukeie: M = {S'(v')} je mnoZina vietkych
normovanych svizov §'(v"), vyhovujacich rovniciam (2).

Otdzka, ktort polozil L. M. Kelly, v tejto poznamke sa riedi takto: doka-
Yeme, Ze metrickym priestorom M, je sviz S(v) uréeny jednoznaéne aZ na
dualnost niektorého svojho priameho faktora. Podrobnejsie povedané, plati:

Veta 1. Nevyhnutnd a postalujica podmienka, aby sviz 8" patril do mno-
Yiny M, je: |8'| = | 8| a existuji svizy A, B tak, Ze

S~AxB, 8 ~AxB,

kde A je dwdlny sviz ku svizu A a zobrazemie mmoZiny S| na mnoZiny
|Ax B|= _m x B je v obidvoch wvedenyjch izomofizmoch to isté.

Dékaz vyplyva z nasledujtcich lemm 1, 2, 3.

Poznémka: Nech § je Iubovolny sviz, § ~4 X B. Oznatme R,(R,)
vytvorujici rozklad na 8, v ktorom z = y(R,) (z = y(R,)) vtedy a len vtedy,
ked komponenty prvkov z,y v priamom faktore B (4) st rovnaké. Nech
7(#) je trieda vytvorujiceho rozkladu R,(R,), obsahujtca prvok z. Nech z, je
pevny prvok sviizu S, oznaéme A(z,), B(x,) mnoZinu vietkych prvkov svizu S,
ktorych komponenty vo faktore B(A4) st rovnaké ako komponenty prvku =z, vo
faktore B(4). Liahko sa preveri, Ze plati:

S ~ A(x,) X B(x,), (3)
pri¢om, ak v priamom rozklade (3) prvok z€ S md komponenty «, b, potom:
la} = A(x) 0 22, {b}) = Bla)n 2! (4)

aakz, <a z,<b plati z=a U b.

Lemma 1. Ak prook z € S(v) md v priumom rozklade S ~ A(x)X B(x) kom-
ponenty a, b, potom v(z) = v(a) + v(b) — v(z).

Dékaz. Zvolme si prvok y € S, ¥ < z n « n b. Nech v priamom rozklade

S ~ A(y) < B(y) (5)
plati @ — (a,, b;), b — (a,, b,). Podla (4) je potom v priamom rozklade (5)
2= (ay, by), T > (ay, by) (6)

a zaroveli plati @ = a, U b, b =a,Uby,z=0a,Ub, z=0a,Ub, a;nb. =
= y(i, k = 1, 2). Pouzitim rovnice (M1) dostdvame v(z) = v(«,) + v(b,) — v(y),
v(a) + v(b) — v(x) = (v(ay) + v(b) — v(¥)) + (v(ay) + v(by) — v(¥)) — (v(a) +
+ o(by) — vly)) = v(z).
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Lemma 2. Necl znaky z o b maji viznam ako v lemme 1. Nech o(z) —

= () b o(D) — w(aY je morme na svize S ~ A(xYx B(x). Poiom funlkcia
v(2) = — wln) 4- w(D) — v(x) je normow na swize S ~ \uﬂi BN =
=181} a plati M(S(v)) = M(S' ().

Dékaz je jednoduchy. Pozri tie% |1]. str. 117, evid. 4.

Lemma 3. Nech M(S(v)) = M(S8'(0"). | S| = | 8" |. Potom existujit svizy A, B
také, Ze plati S ~ Ax B, 8 ~AxB.
" Dokaz. Budeme hovorit, e prvok 'y lexi medzi prvkami z. 2. ak
rrz2<y < xy z V metrickom svize prvok y leZi medzi prvkami a. z vtedv a
len vtedy, ked plati:

o=, y) + Ay, z) = oz, 2) {7

(pozri [A], resp. [1], str. 120). Pri prechode od svizu S(») ku svizu S'(v') sa
zachovava metrika, teda podla rovnice (7) sa zachovava tiez vzfah , medzi®.
Podla [6] potom plati:

S~ AxB. 8% AxB.

Pritom zobrazenie mno¥iny | S| na mnofinu | A x B|=|4 x B| je v obidvoch
1zomorfizmoch to isté.

Veta 2. Nech sa sviz 8 dd rozloZit na priamy sufin S ~I1 S, (1€N) nerozlof-
telnyjch faktorov, nech S(v) je normovanyi sviz. Nevyhnuind @ postaujica pod-
mienka, aby kaidiyj sviz S'(v'), pre ktory plati:

(8| =181, M(S'(v)) = M(S(v)) (8)

bol izomorfmy so svizom S, fe: kaZdy nerozlofitelny priamy faktor Sy(i € N)
svizu S je samodudlny.

Dokaz a). Nech st splnené rovnice (8). nech kazdv faktor S,(4 € N) je samo-
duslny. Podla vety 1 plati S~ AXB, 8" ~ AxB. Pritom A ~ITAi € N)),
N,CN,teda 4 ~ 4, 8" ~ 5. /

‘b) Predpokladajme, Ze nerozloZitelny priamy faktor S, svazu S je nie
samodudlny. Nech 4 = JT §,(i € N,) ie priamy stdin vSetkych faktorov S,
pre ktoré je S, ~ S,. Podla predpokladu vety plati S ~ AX B pre vhodny
sviz Bj; Zladny nerozloziteIny priamy faktor svizu B je nie izomorfny so svi-
zom S,. Na mnoZine | S| méieme definovat sviz S’, izomorfny so svizom
Ax B. Podla lemmy 2 plati M(S(v)) = M(S'(v'))1. Ak by svizy S, S’ boli
izomorfné, musel by sviz S’ ~ Ax B mat priamy faktor izomorfny so svi-
zom S,, ¢o viak podla predoslého nic je moiné. Teda svizy S, S’ st nie izo-
morfné.

Doslo 1. IV. 1955.

! pre vhadnit normu »' na §’.
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O METPUUYECHHMX CTPYKTVPAX
AH AKVBHK, Komune

Brnoanr

Mon oueRkoit Ha cTpyKTYpe S NOHUMacTes Beueethenuan Gyurnna v(z), onpegenesnasn
ua S, KoTopas YiosacTRopsaet yeaopuam (M1) m (M2). Crpyrrypy S ¢ oicHKo# v{x) MbI Ha-
ALIBAGM  METPAYCCKOH orpYKTYDOoil m ofosuawme S(v). Coorserernyomas MeTPHKa (x.4)
onpenenena pancHeTBOM (1). MHOMCCTBO BCCX BNCMEHTOB CTPYRTYPH &S (METPHYECKOro
npoctpancra M) ofozuaumm | S| (|M]). MyeTs xamo MCTPAICCROC WPOCTPANCTBO M,.
B. Timeenxo {cM. [3], [4)) wccaenoBair Bompoc, KOTAa CYNICCTBYCT METPIYECKAA CTPYH-
Tvpa S(v), VIOBTETROPAIOMAA ypasHeHuws (2), ¢ npejmonoxerneM, yto v(z) = 0 aus Kax-
noro z € S. Boaee obuie, 6e3 NPeANOIOHCH U v(x) = 0, neenegonait sror soupoc A. M. Henn
u pabore [2]. O mamen HEOGXOMMMOC YCAOBHE, KOTOPOMY JOJAHO YIOBJICTBOPATE MCTDH-
Yeckoe MPOCTPaHcTBO, My, JUISL TOro, 9TO0N! CVILCCTBOBAMA cTpyicrypa S(v), MCNOIRMIoNan
vpaswennsa (2). Taznee, npepnomaran uro M YAOBICTBOPACT HCOOXOAUMOMY YCHIOBHIO,
O JIAeT KOHCTPYKIMIO cTpyRTypn S(v), koropas yaomicrsopdcr ypasuenuam (2). B no-
cacamem naparpade nmrrposandoi paGoTii Heam 3aMcuact, 4TO MCTPIYCCKOC TTPOCTpa-
¢TB0 M, HC OMpPENCTACT ODAHOZHAYHO COOTBCTCTBYIONMYI0 cTPyKTYPY S(v) u craput Bomupoc,
B KAKOI CTeNeHN MCTPWHECKOE TIPOCTPAHCTRO My OMPCNeAsicT CTPYRTYPHLIC CROMCTBA BCeX
CTPVETYD S{v), JUIA KOTOPHIX WMCIOT MecTO ypanwewus (2).

B mamicii 3aMeTKC 3TOT BONPOC PCIIACTCHA CIACAYIOHMM ¢lOCo00M: JIOKABBIBACTCH, 9TO
MCTPHYCCIOC TTPOCTPAHCTBO M, ONPEAGTACT COOTBETCTBYIOUIYI0 CTPYRTYPY S{¥) 0MHO3AAYHO
HCKITIOUAH TONLKO JIYANLHOCTR FCKOTOPOFO TPAMOTO  coMuomuresnst. Bosee nojpobro:

Myers M, yROBACTHOPHET YIOMAHYTOMY HeolXOU1MOMY YCAOBWIO, NYCTH S(v) — cTpyK-
TYpa, MOCTPOCHNAA ¢ NOMOMULI KoHeTpyriunt Kemr, nyern DM—wmniomeeTBO BCeX CTPYRTYD,
T KOTOPBIX BMCIOT MOCTO ypasHeHMA (2).

HeobxoamMoe H I0CTATOYHOE YCHAOBME J1st TOFO, 4T0bul ¢cTpyKTypa S, Oniiia 3MCMCHTOM

Muoskeersa MM, caenyiontee: | S| = |8] » cymeersyior crpyrrypit A, B rakue, 9o S~
~A X B, 8 ~AXB, rnec A— crpyrrypa, ayanshan i crpyrrype A. (Hpn aros or-
oGpwmenye MaoHceeTsa | S Ha MHOKeeTBo | AX B =] A X B | 1 paccyarpiupacMbx i30-

MopdusMaAX TO HKE camoe).
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