0 ZAMENITELNYCH RELACIACH

MILAN KOLIBIAR, Bratislava

Ak M je mnozina, 6, 8, 6 bud znadif binarne relacic na M, a, b st v dal-
som viade prvky mnoziny M. Pojmy sudin reldcii, &iastoéné usporiadanie
reldcii, svizové operacie s relidciami pouzivame v obvyklom vyzname. 6 <6’
teda znadi, ze a 0 b implikuje a 0’ b; a(@ N 6"y b vtedy a len vtedy, ked a 6 b,
al'b; a(®uU0')b vtedy a len vtedy, ked plati aspoii jeden zo vztahov afb,
al’'b; «00'b plati vtedy a len vtedy, ked existuje prvok x € M, pre ktory
je ubx, r6'b. Ak afb implikuje b6a, hovorime, Ze reldcia 6 je symetricka.
Ak 00’ = 6’0, hovorime, Ze reldcie 0, 0’ s zamenitelné.

1. V knihe [1] Birkhoff dokazuje vetu (kap. VI, teoréma 2): Normdina
kongruencia na lupe je zameniteInd s kaZdou kongruenciow. Pritom sa kongruen-
cia 6 nazyva normdlnou, ak [namiesto a0b piseme a = b(6)]

wxr = x(0) implikuje u = 1(f) (1)
a xu = x(0) implikuje u = 1(6). (2)

Dokaz spomenutej vety uvedeny v [1] spodiva v tom, Ze pouzitim (1) sa do-
kéze: Ak 0 je normilna a 6’ lubovolni kongruencia na lupe, je 60’ = 6°6;
podobne pouzitim (2) sa dokéie 6’0 =60'. V probléme 32 ({1} Birkhoff
kladie otdzku, & k dokazu rovnosti 66’ = 00 nestadi vlastnost (1).

Lahko sa ukaZe, #e ak pre kongruencie 8, 0 plati 80’ < 6’6, plati 66" = 60,
t. j. kongruencie 0, 0’ st zameniteIné. Spominand vetu moZno teda zoveo-
beenit takto:

Veta. Kongruencia 8 na lupe, ktord md vlastnost (1), je zamenitelnd s lkuZdou
longruenciou.

Tym je dana kladnd odpoved na Birkhoffov problém.* Okrem toho ukazeme,
%e k platnosti implikdcie 60° = 6’8 => 60’ = 6’0 nie je potrebné predpokladaf,
e relacie 8, 6" st ekvivalencie (t. j. reflexivne, symetrické a tranzitivne re-
lacie), ale sta&i, aby relacie 0, 6° boli symetrické (pozri 3.5).

* Poznémka pri korektire: Autor se medzi Sasom dozvedel, Ze spominany problém
je rieSeny v préci:

. Trevisan, Construzzione di quasigruppi con relazzioni di congruenza non per-
mutabili. Rend. Sem. Univ. Padova 22 (1953), 11—22. Nasledujace uvahy sa viak
tykaju nielen kongruencii, ale IubovolInych bindrnych (v odst. 3 symetrickych) reldcii.
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2. V tomto odseku znaéia 6, §, 6" Tubovolné (nie nevyhnutne symetrické)
relacie.

2.1. Ndsobenie reldcii je asociatione, t. §. (66')0"" = 0(0'0").

Dokaz. Obidva vziahy a(9[0'07])b, a([66°)0")b znadia, Ze existuji prvky

x, y € M, pre ktord plati a0z, 26"y, yH"b.

2.2, 0" = 6" implikuje 60" < 80", 0'6 < 6"'0.

Doékaz. Nech a06'b. Potom pre uréity prvok z€ M plati afz, z0'b.
Pretoze 0° < 6", plati aj 26" b, takie a6 b. Podobne dokizeme druhy
vztah.

2.3. Plati 6(6'0 0"") = (00") U (80", (8" L O")0 = (8'0) U (6"'8).

Dokazeme prvii rovnost (druhd sa dokdze podobne).

a) Nech a(0[0"06”])b. Potom pre isty prvok z € M plati a0z, z(8'u 0"")b.
Nastdva teda aspoi jeden z pripadov afa, x0'b a abz, 6", t.]. aspon
jeden z pripadov a00'b, 60" b, takie plati a (00" U 60"')b. Teda 0 (6’ UO") =
< 66" U 09",

b) Pretoze 0" <6 u 0", 6" 6" U 6", podla 2.2 je 60’ <66 U 6"y, 69" <
= 0(0"u "), teda aj 00’ U 68" <66 U 6”).

Pozndmka. Podobne sa lahko ukaze, ze plati 00" 9"y < (80 (80",
(0" 6")6 < (0'0) n (6"0). Nemusi viak platit 60" Nno”)=060" 69", ako
ukazuje priklad:

0,0",0” s ekvivalencie na mnozine {1, 2, 3}, dané rozkladmi, ktorych
triedy st po rade: {1}, {2,3} (0); {1,2}, {3} (8'); {1,3}, {2} (6""). Plati 2(00’ n 06")1.
aviak neplati 2(0[0'n6"}) 1.

2.4. Ak reldcia 0 je zamenitelnd s reldciami 0', 6", je zamenitelnd aj so su-
éinom 06",

Tvrdenie vyplyva bezprostredne z 2.1.

A

2.5. Ak reldcia 0 je zamenitelnd s reldciami ', 0", je 2amenitelnd aj s reld-
ciou 68" U §".

Tvrdenie vyplyva bezprostredne z 2.3.

Poznamka. Pre prenik 6’ n 6" neplati podobné tvrdenie, ako ukazuje
priklad: 0, 8" 0" st ekvivalencie na mnozine {1, 2, 3, 4, 5} dané rozkladmi,
ktorych triedy st po rade: {1, 2, 3}, {4, 5} (0); {1, 5), {2, 3, 4} (6'); {1, 2,5}, {3, 4)
(6). 0" " 0" je ekvivalencia, dand rozkladom {L, 8}, {2}, {3,4). Plati 09’ =
=00, 60" = 0"0, avsak 0(0' n6”) 4 (6" n0")0, pretoze 2(6 [0’ N 6] 4,
aviak neplati 2([0' n 6] 0) 4.

2.6. Ak uvaiujeme len reflexivne, symetrické a tranzitivne relicie. t. j-
ekvivalencie, pre zamenitelnost tychto reldcii plati rad dalsich vlastnosti
(pozri napr. [2], [3], [4] ), ktoré neplatia ¢w®£ﬁ< pre lubovolné reldcie. Pritom sa
pre ekvivalencie ¢,6" definuje 8 u ¢’ inak ako tu (tak, aby reldcia § u 8" bola
ekvivalenciou). Napriklad ekvivalencie 6, 6’, pre ktoré plati 0 =8, sG za-
menitelné. To v8ak neplati napriklad pre relacie 0, 0’ definované na mnozine
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{1,2,3) takto: 161,162,261, 203, 302, 162 261, 362 Plat
0" <0, aviak 00' & 66, lebo 100" 2, ale neplati 160 2.
3. V celom tomto odseku 0§, 0’ znadia symetrické relicie.

3.1. a 60" b plati vtedy a len viedy, ked 60 a.

Dokaz. Nech atf’'b. Potom pre urdity prvok z€ M plati a0z, z0'b.
Pretoze relicie 0, 0' si symetrické, je b0'x, x6a, t. j. b0'0a. Obritens
implikacia sa dokaZe podobne.

3.2. Reldcie 60', 60 sucasne st alebo nie su symetrické.

Doékaz. Nech relacia 00° je symetrickd. Potom vzhladom na 3.1 plati
abfBb = b60'a = abd'b = b60a, t. ] relicia 6’0 je symetrickd. Rov-
nako sa dokdZe obratens implikicia.

3.3. 60" = 060 plati vtedy a len viedy, ked reldcia 60’ je symetrickd.

Doékaz.

a) Nech 66" =6'0. Vzhladom na 3.1 potom plati a66's = a6'0b = b 66’ a.
Teda reldcia 66’ je symetricka.

b) Nech relacia 06’ je symetrickd. Potom vzhladom na 3.1 plati a 66’ b <>
= b0 a<=>al'0b, teda 66’ = 60.

3.4, Ak 00" < 0'0, reldcia 00° je symetrickd.

Dékaz. Vzhladom na predpoklad a 3.1 plati a 66’ b = a 8’6 b = b 66’ a.

3.5. 4k 60" < 66, je 68’ = 6’6. Tvrdenie vyplyva z 3.4 a 3.3.
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O MEPECTAHOBOYHBLIX OTHOWEHKUAX
M. HOJIUB AP, Bpatuncnasa

Bnisogn

B nacroswmeii ctathe obpamaercd BHUMAHMC HAa 370, 4TO OTBeT Ha npoGiaemy 32 Bupk-
roa [1] moyouTeses, TAK KaK AU OTHOLIGHUH sxBuBajteHTHOCTH 0, 07 (i) m3 067 < 6°0
caenyer 667 = 6°0. Cnemosarespno, B teopeme 2 ra. VI wuurn [1] Bupxroda momuo
YOl BAe HOPMAJNBHOCTH 3aMeHuTh OGoyiee cnadbiM ycaosmem: uz = z (0) Bieyer 3a coboi
w =1 (0).

Howasnisaercs, 4To yTeepuyleHue (2) BepHo BOOOILe A CHMMETPHYCCKUN OUHAPHBIX
OTROCHUA. Jlanbl 1eKOTOPLIC BPOCTHie CBOHRCTBA HUHADHKLIX OTHOUICHHUI B ¢BAYU ¢ CBOACTBOM
HEPECTAHOBOUHOCTY  tHoweHnid, wkak wanpumep: o1 jno6ux GMHAPHBIX OTHOWICHMA Ha
PHKCAPOBAHHOM MUOKECTBC CIHPABEATUBO yTBePHeHne: Ecan otnowenue 0 niepectaHoBodno
« orHomcnuamn 67, 077, To oMo nepecranoBouNo ¢ oTHOWeHMAMH 67U 677, 6'87. Cammerpu-
ueckne otAonzerna 0, 07 nepecTaHOBOWILL TOIMA M TONBKO TOTAY, KOTAA oTHOWeHHe 007 cum-
METPUHHO.
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