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Nech {a;) je postupnost kladnych &isel, nech rad > a; je konvergentny.
® i=1
Oznadme R, = M a;. Oznadme dalej znakom W,(W,) mnozinu vietkych disel
i=n+1 @
w, ktoré sa daja vyjadrit v tvare w = M b;, kde

i=1

b; = a; alebo b; = 0 (b; = a; alebo b, = —a;) prei =12, ...

P. Kesava Menon v prici [1] dokazal tvrdenie:
(M) Ak pre i =1, 2, ... plati @, = E,, potom mnozina W, je perfektnd.

T. §alat v praci [2] dokdzal tvrdenie :
(5) Mnozina W, je perfektnd.

Pri dokaze tvrdenia (M) sa v préei [1] postupuje tak, Ze sa dokaze, Ze kom-
plement mnoziny W, je sittom dizjunktnych otvorenych intervalov bez spo-
loénych koncovych bodov. V préci [2] je dokaz tvrdenia (8) vykonany oklukou
zavedenim vhodnej metriky na mnoZine vietkych postupnosti {c;}, kde ¢; = 1
alebo ¢; = — 1 a pouZitim niektorych viet o spojitom zobrazeni metrickych
priestorov. V nasledujcej poznimke uvedieme jednoduchy a priamy dokaz
vety, ktord zahriiuje ako $pecidlne pripady tvrdenia (M) aj (8). Je to této veta:

Veta. Nech {Cj} (i = 1,2, ...) je systém mmoZin komplexnijch Eisel, pre ktoré
plati:
(A) 1. Mnozina C =V C; je ohranilend, 2. kafdd mnofina C; je kompakind,
i=1
3. medzi mno¥inami C; je nekoneéne mmoho takyjch, ktoré obsahuji viac ako jedno
¢islo.
Nech {a;} je postupnost prokov dplného normovaného vektorového priestoru X,

nech rad M [|a;]] je konvergentny. Nech W je mnosina vietkych prokov w € X,
=1 ®
ktoré sa daji vyjadril v tvare w = M@: kde b, = ca,;, ¢;€C; 1= 1,2,.
i=1

Potom mmo¥ine W je perfekind.
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Doékaz. 1. Nech st splnené predpoklady vety. Pouzivajme oznadenia, zave-

dené v zneni vety. Lahko sa zisti, Ze kazdy rad tvaru M c,a; (1) je konvergentny.
. ) L =1 ’
Toti# oznaéme znakom s, n-ty Siastoény siéet radu (1). Nech R = sup|z|

nech n, m s prirodzené ¢isla. Z nerovnosti e
n+m nim .
80w — 8,0l =2 lleal| B2 fail
i=n+1l i=n+1l
vyplyva, Ze postupnost {s,} je cauchyovskd, teda konvergentnd v X.
2. Nech weW, n= 12, ..., w" — w'. Dokdieme, Ze plati: w' € W. Nech
w = cra;. (2)

=1

Zavedme tieto oznatenia: Ak {n} je postupnost vietkych prirodzenych ¢isel
(s obvyklym usporiadanim), znakom {n(1)} oznatime postupnost, vybrani
(predpisanym sposobom) z postupnosti {n}; analogicky ozna¢ime symbolom
?Ez postupnost, vybratt urditym spésobom z postupnosti {n(1)} atd. Zo-
strojme predovietkym postupnost {c;} takto: z postupnosti {¢!} vyberieme
konvergentni ¢iastodni postupnost {2V} a jej limitu oznagime c,; m postupnosti
{cz®)} vyberieme konvergentna &iastodna postupnost {¢;*} a jej limitu ozna-
4ime c,, atd. Oznaéme:

w® = .Mn..m;.. (3)
i=1

.w. Oznadme znakom s}, resp. sg k-ty &astodny stdet radu (2), resp. (3). Nech
¢ je lubovoIné kladné &islo. Vyberme index k tak, aby platilo:

> lall< 55 -

i=k+1
Potom je zrejme pre n = 1,2, ...
no_ n £ o =] £
lor— sl <2, [g—w<%. 0

Vymerme index =, tak, aby pre n > =, platila nerovnost [[w’ — w" || < L (5)
7 ()

Podla odseku 2 pri zvolenom £k je:

E k
syk) = M e, — M cu; = 83, ak nk) > o,

i=1 i=1

7 postupnosti {n{k)} modzeme teda vybrat také slo m > n,, Ze plati || sp —

—si < M| (6). Z nerovnosti || w' — w® |=fjw —wr]+jw — sk |+ se —

1 o

— gl + fsg — w° laz nerovnosti 4, 5, 6 vyplyva ||w — w®|| <& w' = w’,
w' € W. Teda mnozina W je uzavretd. )
4. Nakoniec dokazme, Ze mnozina W neobsahuje izolovany bod. Nech w € W,

w= ) cua;, nech £> 0. Zﬁ.&sﬁ index k taky, e pre i > k je || a; || A%lm .
i=1 2
Vyberme dalej index I > k tak, aby mnoZina C obsahovala viac ako jeden
prvok. Nech ¢; € €y, ¢ ¢ :
Utvorme rad

’

R S L + cjay + i o =W
Potom plati || w — ' || = || ety — €1 | =2R|a] <e

Poznamky. 1. Z predoslej vety vyplyva, ze predpoklad a, = R, je v tvrdeni
(M) nie potrebny. :

2. Mnozina W je zrejme ohranitend. Ak linearny priestor X mé koneény
podet dimenzii, potom z ohranidenosti a perfektnosti mnoZiny W vyplyva, Ze
mno¥ina W je zaroveii kompaktna. V linedrnom priestore s nekoneénym podtom
dimenzii mozu, ako je zname, existovat mnoziny, ktoré s ohranifené a per-
fektné a nie st kompaktné. Pre mnoZinu W viak vidy plati: MaoZina W je
kompektnd. Nech je totiZ {w} Tubovolnd postupnost prvkov z mnoziny W;
pouzivajme rovnaké oznadenia ako v dokaze predoslej vety (bez predpokladu,
e {wr) je konvergentnd postupnost). Na zéklade asti 2. a 3. dokazu predosle]
vety sa Jahko zisti, Ze iastodnd postupnost {w'}, w'n = wem postupnosti {w*}
konverguje k prvku w°.

3. Na prikladoch sa Tahko zisti, Ze Ziaden z predpokladov 1., 2., 3. pod-
mienky (A) nemdZeme vynechat, ak md byt zachovana platnost uvedenej
vety. Pritom ohranitenost mnofiny C nesliZi len na to, aby sme zarutili kon-
vergenciu vietkych radov tvaru (1). Ak volime napr. a, = 277, C, ={0,2",
potom W =1{0, 1, 2, .. .}, t. j. W nie je perfektna mnoZina.

4. Nech st splnené predpoklady vety. Zrejme plati: ak kazdd mnoZina
C,i=12,...]e konvexnd, potom tieZ mnoZina W je konvexn.

5. P. K. Menon v praci [1] vySetruje tiey. mieru mnoiny W,. Ak predpo-
kladdme, 7e X je mnoZina vietkych redlnych eisel a ¢ C X, nerobilo by taZ-
kosti zovieobecnif postup P. K. Menona pri vyketrovani miery aj na mnoZinuW,
vyhovujicu podmienkam nasej vety.

6. Naskytuje sa otazka, & pre kaidd ohranifeni perfektnit mnoZinu A vplného
linedrneho normovaného priestoru, X existuje taky rad (1) a systém mnofin kom-
pleanyjch Eisel {C}, vyhovujict podmienkam wvedenej vely. aby v zmysle tejto
vety platilo W = A. B

Doglo 18. X. 1954,
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3AMETHKA OB ABCOJITHO CXOAAMUXCH PAILAX
AH AKYBUK, Kownie

Burpojuu

@x
Nycrs ?L —— NOCHEHOBATENLHOCTDL TNMONOKATENBHAIX AHCCN, 1YCTh ?ﬁMB CXOATCA.

i=1

@
O6o3naunm R,= M a;, 060araunM gagabuie aHaxom W, (W) MROMecTBO BeeX Huce) w, ROTOpbe
i=n+1l
o

MOMHO BhIPA3HTb B BHJE W = Mw: rae b; = a; nam b, = 0 (b; = o, uaa b; = -—a;) AA

i=1

i=1,2,...

Il. Kecana Menon B crathe [1] noxasan yreepasccnie (M): Eeom g @ == 1, 2
BuinonHsgeTcA a, = R,, Torma mnomxectso W, copepuieHHa.

T. Wanat B crarbe [2] morazan: (1) Muoecrso W, cosepnienno.

B samerTke AOKAa3aHa CHENYIOIAf TEOPEMA, KOTODAf COACPMUT KAK HACTHLIC Caydan
yreepxaenna (M) n (1),

Hyers {Cj) (2 =1, 2,...) — CHCTEMA MHOKECTB KOMIUICKCHBIX HHCCJ, jIs ROTOPLIX

o
mmeer mecto (A) 1. MAOMecTBo € = U C; orpaHueHo 2. Kaxo0e M3 MHOMRCCTH C; KOM-
i=1
.
TAKTHO 3. cpefiH MHOMKECTB HAXOAUTCA BecKOHEUHOE HITCI0 TAKNAX, KOTOPbIE COACPIRAT Gontee
OJiHOrO 3)1eMeHTa.

E%G.:u Tw..v -— TOCJIEN0BATENLHOCTH 3JIEMEHTOR HONHOIO HOPMEPOBAHHOIO NpocTPAHCTBA \%‘M
o«

oycTe psag M [ay || cxopurees. lycts W — MHOMECTRO BeeX 3JieMEHTOB welX, KoTople
=1
o
MOYKHO BHIDA3HTH B BUJe W = MF. tie b; = c;, ¢,€ C;, i =1, 2,... Torna maomecreo W
i=1
— COBEepUIEHHO.
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