POZNAMKY K W~MZ>ZZO<MH VETE
O DIVERGENTNYCH RADOCH

TIBOR SALAT, Bratislava

Nech
=Y a,=a;-a+a+ ...+ 0+ (1)
n=1

je divergentny rad s kladnymi &lenmi a nech a, - 0.

Znamienkovou schémou budeme nazyvat postupnost:

[X] = €1.€5,835 -« Ens « >

kde £, = 1 alebho — 1 pre kazdé n = 1, 2,3, .

Q- rade:

: [} & = &0y L+ &, + 303+ - -+ Lea, + ... (2)

budeme hovorif, Ze vznikol @E.HWENMEE znamienkovej schémy [«] na rad (1).
Oznatme znakom X mnozinu radov (2), vzniknutych aplikovanim vietkych
znamienkovych schém na rad (1). .

Definujme na mnoiine X x X redlnu funkeiu o(x, y) takto: Nech =z, y € X,

x
Y

|~?~m”m~@~+mwaw+mwau+...+m=@=.+....
[x'] &£ = €la, + &0, + &0, + - - - + ea, + .

1. Ak z = y, potom ¢ (z. y) = 0.

2. Ak z=y,potom.a(x,y) = wl ,kde  je prvy index taky, Ze ¢; == ¢;. V praci
[1] je dokdzané, Ze takto definovan4 funkecia o je metrikou na X.
Definicia 1. a) Nech z = [o] £ € X. Ak rad x je konvergentng, oznalme jeho
sulet S(x). Ak rad x diverguje k + o, resp. —=, polotme 8 (x) = - o, resp.
— . Ak rad z osciluje, potom symbol S(x) nedefinujeme.
 b) Oznaéme znakom X, mno#inu tych x € X, pre ktoré je S() definované,
1. §. ktoré maji sicet @ znakom X, mmnosinu tiych x € X, ktoré osciluji.
. ¢) Nech z € X. Znakom 8,(z) = S, ([x]£) pre m prirodzené budeme znalil
n-ty Siastoény sucet raduw z.
Poznimka. Na mno#ine X, je teda definované urditd realna funkeia S(x).
Dalej zrejme plati: X; u X, = X.
Oznadenie. V dalsom znakom B, budeme znatit mnozinu vetkych redlnych
dsel, znakom E} zase mnozinu: B, U (+ ») U (— »).
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Znamu Riemannovu vetu,
mozno vyslovit takto: :

1. Ku kaidému m € B existuje schéma {«] tak, fe S([a] &) = m (3).

9. Nech », u € B}, »<< u. Potom existuje schéma [x] tak, Ze: lim inf 8,{[«] &) =

n— @®

x, lim sup S,{[x] &) = p, L3 rad x = [«] & osciluje medzi x @ p.

N> XL

vztahujucu sa na divergentné rady typu (1),

Predmetom tejto prace je problém podtu schém [«], ktoré splfiaja rovnicu (3)
pri m konednom redlnom, polozeny prof. M. Kssslerom a dalej vySetrovanie
vlastnosti priestoru (X, ¢) vnoreného do (X, o).

Lemma 1. Nech & = M@: a; > 0 pre kafdé i =1, 2,3,

coay S(E) = A o,
=1 -
. i ¥ N . , v ® 2
lim a; = 0. Potom existuji rastice postupnosts prirodzengch isel {k, Y=t Kpyn=1
i
tak, Ze:

1. Ka#dé prirodzené &islo patri prave do jednej z postupnosti {k,}n=1, {E Vm=t s

2. Rady M a, M @ divergujd k + ».

n=1 n=1

L
Dokaz: Nech [, je najmensie prirodzené &islo také, Ze M a; > 1, I, najmensie
Iy

=1

prirodzené gislo > 1, takeé, ze M a; > 1, atd. Ked uz mame definované I,
i=l+1 bty
. ; - . % - ;
nech 1,.; je najmensie prirodzené &islo také, ze I,.:>1,, M a;> 1. Cisla [,

te=i 1
n

vzhladom na predpoklady lemmy existuju. Takto dostdivame nekoneénui

postupnost:
A A T
Postupnosti:
rN:.Fw+rw+P:;f?+rw+N:;€:
NMITH_J NHxva.‘.NNu ~w+Hu Nu+mu ...Nf mmi*l _.u leTw ,.N.mu
zrejme spliiaji tvrdenia lemmy.
Veta 1: Neck &= MP: a, > 0 pre kaZdé prirodzené n, a, - 0, S (&) =

n=1

= + w. Nech m € H,.

Tordenie: Existuje nespoletne mnoho mohutnosti
schém (&) tak, Ze S([a] &) = m.

Dokaz: Podla predoslej lemmy zostrojme rady:

kontinua znamienkovijch

| J—

L5y Mam

 cg—
=2

@y, -t Oy T iy + et a, ST (4)
Qﬁ_+§m+aﬂ+.f+aﬂ+... (8)
Utvorme mnozinu X', (X"') vietkye hradov [} & . ([o] &) vzniknutych aplikc-
vanim vietkych moznych schém [»] na rad &, (&) Podla dokazanej lemmy
S(&) = S(&) = ». Znakom S, ([x] &), resp. 8, ([o] &), budeme rozumief n-ty
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Clastodny sadet radu [o] &, resp. [x] &. Aplikujme teraz Riemannovu vetu na
rady (4), (5). Existuja teda schémy [oa] [.],

(] = &, mM:v mmﬁ e mﬁaf .
[oxg] =€), &, el ... mm..; .
takie ..
1 1
S ([x] &) = g + a, S([oa] &) = g m a,

kde 0 < a < 1. S&tanim napisanych rovnic dostaneme:

S ([x,] &) + S ([x2] &)
S([oy] &) + S{loe] &) = S({2] &),

UkédZeme, Ze:
. 6
kde schéma [«], )

[6] = ¢, €, &3, --- &, ..

je definovans takto: Ku kazdému prirodzenému r existu] e na zaklade konstruk-
cie radov (4), (5) jediné prirodzené n tak, ze r = k,, resp.r = k. Potom g, =&{!),
resp. &, = mmmw . Dokazme teraz platnost rovnice (6). Nech S, ([x] &) je §-m%
tiastoény sdet radu [«] &. Nech -, (') je najvadsi index taky, ze k, = n, (k). <n).

Potom S, ({x] &) mi?ﬁ &) + S ([l &2) + m,wa@.m.u.m bud 0 Eocoﬁ mHQm.on

tvaru:

.mm.v.fw Qs.x+H + mm.uwv.,rw Qs.l:m + o mm.wﬁiz a«»l.s s
resp. mmw o1 @24 T mww. 5 Bgpeg T ==k mmw - S.ﬁ._i{ . Pre dost velké r, (+')
bude u¥ vzhladom na konvergenciu radov v (6) podla Cauchy-—Bolzanovho
kritéria: [4 | < \w, a ‘ (7)
wﬁﬁbélAT?TiAwggééwT;W§|¢Awu (®),

kde ¢ je TubovoIné kladné ¢islo. Pre dostatodne velké
také velké, %e nerovnosti (7), (8) buda splnené, takie:.

18, (2] ) — m | = | S, (001 &) — S, ([oe] &) — Ses (o] &)1 +

TN e |
o 0 — (- o)+ [Sec @t 80— (gm - a) <
Hmmm“

n bude aj r, resp. r’

J_v

2
lim S, (o] §) = S((a3 & = m.

17—
Zvolme teraz a’ = a, 0 < a’ < 1. Podla Riemannovej vety existuja schémy

[¥a]s (3],

[oxg] = &, &, ... &Y, .
[ = &), &, ... gl -
takie . 1 can T W7
S &)= om ' ] &) = 5w — o
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T
£,

Podobne ako predtym sa presvedéime, ze S([o] £) = m, kde {a'], [&'] =
4 ' ... sa dostane pomocou schém [&;] & [o,) hore uvedenym sposobom.

mf...ml
Ukéazeme, 7e [«'] % [«]. Stadi ukdzaf, e [xy] = [x,]. Keby bolo {xs] = {1,
~

potom by S([as] &) = S((x] &) 5 ™
je spor.

Celkom mame teda vysledok: Ku kazdému « € (0,1)
se S([«] &) = m a pre kazdé dve a,a’ €(0,1), @ = o’ existuji dve rozne schémy
[x], [«'] spliiajice podmienku:

S 6) = S([18 = m (9)

Mno#ina tych [x], pre ktoré plati (9), mé teda mohutnost aspott takd ako
interval (0,1), t. j. aspon mohutnost kontinua. Pretoze vSak mnoZina vietkych
znamienkovych schém mé zrejme mohutnost kontinua, aj mnozina tych [x],
pre ktoré S([«] &) = m, ms mohutnost prave kontinua. Tym je dokaz hotovy.

Priklad: a) Vieme, Ze:
1

2

1
VME.T@\H +a=>a =a, o

existuje schéma [«] tak,

1
3

log 2 = 1= % T R

t.]. log 2 = S([«] &), kde
1

3 T

1 1
R

afa] =1, —11,—1,...

Podla dokizanej vety mnozina tych schém [x], pre ktoré S([x] £)
mohutnost kontinua. Schéma:

=log 2 mé

] =1—1,1 —1,.
je len jedna z nich.
b) Podobne existuje nespotetne mnoho mohutnosti kontinua radov [&] &

= S 1
=1
1
— 1)l
T T

je len jednym z nich.
V dalom sa budeme zaoberat vlastnostami bodovej mnoZiny X, vnorenej
do priestoru (X, ).
Definujme na mnozine X, realnu funkciu f () takto:

” L - 5 . o S(=)
1 .Nww je rad z ro:&o.ﬁ.mosguv woﬂoa kladieme f(x) = .»\..TJMA&V_J kde
S{z) je stdet radu .
2. Ak u.m_nm.@ x &Sﬁmmsg% a S (z) = +«, potom kladieme f(z) = 1, ak je

rad z divergentny a S(z) = —=, potom kladieme f(z) = —1.
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Dalej na mmnozine X, definujme funkeiu f,(x) pre n = 1, 2, 3, ... rovnicou:
8,(z)
n ) = 7773 FPRYE
1) = T 8@

Poznamka. f,(z)jekonedns redlna funkeiaa |f, (%) | < 1 pre kazdé z € X,.
Lemma 2. Pre kasdé z€X, existuje limita postupnosti {f.(x)}ne1 & plati:

Y f, (x) = 1(z).
Dokaz: Predovietkym si uvedomime, Ze na zdklade definicie mnoZiny X,

existuje pre kazdé x € X, limita (vlastni alebo nevlastna) postupnosti A@Aavﬁnp
a lim S, (z) = 8 (x).

Rozoznavajme tri pripady:
a) Nech —w« < S(z) < +w.

Postupnost {S,(z)}._, mé teda viastna limita S(z). Kedze prekazdé prirodzené

. S
n je f(x) = Mﬂﬂmwﬂu ma HMA&,V@ znamych viet o limitdch Mogﬁmﬁgﬂ aj
odiel avo limit %) Teda li = 1
P vpravo limita rovna -— 3@ eda _me_aav 1T 8@ f().

b) Nech S(z) = <.
Podla definicie funkeie f(x) je teda f(z) = 1. Mame ukazat, ze im f,(z) = 1.

Nn—r®

Nech ¢ je IubovoIné kladné &islo. Existuje K > 0 tak, Ze MHTJ < e. Kedze
dalej lim 8,(x) = +=, existuje n, tak, Ze pre vietky n = n, je S,(z) > K.
Teda pre vietky n = n, plati:

8,(z) | 1 1
1+ 8.(2) I 8,m ~1+K =%
¢) Nech S{z) = — «.

Tyrdenie lemmy sa v tomto pripade dokaie Gplpe tak ako v pripade b).

:%T:um

Veta 2: Mnofina X, tyck radov x € X, kioré maji stidet, je mnofinou proej
kategorie.

Dosledok. Kedie priestor (X, ¢) je mnoZinou druhej kategérie (je to aplny
priestor — pozri {1]), mnoZina X, oscilujacich radov z X je mnozinou druhej
kategorie.

Dokaz: Predovietkym ukizeme, Ze pre kazdé pevné n prirodzené je funk-
cia f,{z) spojitd v (X,, o). Skutoéne, nech z € X, a ¢ je Iubovolné kladné &islo.

. 1
Polozme ¢ = n > 0. Pre kazdéy € X,, p(x, ¥} < 9 plati: S,(y) = S, () =

= fy) = f2) = | fy) — f(2) | =0 <e
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Podla lemmy 2 je funkcia f(z) v celom priestore X, limitom postupnosti
{f.(2)_,, teda f(x) Je funkciou prvej Baireovej triedy v X,.

Ukazeme, e funkeia f(2) je nespojité v celom priestore (X,. 0). Mame teda
ukézat, Ze f(z) je nespojité v kazdom bode z € X, @ = &0, + &0, + &d5 +
a4 . Feat+

Rozozndvajme tri pripady:

a) Nech 8(z) = + .

Podla definicie funkcie f(x) je teda f(z) = 1. Nech ¢ € (0,2). Ukézeme: nech 6

je akékolvek kladné dislo, existuje y € X, tak, Ze o(x, y) < 04 | f(®) — f(y)]| > e

1
Skutodne, nech 6 > 0. Zvolme prirodzené N tak, aby N < 6. K radu z zo-
strojme rad:

Y = & = ety 1 Eafly 4 oo en@y — N T BN T — Anip -

1

Zrejme je: o(x, ¥) < 5 o(z. y) < 6. Vzhladom na divergenciu radu (1) je

S () = —» = Hy) = —1. Teda| f(a) — f(y)| = 2> &
b) Nech S(z) = —».

V tomto pripade sa tvrdenie dokaze tak ako v pripade a).
¢) Nech —=o < S(z) << +©.

N ;
Potom pre &islo f(x) = s _ﬁmwgv_ H&@.S“ [fx)] < 1, teda |1 — f(x)| > 0.
Polozme s = m‘iut\&: ~ 0. Ukazeme, ze v kazdom okoli bodu x existuje

bod y tak, ze | f(x) — f(¥) | > e. Nech o je Tubovolné kladné &islo. Zostrojme
s-okolie bodu z, t. j. mnozinu O(z, d), Az, 8) = By € X, o(z,9) < 8).
¥

Nech N je prirodzené &islo také, aby W < ¢. Zostrojme rad:

Y =58 + &y - 4 enOn F Ongr T N2t e + aysp + ... Zrejme

. 1
y € (z, 8), kedZe o(z, ¥) = ]

je S(y) = +w =f(y) = 1. Hom@..
| fy) — fz) | = |1 — f(=x}]| > e

“Podla znamych viet o funkeisch prvej Baireovej triedy je mnozina bodov
nespojitosti funkcie prvej triedy v X, mnoZinou prvej kategérie v X, teda X,
_je mnoZinou prvej kategérie v X, a tym skor prvej kategérie v X.

Veta 3: Munofina X, je hustd v X.

Dékaz. Nech m € E,. Ukdzeme, Ze u mnozina X,,, tych z € X;, pre ktoré
S(x) = m, je hustd v X. Méme teda ukizat, Fe pre uzdver mnoziny X,,, plati:
X, = X. Nech z¢€X. Stadi dokazaf, e k lubovolnému & > 0 existuje
y € X,, tak, Ze o(z, y) < & Nech je z = £, + € + &5 4+ et

< 8. Dalej vzhladom na divergenciu radu (1)

<
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’ : . 1 ”
Zvolme prirodzené » tak, aby = = g Oznadme g,a, - &0, + .+ . T 0, = &.

Zostrojme schému:

’

1 = of ’ P ’
[6] = €115 8500 Epras « o Entler - - -
tak, aby rad

7 ’ 7 ’
€4y Oypy - Enpa Quio T Epya Baa + - o + &k Gyt + -

bol konvergentny a aby jeho stdet bol m — a. To je zrejme mozné na ziklade-
Riemannovej vety. Potom rad :

y = [x]& = &y + £05 + e e, gy s e
; . 1 ; L.
je ‘konvergentny, o(z,y) = o | <ea Sy =m t.j. y€X,,. Tym je
i .
dokaz hotovy.
Doslo 24. IX. 1951
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NPHMEUYAHME K TEOPEME PUMAHA O PACXOOAIUXCH
. PAIOAX

TUBOP MAJAT
B miBOH

[peameTos HACTOAMEH paGoTH ABJIAETCHA- PellieHHe HEKOTOPHIX BONPOCOB, HAXOIA- -
IIXCA B CBA3N ¢ Teopemoit PEMaHa 0 pacXoMAMEXCA PANAX.

ocitenoBaTeIbHOCTE: {x] = &, Ey,. .. &, THE & = ~+ 1w — 1 HazoBeM CHMBOIHYCCKON -
CXeMOMH. :

o .
Hycts § = X4, a, > 0 st Rasporo n=1,2,3..., ‘pacxomAmmicsa pag, a, —> 0.

o
Jjaxor [a] & oGosHayuM pax X €,a,. Ecam 9T0T paAl cxopmred, 0603HATHUM CTO CYMMY
E n=1
S([«] &). Ha ocHoBanmu TeopeMbl PHMAHA K KAKA0MY PEABHOMY HHCLy 7 CyllecTBYET CXeMa

[x] Tak, uro S([a] &) = m. B paGoTe [OKAa3aHa TeopeMa, HAXOMAMAACH B CBAZN ¢ Heil:

K RaKZOMY PeAiBLHOMY m CYHECTBYeT GeCKOHEUHO MHOTO MOUHOCTH KOHTIHYA cxem [«]]
tar, 910 S{{x] §) = m.

3marom X 0603HAYEM MHOMKeCTBO Beex pagos X = [«] §, rme [a] npoGeraoT BCE BO3-

MosHBIE cxeMil. Camo coGoit pasymeercst, 4T0 X ABIACTCA HEeCYeTHBIM MHOMKECTBOM MOII-

HOCTH KOHTHHYA. 3HaKoM X; 0003HAYHM MHOACCTBO TeX & € X, KOTOpbie HMEKT CYMMY

(KOHEYHYIO IFTH OCCKOHCUHYIO), BHAKOM X, MHONKECTBO TCX 2 € X, KOTOpHE He HMMCIOT

cymni. Ha MuosecTse X ONPCACAACTCA METPHKA @, 3ABCACHHASL ABTOPOM B paGote [1]. B

wactosmeit paboTe - loKasaWa Teopema: MHOMeCTBO X, ABJACTCS - MHOMECTBOM TepBOi

KATCTOPHHM; NIJOTHEIM B X, MHOKCCTBO X, ApafcTesH MAOACCTROM APYTOil KaTeropym. .
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