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§ 1. Pfedbéziné avahy

1.1. Necht § je modularni svaz koneéné délky, I (0) jeho nejvétsi (nejmensi)
prvek. Prvek I necht je rozlogitelny (ve smyslu definice 1,3).
1,2, Zavedeme symbol (srov. 1, str. 94)t

n

a= Xa =a,X ... Xa,
i =1

(& nazveme jej rozkladem prvku a ve slozky ;). pravé kdyz plati tyto tii
podminky:
O 4 a€S pro kazdé i =1, ... n > 1,

a=\/a,

d==]

(/- Nai ) \e; = O pro kazdé i = 2, .. ..

Lze ukdzat (3, theorém 5), Ze posledni podminku lze nahradit symetrickou

podminkou
VAN (CAVAN /\Q:V =a;/\(a,\/ ... Ve, NVa,\/ ... Va,) =
= Q.:\/AQ.H/\ b /,.\Q\: \—V - Qq

kde i =2, ...,n-— 1.

1.3. Prvek a€S prohlisime za (ne)rozloZitelny, prave kdyz (ne)existuje
rozklad tvaru a = «, X g, (a;, 4, € 3).

1,4. Prvek a €S nazveme doplnitelnym, pravé kdyz existuje prvek & (do-
plnék prvku a) tak, e plati axa = 1.

1.5. Oreova véta o nihradé (1, str. 94):

m kg
Plati-li v S rovnice @ = x @, = x b;. kde a,, b, jsou nerozlozitelné prvky,
=1 =1
pak jest m = n a pfi vhodném oznadeni plati:

= a,Xb, ... b, =bx ... xi yRa Kb, X L Xb, =
=b,X oo Xb,  Ka, f=2 . p— 1).
b Odkazy na literaturu, nvedend na konei &lankun,
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Budeme vysetiovat tuto podminku:
(1) V S existuje (az na poradi sloZek) pravé jeden rozklad prvku / v neroz-
loZitelné slozky.

§ 2. Poutky, tykajici se podminky (1)

Odvodime nékolik jednoduchych podminek pro to, aby v § platilo (1)."
Poutka 2,1. V 8 plati (1), pravé kdy# je pro kaZdy doplnitelng proek o € S
splnéna jedna z (navzdjem ekvivalentnich) implikaci

a\/b=1I, b+i=a AN6>0, (2,1)
a\b =0, b a=a\/b<]. (2,2)

Dikaz: Neplati-li (2,1), pak jest axb = I a neplati ani (1). Obdobns je
tomu tak, kdy% neplati (2,2).

Neplati-li (1), pak podle 1,5 existuje nerozlozitelny prvek a €8, ktery ma
v § dva rizné doplitky 4, b. Pak ale neplati ani implikace (2.1) ani impli-
kace (2.2).

Poucka je tim dokdzéna.

Poucéka 22, 7 S plati (1), prdvé kdy? jsou pro jakékoliv dva rozklady

-

B m n
I=xXa=xb : (3)
i= =1
splnény rovnice- -~ —— - - T T o N
n EEY
a4 =\/(a;/\b)pro i =1, ... n, (4)
j=1

(srov. 3, theorém 2).

Dukaz: Necht plati (1). Pak oba rozklady maji spoleéné zjemnéni [ —
= wA ¢, kde ¢, jsou nerozloitelné prvky a N = max (m, n).2

k=1

Prvky c, generuji v § Booleovu algebru délky N (3, disledek z theorému 2).
Protoze prvky a;. b; patti do této algebry, plynou z distributivity rovnice (4).

Necht pro kterékoliv rozklady (3) plati (4). Bud a jakykoliv dopniteiny
prvek z 8. Budte dale a,, a, jeho doplitky. Za rovnice (3) vezmeme nyni rovnice
I = a,Xa = a,xa. Podle rovnic (4) plati v nasem piipadé a, = a,/\a, = a,.
Tedy prvek a ma prave jeden doplngk. Z toho plyne podle véty 1,5 platnost
podminky (1).3

* Za prvé: Kazdy rozlozitelny prvek ds se v § rozloZit v samé nerozloZitelné slozky.
Za druhé: Z rovnic q — G Xy, @ == ;" Xa,' plyne a = a," xa,’ xa;.
3 Neplati-li podminka (1), pak existuji navzéjem razné nerozloZitelné prvky v,,

Site nig

ONs» Wt - .o wyy (b < N)tak, Ze platil = v X ... x oy = X X XKWy, v
Xwpy. Podle vty 1,5 provedeme (pti vhodném oznadeni) postupné nahrady v, > .. x
RUpyy XWe s X . Xy = Ty X L X gy XUy XL XWN == ... = 0% L X O X W

%.‘E‘\,_«P< /.\Au,/w;--m_.—n_s~gw mocrﬂa%52,;:‘.2,0,0&_.m Em;m:.«.m_::‘.%mm,(, plati pod-
minka (I). ‘.
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Poucka2,3. V S plati (1), pravé kdys Zadny jeho podsvaz neni i80mor fni s nékte-
TYm ze svazi, jejichs diagramy jsou na obr. I —4, kdea,b jsou nerozlofitelné proky.
Dikaz: Existuje-li néktery z podsvazg, danych zminénymi diagramy, pak

e ziejmé plati:

aXd=bxa=1I q=+p. (5)
Tedy podminka (1) neni splnéna.

/

0 0
Obr. 1. Obr. 2.

* Necht v § existuji dva rizné rozklady prvku I. Podle véty 1,5 existuji pak
nerozloitelné prvky a, b tak, Ze plati (5)¢ Oznadme P podsvaz, generovany
v 8 prvky a, b, 4. UkéazZeme, 3¢ P je dédno ndkterym z diagrami na obr. 1—4.

/ Plati-li a x b = 7, pak z této rov-
nice a z rovnic (5) plyne snadno, e P
mé diagram na obr. 4.

/

0
Obr. 3. Obr. 4,

Necht tedy neplati a x b — J. Pak jsou mozné tyto tfi pripady:
Larb=0avb<],
2.a~b>0, avh = 1,
3. a~b > 0, avb < 1.

* Argumentace Je abdobna jako v predeslé poznamece.
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ad 1. Oznaéme a b = ¢, @~c=d. Podle (5) plyne ¢ - d=5..d = 0,
a~c¢=1. Podle modularity a podle (5) plyne avd = b -.d = ¢. Ponévads
prvky a, b, a. ¢, d jsou navzijem rizné, ms P diagram na obr.1.

ad 2. Piipad je duslni k piipadu 1).

ad 3. Oznaéme @b — ¢, a~b=4d, G d-=— W, a~c=v d.y =1y
Z téchto rovnic, z rovnice (5) a z modularity odvodime:
avv=a-(i~c)=(avi)rc=1¢, a~p— @~doc == 0,
avw =171 a~w—qaq. Am/\&v =] Am«\/m.v/\& =d,
VU=avdvv=qa.(i~c)= (@ava)~c=¢, a~u= as(d-v) = (a~v)v
d 2. . . )
bvv="b(d¢c)= (@b)rc=¢c, b =0, bAw — Lbrw=b-(1-d)=
”Am\/vv/\&n&u :
bvu=bvdvv=cod=— ¢ bru=brdvrv)=(b~v) -d =d;

o)l

U =dvdvy=divd-— W, Gt =av(dvv) = (G.d) =,
\ﬂ\/&”ou «M/\O”Nw
cvw=1 crw= en(ivd)=(irc)vd =dvy — u;

d~v = 0.

Snadno dokizeme (nepiimo), ze prvky a, b, g, ¢, d, u, v, w jsou navzajem riizné.

Z toho plyne, ze P ms diagram, zakresleny na obr. 3. Poudka je dekizina.
V distributivnim svazu § jeoviem podminka (1) splnéna. Z poudek 2,2 a 2,3

vidime, e svaz S s podminkou (1) je ponékud obecnéjsi nez distributivng svaz

S, Ze viak oba tyto typy jsou velmi blizks. .7
Doslo 21. IX. 1954,
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3AMETEA K OODHO3HAYHOCTU IIPAMbBIX
PABITOMEHUN IJIEMEHTOB B hmbmmﬂ:bomr:m
CTPYKTVPAX KOHEYHONI JdANH b
BAIJIAB TAB3J
Busogu

Iyers S-acaernupona CTPYKTYPA KOWeYHOH (NMHEE, RafiGo.1simmi aaeMeHT | koropoit
OpaMO paziommy. B crarne nccaegosamo HECRONRRO HCOOXOMUMLIN 1Y BOCTATOUHLIX yeno-
BHML I TOTO, 9T0GLI ¢ YULECTBOBAIIO OAHO M TOJNKO OAHO (C TOYHOCTEHIO 20 NOCACROBATENB-
MOCTH. ROMHOHCUT) NPAMOC PasioMCHHC dieMenta '8 Hepazaomumsie KommonenTi. Ongo
TAKOL YCJAOBHC saKiuoNaeTeH B Tom, utoGnr RAZIOIO ROTOAWNTCABLHOIO 3MeMeHTS cy-
HeCTBOBANG B S OAHO M TOALIO oI Avtioauenne. Cogepmannes Teopem 2,1 1 2,2 sipna-
IOTCA ABC BAPHAHTIL Buue 1pIse;cHoro yYeaosus. B reopeme 2,3 HCCaeaVeTea apyroe
yetosie: ypebosanire, wroGu un oxua :o.‘;n,..E:,z_,E:_ 1 S He Guiaa 130MOpGHOE ¢ KoTOPOI-
HUGY i us cTpyRTY D), AMATDANMI KOO} HAO0OpaKenn na Qur. 1-—4, '
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