POZNAMKA K TEORII BIKOMPAKTNYCH POLOGRUP:

STEFAN SCHWARZ, Bratislava

Nech 8 je Hausdorflova bikompaktnd pologrupa. V préci [4] som vySetroval
vlastnosti takejto pologrupy a odvodil rad viet o jej Struktare. Obsahom pred-
loZenej poznamky je ukazat ako mozno z prvych viet price [4] odvodit jedno-
duchymi dedukciami dve délezité vety o bikompaktnych pologrupach.

N.zZ&ie uvedend veta 2 je znima. Prvy raz ju ohldsil Peck [3] a druhy raz
ju dokdzal Numakura [2]. Veta 1 je — aspoli v podanej formuldcii — novéa.

1.

Pre pohodlie ¢ditatela zopakujem struéne tie poznatky, ktoré potrebujem
z prace [4].

Nech § je bikompaktna Hausdorffova, pologrupa. Nech je @ € 8. Oznaéme
4 ={a,a? @ ...|. Potom uzdver 4 obsahuje jeden a Jen jeden idempotent e.
Z toho specidlne vyplyva, 7e kazdd pologrupa uvazovaného typu mé aspoii
jeden idempotent. Budeme hovorit, e element « patri k idempotentu e,, ak ¢,
je jJedinym idempotentom € 4. Ked¥e kazdy element a €S patri k jednému
a len jednému idempotentu, S sa rozpadne na stdet dizjunktnych mnoZin
8 =2K,, kde K jesthrn vietkych elementoy €8, ktoré patria k idempotentuce, .

a
Zrejme je ¢,€ K. Kazd4 z mnozin K, obsahuje ako podmnozinu istd maxi-
mélnu grupu G, = K,,, ktord mé e_ za jednotkovy element. Kazda grupa @,
je uzavretd a plati Ke, = ¢ K, = @, .

2.

Hovorime, e v S plati pravidlo krdtenia sprava, ak pre kazdé a, b, c€S
z rovnice ba = ca vyplyva b = ¢. Podobne hovorime, #e v plati pravidlo
kritenia zlava, ak z rovnice ab = ac vyplyva & = ¢c. Hovorime, %e v §
plati pravidlo kratenia, ak plati pravidlo kritenia sprava aj pravidlo kré-
tenia zlava.

Lemma 1. Nech v S plati pravidlo kritenia sprava. Potom pre ka#dé dva idem-
potenty e,, ¢; €8 plati eey = e, .

Dékaz: Vyplyva zo vztahu (eqe)e; = e.e,, v ktorom mozno kritit elemen-
tom ¢, sprava,
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. Veta \_u .bumn\@ S je Hausdorfiova bikompaking vologrupa, v ktorej Plati pra-
vidlo \nwwamgs sprava. Potom § je mnoZinovym sictom dizjunkingjch 1wwomorfnjch
grap. Pologrupa S je pritom lava jednoduchd, t. ; neobsahuje % 7
s : 7. neobsahuje ZFiaden Tavy

Doékaz: a) Pizme § — 2K, kde x prebieha ista mnozinu indexov. Nech ¢ je
Jedinym idempotentom €K,. Tvrdim, ze pre kazdé « je K =G . Najprv je
Ke,=Q,. Predpokladajme, ze je K, — @G, % ¢ . Nech je w, € K, — @, . Potom
by Umzo 0L, €0y, t.j. me, =9, kde je g, €G, . Zo vztahu W€, =g, =g.e
vyplyva, po kriteni elementom €u SPrava, w, =g, €G  dojev rozpore s <Mm._
bou elementu w,. )

Teda je § = 2GS je mnozZinovym saétom dizjunktnych grap.

b) Nech je e; lubovolny idempotent €.8. Potom
%mu = AWQL@”\ = MAQ%L@.% = MQQQ:Q,L =26, = 8.

Teda pre kazdé ¢; € 8 plati vztah Se, = 8.

¢) Nech je b Iubovolny element € . UkéZeme, e je Sb = 3. Kedse b patri
MWo .:m@maow&‘ z grap @, C 8, ktord, m4 idempotent e, existuje taky element &
26 )6 bb = e;. Zrejme je SbC §. Teda SbbC SbC S, t.j. 8 = Se,C §h C s,
Preto je Sb — g. o e
. Rovnica Sb = § hovori » Ze pologrupa S nemé #iaden lavy idedl == S; teda S
je zlava jednoduchou pologrupou.! “

d) UkdZme,7e-pre kazdeé €:€5 Je 8 =G, Najprv plati e = ¢, 3G D

wwu esGy = G,. Teda ;8 2 G,. Mnozina ¢S je pologrupa, lebo je to wﬁﬁ%
idedl z 8. Dalej pologrupa ¢,8 m4 jediny E@E@S@i e;. Ak totiz EmEmsa o)
Smww je idempotentom, plati ey . €0 = eym, t. . e .‘ €40 = ey(e,0) a po me.v
teni sprava €50 = ¢;. Pre kaidé o == g jee,SNG = g, Keby totiz existoval
element ge¢ ¢S NG, platilo by jednak gE€G,, jednak g=—e,. pre isté
€ Qn Z toho vyplyva €f = e,ep0, teda g = e w. Zo vatahu €30 = e,
vyplyva e, = 2> €0 je v rozpore s predpokladom. Kedse pre ,9 +=4 je
€S NG, = ¢, mime nevyhnutne ;S CGy. Uhrnom je e =G,.

r

e) Nakoniec dokézeme, e grupy G, a G, st izomorfné. Zobrazenie

&mﬂpiﬂ*&mﬂn (1)

! KedZe sme ukézali, e § Jje zlava jednoduchs pologrupa, ktord ma idempotent, mohli
by sme k Qorozww:_: ddkazu pouzit uz zndme vysledky zo vieobecnej tedrie jednoduchych
ﬁo_omﬁ.% {pozri Clifford {1}, Schwarz {5)). Dévam vsak prednost priamemu dékazu,
ktory je pomerne kratky.
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Je homomorfné zobrazenie grupy G, do grupy G, lebo ak (pri z, ye@,)
je z— CGTEG,, Yy GYEG;, je xy—» €Y = egz(e,y) = €s2(e,e5)y =
e (we,) ey = €s% . ¢y €G, 2

Dvom réznym elementom * =+ y zodpovedajit dva rézne elementy €% =+ egy.
(Lebo €3% = e;y by implikovalo Gl = eesy, teda e x = &Y bt j.ox =y,
Pritom je mnozina obrazov v homomorfizme (1) celd grupa G;. Ak totiz y je
Tubovolny element € G, elementu .4 €G, v homomorfizme (1) zodpoveds prive
element €ty = ey =y €G;. Inverzné zobrazenie k zobrazeniu (1) je zobra-
zenie Qmﬁwimpwmﬁp. Teda je (1) izomorfizmom. Treba este ukazat, Ze
topologické priestory G, G5 st homomorfné. To vyplyva okamzite z toho,
Ze zobrazenie [1] a zobrazenie k nemu inverzné si Spojité zobrazenia G,
na Gy, resp. G; na G, Tym je veta 1 tiplne dokézans,.

Z vety 1 ihned vyplyva:

Veta 1a: Hausdorffova bikompalking pologrupa s jedingim wdempotentom,
v ktorej plati pravidlo krdtenia sprava, je grupa.

Lemma 2. Pologrupa, v ktorej plati pravidlo krdtenia, md najviac jeden idem-
potent.

Dékaz: Nech pologrupa S m4 dva idempotenty e, ¢;. Potom zo vztahy
“a - €3 = ¢, . (e,¢;) vyplyva € = e,e;. Podobne 2o vzfahny € - €5 = (es83) . ¢,
vyplyva e, = €€;. Teda e, = €z, €. b.t. d.

Veta 2: Hausdorffova bikompaking pologrupa 8, » ktorej plati pravidlo krd-
tenia, je grupa.

Dékaz: Podla lemmy 2 a uvedenych vysledkov m4 § prave jeden idem-
potent. Teda je S — podla vety 1 — grupa. ,

Poznimka. Z vety 2 vyplyva tiez takyto désledok. Stvisl4d Hausdorffova

vy v

bikompaktng pologrupa s koneénym poétom idempotentov, v ktorej plati pra-
vidlo kritenia, sprava, je grupa. Dékaz vyplyva bezprostredne z toho, Ze kazd4

z sy v oz 4

Z grap G, je uzavrets a sucet_koneéného postu takych grip neméze byt sa-
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* PouZivame pritom vzfah » — ey a lemmu 1.
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3AMETRA K TEOPUU BUROMITARTHBIX [TOJIVIPY T

IITE®AH HIBAPI]

Brigozm

Hens10 s10it crarpn ABJAETCH NOKA3aTCIALCTBO CIeRylomux aByx Teope.
Iyers S — xaycaopdora Gmromnaxruas moIyrpynna.
1. Ecam B S numeer MEeCTO NpaBHNO cOKpamenus Cnpasa, To S — cocgunrenuc A~

2. Ecau B S mueer MECTO LPaBHMIIO CORpamIeHMA cliepa # cnpasa, 10 S apxsercg
rpynooii.
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