TENZOR DEFORMACIE PRIESTORU A CASU
POHYBOM

', _ JULIUS KREMPASKY

T$etky fyzikalne skutodnosti nasveduja tomu, Ze vo vietkych inercidlnych
stradnicovych sustavach sa svetlo vo vakuu §iri vo vietkych smeroch kon-
Stantnou rychlostou c. To je zédkladny postuldt Einsteinovej $pecidlnej tedrie
relativity, z ktorej vyplyva, Ze diferencidlna kvadratickd forma

da? + dy? 4 dz® — %, (1)
kde z, y, z si pravouhlé priestorové stradnice bodovej udalosti a ¢ obvyklym
spésobom uréovany &as, vo.vietkych inercidlnych stradnicovych sistavach
m4 rovnakd hodnotu.

Priestorové suradnice , ¥, za das ¢ predstavuju sabor dtyroch éiselnych-ida-
jov, ktoré jedno-jednoznaéne vyjadruji ulozenie bodovej udalosti v &tvor-
rozmernom priestorodase. Tento Stvorrozmerny priestorodas do fyziky za-
viedol Minkowski tym, Ze formu (1), invariantna vzhladom na transfor-
méciu stradnic, zodpovedajicu prechodu od jednej inercidlnej stradnicovej

ststavy k druhej, prehlésil za vyjadrenie druhej mocniny diferencidlu oblika. .

diary v priestorocase.
7 geometrie abstraktného $tvorrozmerného linedrneho priestoru vieme, Ze-
druhé mocnina diferencidlu oblika giary v tomto priestore je dand vyrazom:

) ds? = g, dwidzt, (2)

kde g;, = ¢, . ¢, su fundamentdlne metrické velitiny a x; (¢ = 1, 2, 3, 4) sG-
radnice bodu, vzfahujice sa na Styri od seba linedrne nezavislé zakladné
vektory e,, e,, ;, e,. Porovnanim vyrazov (1) a (2) zistime, Ze premenné vystu-
pujtce vo vyraze (1) st stiradnice vztahujice sa na zakladné vektory, ktoré:
spliiujd rovnice
e .e =g, =1
€. € =gy =1
€. ;== (g3 =1
e, .8 =gy =—C

a polohovy vektor svetobodu je:

r = z¢;, + ye, + z¢ -+ tey.
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Vektory e,, €,. €; a ¢, st teda vzajomne na seba kolmé a vektory e, €,a €,
ktoré dalej budeme pisat pomocou obvyklych symbolov i, j a k, si okrem
toho jednotkové.

Zavedme vektor 1 = W. Potom bude e, = icla L1 = 1. Vektor I je teda
tiez jednotkovy a polohovy vektor svetobodu, vyjadreny pomocou ortogonal-

neho systému jednotkovych vektorov i, j, k a L, je:

r = i + yj + 2k 4 il (3)

7 invariantnosti intervalu (1) moZno odvodif transformaéné Lorentzové
vzorce, podla ktorych sa transformuju stradnice svetobodu z, g, z & t, vztahu-
jace sa na inercialnu sastavu §, na suradnice x,y,2,at toho istého sveto-
bodu, vztahujice sa na inercidlny systém S’, ktory sa vzhladom na systém S
pohybuje konstantnou rychlostou v. Pri odvodzovani tychto vzorcov mozeme
postupovat bud zlozkovou metédou, ako to nachddzame v beinych uéebni-
ciach teoretickej fyziky alebo metédou vektorového a tenzorového pottu.
Pri odvodzovani Lorentzovych vzorcov prvym spdsobom treba si zvolif pevnia
stiradnicova ststavu S a ind §', pohybujicu sa vzhladom na prvarychlostou v
a stanovit vzdjomny vztah oboch (napr. _.stotoinit,, osi X a X'). Nezavisle
od tychto volieb je moZné metédou vektorového a tenzorového podétu odvodit
vieobecne platné transformaéné vzorce, Z ktorjch Lorentzové transformacie
vyplyvaji ako &pecidlny pripad. Pritom aj hoci vzfahy odvodené pouzitim
vektorového a tenzorového poftu st vieobecnejsieho charakteru, prisludny
matematicky aparat je omnoho struénejsi a sposob odvodzovania nazornejsi,
ako je to pri pouzivani zlozkového poditania.

1. Pomocné vztahy

Podla toho, ¢ sa opierame o saradnicovi ststavu 8 alebo &', polohovy
stvorvektor tej istej bodovej udalosti je:

r* = ai + yj + 2k +dcil
alebo =21 + ¥y + 27k + set'l.
Je viak mozné polohovy dtvorvektor rozlo#it len na dve zlozky, priestorovi

a dasovy, ak oznadime: .
: =i+ yj + 2k, t=1cl

a analogicky pre &iarkovany systém. Potom je:
r¥=r1-+41
alebo r* =1 4 t.
Ak T je trojrozmerny tenzor identity, t. j. [ =ii + jj + Kk, lahko, sa md-
Yeme presved¢it o spravnosti vztahov
rt . =t (4a.b)
r* . 11 =t. (5a,b)

.1 =r
p I =1

«
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Stvorrozmerny tenzor v
I* =ii +jj+ kk+ 11
je zrejme tenzor identity v Minkowského priestorodase.

9. Tenzor deforméicie priestoru.a &asu

Majme na mysli uz spominané Tubovolné inercidlne stradnicové ststavy S
a S, ktoré sa nachidzaji vo vzdjomnom rovnomernom priamodiarom pohybe.
Rychlost systému 8’ vzhladom na S nech jevav dase ¢ =t = 0 nech podiatky
obidvoch sustav splyvaja. Potom je:

r=vi, jer =0. (6)

Této podmienka stadi k odvodeniu vztahov medzi priestorovymi a Sasovymi
stradnicami polohového vektora Tubovolnej bodovej udalosti v obidvoch
tychto sustavach.

Rovnice (4a) a (5a) mozno pisat v tvare:

. (I*—W)=r,
r* . (I —11)=r".

Odéitanim rovnice prvej od rovnice druhej dostavame:

=r—1*. (1= =r+r*. (Il -1T) (7a)
Podobne pre vektory t a t’' z rovnic (4b) a (5b) dostavame:
=t 11V - =t—r*. A-1T). - (7b)

7 podmienky (6) a z rovnice (7a) viak vyplyva:
0 = vt — (vt + detl) . 'V — 1),
v 4 icl = (v 4 icl) . IV
7 poslednej rovnice bezprostredne vyplyva, ze I' je vektor s vektorom v - icl
rovnobeiny. MoZno preto pisat:
- 1" = Av 4 icl).
Kedse okrem toho vektor'l’ spliia rovnicu I .1 =1, mame:

2(0? — c?) = 1,
t.].

Teda je:

RTIP & . SR Iy ST | W S — (82)

Y& — o? ic ®
-2

Znamienka - alebo — zdvisia len od toho, & chceme poditat cas v obidvoch
ststavach sthlasne alebo opadne.
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Symetricky tenzor
D*=H0-—1T,
vystupujici vo vzorcoch (7a) & (7b), mozeme pisat:

2

2
D* =1+ = (vv 4 dcvl + icdv — Al) = = [ic(vl + Iv) + (vv — 2?1)], (92)

alebo vo vyjadreni pomocou stiradnic

it + vo,if + voik + sev, il +
D* — 1 + ot + vijj + v,v,ik + sov,jl + ) (9b)
cd— v\ +opkitovuki+ vkk4 iev, Kkl +
+dev i b devdf + jevlk — %l

Rovnice (7a) a (7b) tiez st:
r =1+ r¥. D¥ (10a)
v =t—r*.D* . (10b)

Symetricky tvar maja aj rovnice pre opadni transformdciu

cp =1 —r¥*. D* (11a)
t =t + r*.D* (11b)

3. Analégia-s deforméaciou pevného telesa

Nech dr je polohovy vektor bodu nedeformovaného telesa vzhladom na bod
jemu blizky a dr’ polohovy vektor toho istého bodu po homogénne] deformacii
telesa. Potom, ako je zname, vztah oboch je spravne vyjadreny rovnicou

dr' =dr +dr. D,

kde D je tenzor deformécie pevného telesa.
Diferencovanim rovnice (7a), v ktorej D* je konstantny tenzor, dostdvame
(pre dt = 0): )
dr’ = dr 4 dr . D%
Je zrejmé tiplna analégia tychto rovnic s rovnicou pre homogénnu deforméciu
pevného telesa. Pravom mo¥no teda nazvat D* tenzorom deformdcie priestoru
2 vzhladom na rovnicu (7b) aj éasu pohybom.

4. Dilaticia dasu a diikovd kontrakeia
Uvazujme dasovi odlahlost dvoch svetobodov v tom istom bode priestoru
S'. Pre pozorovatela v S8’ bude ona A ¢ = t, — t,, pre pozorovatela v sustave
S At=1t,—1t.
Podla rovnice (11b) je:
ict,d = ictl’ 4= (¢ + aetl’) . D,
ict,d = detl -+ (v 4 ictl) . D*,
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teda
All= AT + AT . D* = AT + AT .M —1T) = A1 1)1 = gAll

alebo, ak tato rovnicu skaldrne znasobime vektorom 1,
At = BAY,

t
At = Dﬂ < At : (12a)

Je to znamy vztah, ktory vyjadruje, Ze das v pohybujucej sa sistave plynie
pomalsie ako v nehybnej.
Podobne mozeme postupovat aj pri odvodzovani vztahu pre zmenu dizok.

7 rovnice (10a) pre priestorovit odlahlost dvoch svetobodov o tej istej tasovej
saradnici v priestore S vyplyva:

1

Gwldw

AT = Ar 4+ AT . D¥ = Ar 4 (AT . vV +ic Ar.vl).

Vidime, %e zmena dizky nastdva len v pripade, ak ona nie je kolmé na vektor

rychlosti v .V pripade, Ze celd spadd do smeru rychlosti pohybujice] sa
ststavy, posledna rovnica prejde na tvar:

A = f Abq . w Dé_v.

teda
2
ey = p(arr = 5 ary| = panr,
5. j.
Ar' = pAr
alebo
Ar = w. AT < AT (12b)

Posledna rovnica je vyjadrenim znidmeho vztahu o skracovani dlzok pohybom.

5. Odvodenie H_.o\wobesgy%or transformaéecii

Zniame Lorentzové vzorce, spominané v avode élanku, st odvodené za tychto
predpokladov:

1. Smer osi X stradnicovej ststavy S je totoZny so smerom rychlosti pohy-
bujicej sa ststavy 8.

2. Stradnicové ststava S’ je volena tak, aby osi ¥, resp. Z', boli rovnobéine
a sthlasne orientované s osami Y, resp. Z, sustavy S.

Podla prvého predpokladu moino pre rychlost v pisat v = vi. Ked%ze strad-
nice x, ¥, z, {, resp. @', ¥, z’, t’ predstavuji ortogonalne suradnice svetobodu,
transformujt sa pri prechode zo siradnicove] sistavy S do 8’ podobne ako
jednotkové vektory i, j, k, 1. Vzorec pre transformovanie ¢asovej suradnice
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dostaneme preto jednoducho tym, e vo vyjadreni jednotkového vektora 1’
podla rovnice (8)

V=L i+ iah), (13)
C

napifeme ict’ namiesto I, ict namiesto 1 a x namiesto 1. Tym dostaneme:

et = |ml (vx + 1ic . ict),
i
t. j.

Tu¢li¢. (8b)

Osi Y a Z systému S predstavuja podla svojej definicie stbor vietkych
udalosti, ktoré sa vyznauji nulovymi stradnicami z, z a {, resp. %, y & £
7 rovnice (10b) viak bezprostredne vyplyva, Ze sibor tychto udalosti sa aj
v stradnicovom systéme §' vyznaduje nulovou stradnicou ¢'. Osi Y’ a Z' je
zrejme mozno volit tak, aby sa tieto udalosti vyznadovali aj nulovymi strad-
nicami z’ a 2, resp. ' a y'. Inymi slovami, mo#no zvolit siradnicovi sistavu S’
tak, aby tie udalosti, ktoré sa v systéme S odohrali na osi Y alebo Z, v sy-
stéme S’ boli ulozené opaf na osi ¥’ alebo Z'. Takyto stiradnicovy systém ma
teda os Y’ orientovant stihlasne s osou Y systému S, os Z' sthlasne s osou Z.
Na zéklade toho moZno pisat: L

=5
k' =k

Poloha gasovej osi je jednoznatne urdens vektorom 1. UloZenie mw.m X E“w..
jdeme tak, Ze si uréime jednotkovy vektor i’. Tym automaticky néjdeme aj
#jadany vztah pre transforméciu x-ovej saradnice svetobodu.

Z poslednych rovnie vyplyva, Ze jednotkovy vektor i’ nemé Ziadnu zlozku
do osi Y a Z. Bude teda zrejme i’ istou linedrnou kombinéciou len vektorov

i a 1. Mo#no preto pisat:
P i’ =ai 4 Bl

Podmienka ortogonality vektorov i’ a Y %iada, aby bolo:
i.I'=0.
Ak v tejto rovnici vyjadrime I’ podla vzorca (8a) a i’ podla predchédzajiceho
vzorca, dostaneme rovnicu:
ay = — ich.
Kedse vektor i’ je jednotkovy, koeficienty a, b splttaja aj vztah
a® + b = L.
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Posledné dve rovnice predstavuji dve podmienky pre koeficienty a, b. Ich
rieSenim dostdvame:
a—=4p b= fiv
c
Tahko sa mo#no presveddit, #e si pripustné bud obe znamienka kladné alebo
obe zaporné. Pre jednotkovy vektor i’ takto dostavame:

m,nwimlzm_v. (13)

Pri zmengovani rychlosti v na nulu prechédza i’ v i. Z toho je jasné, Ze zna-
mienko vo vyjadreni rozhoduje len o orientécii osi X’ vzhladom na os X
systému S. Ak sa rozhodneme kladné hodnoty z' poditat stihlasne ako pri osi
X, potom musime volit znamienko kladné.

Podobnym obratom, ako sme odvodili z vyjadrenia jednotkového vektora I
transformadny: vzorec pre ¢as, moZeme z vyjadrenia jednotkového vektora i’
odvodit transformaény vzoree pre x -ovi stradnicu. Vychédza:

z=8 T e Me §v = Bz — vb). (14b)

6. Teoréma o skladani rychlosti

dr’ ; dr
= qF ,vsustave § w = i
Rychlost pohybu sistavy &’ vzhTadom na sastavu S nech je v. Potom vztah
medzi rychlostami w a w' je podla rovnice (11a)

dr _dr d¢  do*. D%

ds dar dt dt

Nech je rychlost pohybu bodu v sstave §* w’

(14)

Podl'a rovnice (10b) vSak je:
wct’l! = ictl — (r 4 icil) . D*.
Vyndsobenim tejto rovnice vektorom 1 dostaneme:

, r.v
v=pt=bg
a konedne derivovanim podla neéiarkovaného gasu
dt’ vV.W
- AH - |IV.
Dosadenim tohto vzfahu do rovnice (14) pre rychlost w vyplyva:

w=w'p A_ — .%1.|<mv — w¥ . D*, (15a)

c?

kde sme oznadili w* = w - icl alebo:

* *
o Whwe. D (15b)

vV.W
ey
Postupnym nasobenim posledného vzorca jednotkovymi vektormi i', j', k' by
sme dostali vzorce pre transformovanie zloZiek rychlosti.
Zérovenn dakujem s. akademikovi Ilkovidovi, z ktorého podnetu prica
vznikla, za rady a pripomienky, ktoré mi pri pisani &ldnku poskytol.
Dolo 12. VI. 1954.

Katedra fyziky
Slovenskej vysokej &koly technickej,
Bratislava
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TEH30P NTEGOPMAIMH NPOCTPAHCTBA U BPEMEHU
IBUMEHUEM

~ IOJAUYC KPEMIACHU
BuoBOIB

B crarhe BEIBOAATCH IPH HOMOIIM BEKTOPHOTO M TEH3OPHOIO AHANM3A OCHOBHEIE TPAHC-
Qopmamuonnsie (QOPMYNE CHENMAabHOR TEOPHH OTHOCHTENBEOCTH, oTHOCAmMMAECA XK IPO-
CTPAHCTBEHHOMY PAJMYC — BEeKTOPY ¥ BpeMeRu. Bpejeno momsrHe 1eH30pa medopManmu
HPOCTPAHCTBA M BPEMeHH [BIIKEHNEM aHAJIOIWIHO K TEH30PY nedopManEy IPE OIHOPOJHOH
nedopManme TBEpROro Tesa. Ilpm TOMONIE 3TOrO TeH3OPa neopMaEH BRIBOAAT IIOTOM
obmze GOPMYIRl M1 KOHTPAKIEE [TAHEL ¥ [AaTaNAH BPEMEHH. B craThe TaKiKe NOKABH-
BaeTCA, 9TO M3BECTHHIC, METOOM KOMOOHEHTOB BhBEJlCHHBIE dopmyas pasa tpamcdopma-
(A KOOPAEHAT W CKOPOCTH, BHTEKAIOT K8 00mmx dopmyn B KavecTBE JACTHOTO CIydas.



