O POUZIVANI IMAGINARNYCH SURADNIC
V GEOMETRII MINKOWSKEHO
wH<OWﬂONZMNmeO.n>moww:meOWG

JOZEF GARAJ
Tvod

V predchédzajticej praci' boli zavedené niektoré pojmy a odvodené niektoré
vzfahy vo vektorovej algebre Minkowského 3tvorrozmerného &asopriestoru.
Vztahy tu vystupujace postradaji urdita symetriu, %o je spdsobené tym, Ze
jednotkové vektory ortogondlneho vztazného systému splitaja rovnice

i iy =1 l=0.=1, iyl =—1.

Tieto rozne vlastnosti jednotkovych vektorov sa prejavuju tiez, dasto velmi
nemilo, pri vedeni dokazov réznych viet. Cielom tejto prace je vyladit nesy-
metriu zavedenim imagindrnych saradnic vektorov. Napriek tomu, Ze Min-
kowského Stvorrozmerny dasopriestor je realny, vyuzivaji sa tu objektivne
fyzikalne poZiadavky kladené na pojem vektora a zavedenim imagindrnych
saradnic vektora v Minkowského Stvorrozmernom asopriestore ziskaji dokazy
a dosiahnuté vztahy na prehladnosti.

I
§ 1.
V citovanej préci polohovy vektor bodovej udalosti bol v Minkowského
dasopriestore pisany v tvare:
v = 2y + Yy + 7 o cfia,

kde vektory iy, iy, 13, 15 S0 jednotkové vektory, ktoré tvoria ortogonalny systém,
x, ¥, 2, ¢ si reilne stiradnice vektora r (vo wmm:moszEOﬁWOE realnom
priestore indexu 1). 0dli%na vlastnost jednotkového vektora i, vodi ostatnym,
t. j. i, .1, = —1, vnisa do vypodtov uréitit nesymetriu. Pre konkrétnost
uvedieme niekolko prikladov.

1 Jozef Garaj, Prispevok ku vystavbe vektorovej algebry v Minkowského Stvor-
rozmernom d&asopriestore, Matematicko-fyzikalny &asopis SAV, V, 22, 1955.
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1. Ak || A%|| je matica ortogonalnych transformaeii
ij = Afy,

ku nej inverznd matica || 4}]| savisi s povodnou podla rovnice:

Ar Ay A} A} A A Ap -Ap
Az A A3 A3 A Al AP AR «

= . __ : (1:1)
Ay A3 A3 A3 AP AR AP —A _
A% 43 43 45 —Ap —ap Ay AL

Nesymetria teda vystupuje v poslednom riadku a stipei.

2. Komplementarny sadin axb dvoch vektorov v Stvorrozmernom prie-
store, definovany pomocou stéinu antisymetrického a M. P tych istych vektorov
dvojnésobnym skaldrnym nésobenim -antisymetrickou tenzorovou jednot-
kou K, t. j. rovnicou )

axh= —1/2(@¥Xb):erijilii (1-2)

je urdeny determinantom b, b, by —b, _

i a, @, Gy — @
axb=|_t 23 4
L 1 13

i i i iy

(1.3)

Nesymetria vystupuje v znamienku Stvrtych saradnic vektorov.

3. Neprijemny vplyv nesymetrie sa objavi najmé pri hladani dudlneho
tenzora k tenzoru a X b. A

Podla vymedzenia pojmu dudlnosti v predoslom odseku ndjde sa dudln
veli¢ina ku danej tolkonisobnym skalirnym nisobenim danej velidiny anti-
symetrickou tenzorovou jednotkou (stupiia podla rozmernosti priestoru),
ktorého stupiia je dané veliina. Konkrétne, rovnica (1.2) definuje duélnu
velitinu k antisymetrickému sadinu a X b v Stvorrozmernom priestore.

Ukaézalo sa, Ze stradnice tenzora a % b stvisia so stiradnicami tenzora a X b
podla pravidla:

Stradnica pri didde i i; tenzora a b je saradnicou pri didde i, i, tenzora
a X b, pridom k, I, m, n je parnou permutdciou disel 1, 2, 3, 4. V tom pripade
viak, ak jedno z &isel k, I sa rovnd &islu 4, meni sa znamienko pri prislusnej
stradnici tenzora a X D. Schematicky bolo toto pravidlo vymien zapisané
v tvare:

. .

TSRS Y (1.4)

pridom teda znamienko — plati v pripade, ak & alebo 1 je rovné &islu 4.
Nesymetria znamienkové je dosledkom odliSnej vlastnosti vektora i, od
jednotkovych vektorov iy, iy, iy, SilnejSie viak tito nesymetri¢nost vynikne
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vtedy, ak pomocou antisymetrickej tenzorovej jednotky K chceme prejst od
tenzora a x b k tenzoru a % b, resp. inymi slovami, pri hladani dudlnej
velitiny k veli¢éine a X h.

Priamo z (1.4) Tahko nahliadneme, #e vysledkom tejto operacie je tenzor
a-Y-b s opatnym snamienkom. Kym totiZ ' stradnica pri didde i, i, tenzora
a % b je po uvedenej operacil stiradnicou tenzora a X b pri didde i, i, s pri-
slusnym znamienkom, pri tej istej operécii, vedenej v opatnom smere, sarad-
nica tenzora a x b pri didde i,i,je opal shradnicou tenzora a-X-b pri diade i, i,
aviak teraz s ow@msu‘ap znamienkom, pretoze medzi Sislami k, I, m, 1 83 na-
chadza tislo 4 bud vo dvojici k.l alebo m, n; ked sa nachadza v jednej, v druhej
nie je a naopak. Teda plati: )

—1/2 (a>ch): K= & xb
—12(axh):K= —a¥xh |

Nesymetria sa tu prejavuje opat tym, Ze dvojnésobnou aplikaciou anti-
symetricke] tenzorovej jednotky na tenzor & b nevraciame s& k povodnému
tenzoru, ale k tenzoru S0 zmenenym znamienkom. v

4. Komplementarny stin wmaﬁon__aoA%od ortogonalnych vektorov podla
definicie je:

(1.5)

i, x i = —1/2 (i, £ 1) - (ere® ii i)
takie je: . .
i, x 1= L. % b (1.6)

pridom k, I, m, n je parna permutacia el 1,2,3,4a znamienko 4 plati v pri-
pade, Ze ani jedno z &isel k, I nie je rovné &islu 4, /namienko — vtedy, ak jedno
7 nich je rovné &slu 4.

Analégia , stvorstenového pravidla}? pre komplementéarne nasobenie jed-
notkovych vektorov iy, 1y, iy 1y straca teda v dosledku znamienkovych premien
na svojej vyraznosti s vektorovym nasobenim vektorov i, iy, i, v trojrozmer-
nom priestore.

5. Uvedme konetne z citovanej prace tieto vzorce:

i, I, 3 1L
C- ¢, Ca —C

(axh).e=| % SR (1.7)
by by by —bs

a, Gy Gy —04

La, @y a3 —a

b, b, by —b

[(axh).el.d=+ » o * (1.8)
¢, €y G5 —C
d, d, A—d

2 Pozri citovanu précu.
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V obidvoch sa mnﬁ.@e«ﬁo nesymetri¢nost tym, ye v poslednom stipei pri-
slugnych determinantov sa pri stradniciach vektorov vyskytuja zaporné.
snamienka, %o je opat désledkom vlastnosti vektora i,.

§ 2.

7 uvedenych prikladov vidiet, ze mé urdity vyznam, & to jednak pre vedenie:
dokazov, jednak pre tvar konednych podetnych vysledkov, vyjadrovat vek-
tory v §tvorrozmernom dasopriestore pomocou takych ortogonalnych jednot-
kovych vektorov, ktoré by boli navzajom ekvivalentné, totiz, Ze by saéin
ka#dého z nich so samym sebou bol rovny 1.

Pretoze plati i, .1, = — 1, tento vysledok formalne dosiahneme vtedy, ak
miesto vektora i, zavedieme vektor i} taky, aby bolo:

i, =11,
kde ¢ je imagindrna jednotka. Potom bude i, . i, =1, . = iy .1, = 1, aviak
aj mM._MHAl@.E.Al&mbH — i =1
Zavedenim vektora i polohovy vektor

= i, + yi, + 25 + cti,

r = i, + yi, + 2 + ictiy, (1.9)

prejde do tvaru:

takse vzhladom na ortogondlny systém i, iy, 3, iy, ktory je priradeny systému
i, i, 13, 1y, polohovy vektor mé aj imaginarnu saradnicu.

vV daltom vektory iy, iy, iz, 13 budeme pre rozliSenie pisat pomocou sym-
bolov jy, s s> Ja- Tieto teda spifiaju vztahy i - j=12akk=1 w-5i=0
ak k = l. Polobovy vektor (1.9) bude: :

r = zi, + Yo + 2s + it (1.10)

_ Vektorom v Minkowského stvorrozmernom gasopriestore budeme nazyvabt
nasobok polohového vektora:

r = ai; + yl, + 2 + cti,

redlnou skaldrnou veli¢inou a pre vykonédvanie vypottov polohovy vektor .
vyjadrime formdlne pomocou vektorov iy, ju, is» Jo v tvare (1.10).

Z vyznamu koeficientov vo vyraze (1.10) je zrejmé, ze takato stvorica vek-
01OV i1, J» Jar Ja TUIE J€ jedina. DokaZeme teraz, ¥e vo vyjadreni vektora pomocou -
Tubovolnej inej ortogonalnej Stvorice takychto vektorov pri vhodnej volbe
ich poradia opaf len stvrt4 saradnica vektora bude imaginarna. Predtym
urobme este takito pozndmku:

EmﬁmawnwoWoA%N;w;% gasopis V, 2. muq



Vektor .
r, = zj, [resp. Ty, = ylp, Tz=2k; T4 = 1uj,)

~ pudeme nazjvat sihlasne rovnobeznym s vektorom ji (vesp. s vektorom J,,

js» §g) ak &islo x (resp. ¥, 2, %) je kladné redlne &islo. Potom viak je:

n.n=2%tj 5= +Vr.r,
takze je:
. r
L= 1”|v‘|”. . AM-HHV
«?..b

Podobne mozeme vyjadrit aj ostatné jednotkové vektory:

s Ty . Ty . T,
= ——t— s = —y ===
u» ’ w ’ d\n.» T,

. 12
<n» - Ty Vrs . 1y (1-12)

Zvolme teraz v Minkowského Stvorrozmernom asopriestore Styri navzajom
Kkolmé vektory vy, Va, Vs, Vy- Symbolom v, zapi$me pritom ten z tychto vektorov,
ktorého skalarny saéin so samym sebou dava zaporné &islo, t. j. plati v, . v, < 0%
a piSme ich v tvare (1.10),

Vi = Gy Gpole + Ggals + iQal (pre k=1, 2,3, 4).

.V smere tychto vektorov uréime teraz jednotkové vektory §i, i i d,a to
podla vzorcov (1.11), resp. Chwv takto:

d v : v - v
= e, f=o—e—, B Vs, rn<\*\ (1.13).
! v, -V V¥s. Vs

yvi.v NH<<w.<nu

V, .V,

Ak v tychto vyrazoch zavedieme Vv, . v; = 4;, Vv, . vy = 4,, <<«.. Vs = \\mﬁ
.«\ea . v, = 1A, dostaneme takyto savis jednotkovych vektorov i7, 1z, ¥ss 1s
s povodnymi i, o js> Ja:

= @Su_ + F&n + @Ewun_u &:L» #

uw = @Bwn + @mwun + @s&.m + &.@m»@» e
I = byiy + basde + basis + s@um? —
= ibar§y — Basfa— ibyajs + Daala

:_.E\

Ay Lz
b= —G b —_

kde xﬁwu &H\M».

P. Hw Rakevskij, Rimannova geometria % tenzornyj

3 ‘zZndmej vet ri napr.
o e ndin, ysis, New York—London 1943}

analiz, Moskva 1953, H. V. Craig, Vector and Tenzor Anal
zo Btyroch navzdjom kolmych vektor
je takyto vektor len jeden.
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ov v Minkowského Stvorrozmernom Basopriestore

Pretore teraz iy .3 — §2-§» = s - Jo = ls - jo = 1, matica transformacii
{1,14) je ortogonalna a jej inverzna maticu dostaneme jednoducho transpono -
vanim pévodnej. Determinant transformdeil je + I. Teda je:
1= @:.wm.;u baufs + baids — by e _
= @SHM =+ @mn.mm + @unuw - &3&

g = @SM\LFT @w&m 3 @ummw - &ﬁwu» — ’
2= tby; + ibgafst + baas + basjs

Lubovolny polohovy vektor

r=cxj + Yo+ 2zl Tty
v novom systéme bude maft tvar: .

r = (zby + ybye + 2bys — by +
4 (wbyy + Ybyy + 2byy — cthay)is +
+ (abs, + ybyy + 2bys — ctban)i; —
—i(xbyy + Ybyy + 2bas — ctby)is s

(1.15)

Comis Comsie Cusie Commiv
2

t. j. r = 2'§; + ¥l + 2l + w'il,
pridom z', ¥, 2, ¥’ s0 redlne &isla.
Priklad:
O vektoroch v, = 25 — . — i
Vo= kit 2+ s
Vg = 2§, — 4§ + 2,
Vo= —Ji+ J— J+3i

sa lahko zisti, %e tvoria ortogonalny systém, a Ze pre ne plati:
v,. % =4, Vy .V, =6, Vy. vy = 186, v,.V, = —6b.
Majme okrem toho wo_owo.é\y vektor ,
. r=j i+ i+t (1.16)

a hladajme jeho vyjadrenie v novom systéme uréenom vektormi vy, V,, V5, Vg
Ak jednotkové vektory nového systému opit oznadime ji, js» §s. ja, potom
podla (1.14), resp. (1.15) plati:

%, 5 1 . . .
h = “__|xm.um+ 0 uwlw?u
:l.%..TM«ﬂ _]HlmlT 0 i
uu «\:m ha «\M 82 .-\w L] u»v
jo= 0 &+ l.mwlhm| is + xw. Ji»
P ST T L S I
.= d\M I «\w ¥z “+ d\w i3 -+ d\w I

Determinant transformacie je —1 a lahko sa zisti, Ze je prave taky ako

determinant transforméacie medzi systémami vektorov iy, iy, iy, iy;17, 15, iG55,
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Tnverzné transformainé vztahy st:

s . 1 . i
= : e h 0i: e i,
L ?.T_:w L+ ,_w+_\m i
.l||_|:+lw||:+_: P,
1P 9 I d\w 1. 9 L g\m L
- O 3’ 1 4 3’ e“ =%
L= I+ ﬂ@%rl .ruqu?
. 1., s % ., 3 .
1y = IM? +0 4, + m.u» + M\ﬂ?
Polohovy vektor (1.16) v novom ortogonilnom systéme je vyjadreny rovnicou
. 3’ p 3’ 37 &u@. 4
r=J + ﬂl@'um — ¥+ a\,ml 1
I1.
§ 1.

Antisymetricky sadin dvoch vektorov a, b v $tvorrozmernom &asopriestore
bol definovany ako tenzor ha — aba oznadeny znakom a x h. Z tejto definicie
je zrejmé, Ze na vyjadrenie tenzora a><h nové zapisanie vektorov nemé Ziaden
vplyv. Teda je: (2.1)

axb= 0 + (ash, — a;by)i1 iz + (ashy — a;by)ir s + (@b, — a1b4)i1 s
(a,D, — asby)isls (@shy — @by)iajs + (2o — aba)iz s
(b5 — asbyish + (aghs — ashs)isis (a4Dy — @3ba)isia
(a,by — aby)iads + (@sby — @abo)iaie + (@5Ds — agds)iafs-
Tiez zrejme bez zmeny zostdvaji potetné pravidla pre antisymetricky
shdin, a to: neplatnost zékona komutativneho, zdkon distributivny a zakon
asociativny (pre néasobenie skaldrom).

2.
Bez zmeny zostiva Swm -definicia Mwﬁmw‘goniowﬂ. tenzorovej H.omsosﬂ%
K = + M- (2-2)
Tenzor K je invariantom, pretoZe po transformacii
ji = affn
je: K' = 4 era*|a] | loids-

Hodnota determinantu | a7 | nezavisi, ako sme ukdzali, od nového vyjadrenia
vektorov a rovna sa I, ak orientdcia nového systému (&iarkovaného) je
zhodné s orientdciou systému za zaklad zvoleného a rovni sa —I1 v opatnom
pripade, takze skutotne je:

K =K.

120

§3.
UvaZujme teraz o komplementdrnom sadine a; X @, dvoch vektorov a;, a,
v &tvorrozmernom Sasopriestore. Definiciou bolo zavedené

ay X 8 = — 12 (@ % 25) © (£ e, did)- (2.3)
Pretoze viak
a, K A= @.‘Sw afiie
po dvojndsobnom skaldrnom nasobeni (2.3), a to so zlozkami
edidimins —Yedidndms Jdedadms —Hiieimdn
tenzora K, pricom k, I, m, n je parna permutécia indexov 1, 2, 3, 4, dostaneme
postupne vysledky:

Il..—\w AH_H Q.&&Qwaiu: - M:HSV + @Qa«wﬁmaumilmiw:vv =
= F1)2 eiilatal — alaf) (udn — Inbs)- (2.4)
1 3
Ak za k, I volime postupne disla 1,2; 1,3; 1,4; 2,3; 2.4; 3,4 a indexy m, n
volime prislusne tak, aby permutéacie k, I, m, n vo vysledku (2,4) boli vzdy
parne, dostaneme:

. o} a} @} o}

al @t &} a;
Bl sl | (2:5)
Ll

a,Xa,= =+

Komplementérny saéin a, X a, sa teda teraz javi oproti vyrazu (1.3) sy-
metrickym. Pred determinantom vo vyraze (2.5) plati znamienko -+ alebo —,
a to podla toho, & stdin a, X &, je vyjadreny v systéme zhodne orientovanom
so zékladnym alebo v systéme inom. .

Tenzor a X b moZno teda rozpisat do tvaru:

axb= 0 + (ashy — asba)iade + (asby — @ybo)inls + (ashy — @zba)iada +
+ (ashy — agds)jed: + 0 + (@b — ab4)ials -+ (a:bs — aghy)ieds +
+ (@gdy — Asb)ishy + (@b — agh, s + Y + (@b — a:by)iske +
+ (agh; — a3bo)jady + (azb, — aby)iade + (@1ds — aby)ials.

§ 4.
Rovnicou (2.3) bol zavedeny tenzor a,X &, duidlny k tenzoru a, £ a,.
Hladajme teraz tenzor dualny k tenzoru a, X @,.
Porovnanim tenzora (2.1) s tenzorom (2.6) vidime, Ze operacia

—12fa¥b:K (2.7)

mé za nasledok uréité vymeny stradnic tenzora a b, a to podla pravidla,
ktoré, schematicky zapisané je:

P

._Ff g wSm: »
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a ktoré vyjadruje, Ze stradnica pri didde jj; tenzora a b operdciou (2.7)
stane sa saradnicou diddy j,.j, tenzora a X b, priom k, I, m, n je pirnou
permutéciou &sel 1, 2, 3, 4. Obratene pri prechode od tenzora a X b operaciou
(2.7) dostaneme sa teda zrejme opét k tenzoru a b, a to sthlasne aj &o do
znamienka. Teda celkove plati:

—1/2(@¥h):K=axh )
—12@xh):K=axh |’ (2.8)

Tieto vyrazy sa oproti vyrazom (1.5) vyznatuju plnou pozadovanou syme-
triou.
§ 5.
Viimnime m.m komplementérny saéin jednotkovych ortogonalnych vektorov.
Podla definicie plati (v systéme za zdklad zvolenom alebo sithlasne oriento-

vanom) ’
Be X B = —1/2 (1% 50 © (297 J,dgdidi)-

V tomto nasobeni pre urdité pevne zvolené k, ! dostaneme od nuly rozne
vysledky len od tych &lenov tenzora K, ktorych indexy tvoria permutacie &, [
m, n; k, I, n, m; L, k, n, m; 1, k, m, n. Nech permutéacia k, N_ m, n je @mﬁmmw
Naznadenym néasobenim pre pevne zvolené k, I dostaneme vysledok:

G:ui — I =v = MS*M: .

Tym je dokézany vztah:
ne (2.9)

Camie

JeX i =1nrx
Poslednii rovnicu treba v podstate povaZovat za predpis pre komplementarne
nésobenie jednotkovych vektorov ortogonalneho zékladného systému alebo

systému so zékladnym sthlasne orientovaného a je zrejmé, Ze oproti rovniei
(1.6) sa vyznatuje opaf tplnou symetriou.

§ 6.
Jednoducho sa tieZ mwmm<m&mm5m o platnosti tychto vzorcov:
e b b
¢ €y €3 C4
b, by by by
ay Ay Gy Ay

(axh).e=

(2.10)
a; Gy A3 Uy
[faxh).e].d= by by b by

€ €y C5 Cy

dy dy dy d

K dékazu stadi poutit vyjadrenie tenzora a « b vo forme determinantu (2.5)
a vykonat s nim prislusné skalarne nésobenie. K tomu este poznamenaj me, Ze
pri skaldrnom nasobeni determinantu (2.5) vektorom ¢ treba skalirne nasobit
jeho posledny riadok, pretoze v tenzore a X b ide o diadické nasobenie jednot-

kovych vektorov.

Podobne jednoducho zistime spravnost tychto vymen medzi komplementar-
nym a skalarnym néasobenim vektorov:

EXS.@Hlm.?xs.h?xs.u.

Predchadzajice uvahy dostatotne presvedtuja, Ze zavedenim mnovych
jednotkovych ortogonalnych vektorov i1» §2» Js» §4 namiesto povodnych iy, i,,
iy, i, zjednoduSuje sa vedenie dokazov a dostdvaja sa prehladnejsie vysledky.

Doslo 15. I. 1955, . _

Katedra fyziky
Slovenskej vysokej Skoly technicke],
Bratislava

om:wszmmmmss;smszw:nmoowpsm>e
wﬁmozmem:sﬁz:mzomo:ozuamezwngmw:oﬁo
BPEMMA-TIPOCTPAHCTBA

033® TAPAW

BHBOAH

B craTee aBropa: ,,H NOCTPOEHNIO BeKTOPHOH aiareGpnl B qeTHPEXMEPHOM BPeMA-IpoCT-
paHcTBE MuggoBcroro*¢ (Matematicko fysikalny &asopis SAV, V, 22 1955), BBeeHN He-
KOTOpLIe MOHATHA 1 BBIBEJCHLL HEROTOpBIE COOTHOIICHMA C IPIMEHEHIEA BeKTOPHOH! adl-
re6ps TETHPEXMEPHOIO BpeMA-IPOCTPAHCTBA MEHKOBCKOFO. OTH COOTHOUICHIT TMIIEHBL
-OTIpeJleIeHHOM CIIMMETPHIL, D10 BHI3BAHO TeM OOCTOATEIBCTBOM, HIO eINHNYHEE TIONAPHO
-OpTOTOHAMBHEE BEKTOPA VIOBIETBOPAIOT YPaBHEHIAM

§ =y by = deel =, §y i = —1.

Drx pasiEdALe CBOACTBA eMHETIALX BEKTOPOB OKAIKIBAITCA HACTO BochMa Hedaaro-
TPEATHEIME DPHE HCTOMHEHATH JIOKA3ATENbCTR OTAEMLHEIX TEOPeM. B nacroAuieil cTaTbe No-
KA3aHO, UTO ¢ MPHMEHeHMeM MEMMOf KOODHMHATHL BPEMEHY HCHOTHCHME JIOKA3aTeNBCTB
-OT/IEBHEIX TeOpeM I NONyJeHHEIC .wou%.:.wamar_ aBaATeA 6ollee HALIAHLIMIL.
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