PRISPEVOK K TEORII
EULEROVSKYCH POLYEDROV

ANTON KOTZIG, Bratislava

1. Zikladné pojmy

Nech M je koneéns neprazdna mnoZina prvkov. Priradme kazdému prvku
2 € M prive jedno z &isel 0, 1, 2. Cislu takto priradenému prvku ¢ budeme
hovorit rozmer prvku a. Prvkom dvojrozmernym (prvkom rozmeru 2)
budeme hovorit plochy, jednorozmernym hrany, nulrozmernym uzly.

Nech kaZdej (neorientovanej) dvojici prvkov mnoginy 9, ktoré st rézneho
rozmeru, je priradené prave jedno z &isel 0, 1 a nech o tomto’ zobrazeni ¢
plati: »

(*) Ak a, b st Tubovolné dva, prvky rézneho rozmeru z 9, potom je bud

(@, b) = (b, a) = 1 .
alebo H@”

Q?«u @v ||h QAO“ Q\v = 0.

“A*_*v. bwﬂz,.umm =Nor. k hrana, %.;.H;oorm z mnoziny % a plati:

o p(u; h) = 1; @k, p) = 1
potom plati aj . ’

o(u, p) = L.

O dvoch prvkoch a, b € M budeme hovorit, Ze st incidentné prave vtedy,
ak st N.@N:oroaoNEows a plati: -
- o(a, b) = 1.

- MnoZina M, pre ktort je dany rozklad na triedy prvkov rozmeru 0, 1, 2
a dané zobrazenie ¢ o vlastnostiach (*), (**), nazyva sa usporiadanym
komplexom. . v s v .

O postupnosti n (n = 2) prvkov usporiadaného komplexu 9 WGy, ..., a,
hovorime, Ze tvori cestu vedicu z @, do a,, ked prvok a; je incidentny
s prvkom a;,, (pre vietky i =1, 2, ... n — 1). O dvoch prvkoch a, b€ M
hovorime, %e stivisia, ak existuje cesta, ktora vedie z ¢ do b. Okrem toho plati,
Ze kazdy prvok € I savisi s4m so sebou.

O usporiadanom komplexe M hovorime, Ze je suvisly, ak kazdd dvojica
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jeho prvkov suvisi. Usporiadany komplex 9t nazyva sa dokonale savislym,
ak m4a tieto vlastnosti: .

(x) M obsahuje najmenej jeden uzol, jednu hranu, jednu plochu.

(B) M je stavisly.

(7) Ak a je uzol alebo plocha z 9, potom mnozina prvkov z M Em&osg%or
s a je stvisly komplex.

Pod polyedrickym uzavretym komplexom rozumieme usporiadany
komplex, ktory spliia tieto podmienky: } .

(a) KaZzdd hrana je incidentnd prive s dvoma uzlami a prive s dvoma
plochami. .

(b) Ku kazdej incidentnej dvojici, pozostdvajlcej z uzla u a plochy p,
existuji prave dve také hrany &,, », komplexu, ktoré sit incidentné ajsuajsp.

(c) V komplexe sa nevyskytuje taky uzol, resp. takd plocha, ktord by
nebola incidentn4 so Ziadnou hranou.

Nech % je polyedricky, uzavrety, dokonale stvisly komplex (t. j. nech M
je tzv. normélny komplex — pozri Steinitz, » vorlesungen iiber die Theorie
der Polyeder Berlin 1934, str. 113). Ak o potte jeho uzlov y(U), hran u(H),
ploch u(P) plati: ,

#(U) — p(H) + w(P) = 2,

potom hovorime, Ze I je eulerovsky komplex.

Nech M je I'ubovolny polyedricky, uzavrety, dokonale savisly komplex,
hy 5 pevne zvolena jeho hrana, ktors je incidentn4 s uzlami %y, %, 4 8 plochami p, p”
(teda tieZ plocha p je incidentns s uzlom %,). Podla definicie polyedrického
komplexu [vlastnost (b)] existuje eite prave jedna hrana (oznaéme ju hys),
ktord je incidentnd aj s u, aj s p. Hrana hy 5 je viak okrem uzla u, incidentns

ete prave s jednym uzlom u,. Ak tuto Gvahu opakujeme po koneénom podte

krokov, bude u,,, = %,, t. j. dostaneme ista postupnost:
(CTRCTIR 799 PR TN TR S

kde u, st uzly, &, ;,; (kde %, ,., = h, ,) st hrany komplexu I vietky incidentné
s plochou p, pritom hrana %, ,,, je incidentnd s uzlami u;, u;, (1 =1,2, ..., n;
kladieme u,,, = u,). V etilerovskom komplexe prvky takejto postupnosti s
vietky rdzne a tvoria mnoZinu K vietkych prvkov z It incidentnych s p.
Mnotzina K je v tomto pripade usporiadanym komplexom (stvislym) bez ploch,
kde kazdy uzol je incidentny préve s dvoma hranami. Takémuto komplexu
(pri pevne zvolenej ploche p jednoznadne uréenému) hovorime elementarny
kruh incidentny s plochou .

Plocha p, ktors je incidentnd s elementdrnym kruhom o n hranich (resp.
o n uzloch), hovori sa ¢asto n-uholnik. Teda v eulerovskom komplexe kazdd
plocha je n-uholnik, kde n > 1.

Nézov n-uholnik savisi s dal§im ndzvom, prevzatym z geometrie (pritom
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opét ide len o ndzov: pojmom plocha, hrana, uzol, kruh tiez neprisudzujeme
beZny geometricky obsah).

Incidentnd dvojica v polyedrickom komplexe, pozostdvajlica z uzla u a
plochy p, nazyva sa uhlom, » nazyva sa vrcholom uhla, P plochou uhla.
Dvojici hran incidentnej s « aj p hovorime ramens uhla.

Pod cyklom C incidentnym s uzlom u v polyedrickom uzavretom,
dokonale sivislom komplexe rozumieme komplex pozostavajici z hran a ploch
incidentnych s uzlom u. Obdobns ftvaha, akd sme pouzili pri odvodzovani
pojmu n-uholnika, ukazuje, Ze cyklus incidentny s uzlom w v eulerovskom
komplexe moino opisat istou postupnostou:

.%f Nsw.w. D2, m\w.uu eoes Py \s\:ww

v ktorej sa vyskytuja vietky prvky incidentns s u, priom kazda hrana &, ;,,
je incidentnd prive s plochami p,, p;,, cyklu t=1,2, ..., n; kladieme
Bopir = Rogs Doy = Py).

Cislu o(u) (resp. ¢(p)) udévajicemu podet hran, s ktorymi je incidentny-
uzol « (resp. plocha p), hovorime tie% stupen uzla u (resp. plochy p).

Pod eulerovskym polyédrom budeme rozumiet eulerovsky komplex,
ktory nemi plochu ani uzol druhého stupiia. Pretoze eulerovsky komplex
zrejme nemdze maf plochu ani uzol prvého stupiia (pozri vlastnost (b) poly-
edrického komplexu), to znamens, e kazdé plocha, resp. kazdy uzol eulerov-
ského polyédra je najmenej tretieho stupia.

2. Pomocné vety

Pre usnadnenie daliieho postupu odvodme si niektoré pomocné vety.

Lemma 1. Nech P je Iubovolny eulerovsky polyéder, ktory md aspori, jeden
n-uholnik, kde n > 3, potom existuje eulerovsky polyéder P*, ktorg md tieto-
vilastnosti: .

(a) P* obsahuje véethy uzly z P a len tieto uzly.

(b) P* obsahuje vdetky hrany z Y.

(¢) Uzolw a hrana b 2 P si incideniné v P* prdve viedy, ak si incidentné v P.

(d) Vietky plochy v P* si trojuholniky.

Dékaz: Oznatme znakom =; podet i-uholnikov polyédra P, (1 = 3, 4, 5, . . )
a oznatme znakom 7(P) é&islo takto definované:

o(P) = =, + 2r5 + 35 4 .

Nahradme v lubovolnom eulerovskom polyédri 9, ktory obsahuje plochu
n-tého stupfia (n > 3), incidentndt s elementarnym kruhom K, tato plochu
plochami p', p” takto: 1. k 9P priddme dal§iu hranu %', incidentnt s takymi.
dvoma uzlami u, v, v kruhu K, ktorych obe cesty v K, vedtce z % do v, maja
vidsi potet hran ako jednu; 2. plocha p’ nech je incidentna s hranou %’ a so-
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véetkymi prvkami jednej z ciest v K, vedicej z u do v; 3. plocha p'’ nech je
incidentna s hranou A’ a s prvkami druhej cesty v K, vedicej z u do v. Je
zndme, Ze takto konstruovany komplex je opit eulerovskym polyédrom.!
Podla predpokladu je z(P) > 0. Nech teda plocha p€ P je n-uholnik
(n > 3) incidentny s elementirnym kruhom opisanym postupnostou jeho uzlov
a hran:
Uy \en.w“ Uy, N@n.uu s Uy @:L

(kde hrana k;; je incidentnd s uzlami u,, %;). Utvorme polyéder 9 takto:
A. Pridajme k polyédru P dalsiu hranu ky,,—y incidentna s uzlami u,, u,_, .
B. Plochu p nahradme plochami g’, p, pridom plocha p’ nech je incidentna

s hranou %, ,_;, s hranami by 4, &,,, ..., B sy @ suzlami u, w,, ..., u,_,;

plocha p"* nech je incidentnd s hranou Pyn-1 & s hranami h,_,,, h,,, dalej

s uzlami wu,_,, u, .

Polyéder P’ bude mat teda rovnaky podet uzlov ako P, o jednu hranu a

o jednu plochu viac ako P, teda bude opit platit:

#U) = [pH) + 1+ [p(P)+ 1] = 2.

UvazZme, Ze pri utvarani 9 sa stupefi Ziadneho uzla z P nezniZi (P’ obsahuje
vietky hrany z P a mé tie isté uzly ako § — dokonca pri dvoch uzloch, wu,,
%, y sa stupen zvysi o jednotku). Pokial ide o stupefi pléch, pri utvirani P’
dochadza k tymto zmendm:

1. ubudne prave jeden n-uholnik (n/, = x, — 1) a 2. pribudne prive (n — 1)-
uholnik a pribudne este trojuholnik.

Teda o &isle 1(P’) bude platit:

o(P) =D wi( — 3) = Mm%. —3)+(m—1=3)— (n—3) =P) —1.
1=4 1=

Krok, ktory sme urobili, aby sme presli od P k ', mozno opakovat (pokial
polyéder obsahuje plochu vyssieho stupiia ako tretieho); ukazuje sa teda, Ze je
mozné zostrojit postupnost eulerovskych polyédrov:

Pos P voss P

[kde P = Po; P =Py, ..., m = (V)] takd, Ze:
1. plati: «(P;) = «(P,) — 1,
2. P; obsahuje vietky uzly a len uzly z 9,
3. P; obsahuje vSetky hrany z P, -
4. uzol u a hrana & € Y st incidentné v ; prave vtedy, ak st incidentné v .
1 Vec sa poddva casto am.iﬁ ¥e ide o rozdelenie n-uholnika novou hranou — ,,uhlo-
prie€kou’ na m-uholnik a (n-— m + 2)-uholnik {(n>>m 2 3) — vyhybame sa tejto for-

muldcii, pretoZe snaha po ndzornosti mége viest k nedorozumeniu, pokial ide o vieobecnost
pojmov, ktorym davame nézvy prevzaté z geometrie.
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Pre mi-tého &lena postupnosti [m = (P)] musi nevyhnutne platit: «(P,,) =
= 7(Py) — ©«(P) = 0. To véak znamens, Ze P,, nems plochy vy38ieho stupiia
ako tretieho, dize vSetky jeho plochy st trojuholniky, preto P, = P* je
polyéder, ktory ma vietky poZadované vlastnosti.

Lemma 2. Nech P je Tubovolny eulerovsky polyéder, ktory md aspos jednu
plochu vysSieho stupiia ako treticho a md tito viasinost: ak séitame stupne tych
dvoch uzlov, kioré st incidentné s Tubovolnou hramow h € P, tento sudet je vidy
vast ako isté prirodzend Eislo r. Potom ewistuje eulerovsky polyéder P*, ktory md
tieto vlastnosti:.

1. P* obsahuje vethy uzly z P a len tieto uzly.

2. P* obsahuje vetky hrany z P.

3. Uzol u a hrana h € P st incidentné v P* prdve vtedy, ked st incideniné v P.

4. Vietky plochy v P* sd trojukolniky.

5. Ak séitame stupne tgjch dvoch uzlov, Etoré si incidentné s lubovolnou hra-
nou h € P*, tento sudet je vidy vicst ako r.

Dékaz: V dokaze lemmy 1 sme ukézali, Ze ak P m4 aspoti jednu plochu
vy&tieho stupiia ako tretieho, potom mo#no zostrojit postupnost eulerovskych
polyédrov Py, Py, ..., P, [kde P, = P; m = (P)] taki, ze lubovolny &len
postupnosti mé vlastnosti 1., 2., 3., prifom &islo 7 sa od &lena k &lenu zniZuje,
aZz P, ma vlastnost 4.

Stadi preto dokézaf, Ze ak ma &len ; vlastnost 5., mozno vidy &len P,,,
konStruovaf tak, Ze aj YP,;,, ma vlastnost 5. a ostatné vlastnosti zostant za-
chované.

Prevedme dokaz. Nech 9; je i-ty &len postupnosti taky, ktory ma vlastnosti
1., 2., 3., 5. a pre ktory plati:
uP:) = «P) — 4; ¢ < m. Teda P, m4 aspoii jednu plochu p stupiia n > 3.

Nech plocha p je incidentn4 s elementérnym kruhom K opisanym postup-

nosfou:
Uys PBygs Uy, Bgg, o .oy Uy 5 byy; (n > 3)

(kde hrana, ki1, je incidentnd s uzlami w;, u; ,; Kladieme &, , , = b, 15 %, ., = u,).
I. Tvrdim: existuje aspoii jedna dvojica uzlov kruhu K w,, u,., (x =
=12, ..., n) (kladieme u,.; = u,, ,., = u,), 0 ktorej plati:

0(tg) + o(ttg4s) > 7.

Doékaz tvrdenia rozdelme na dve dasti:
A. Nech n = 4. Podla predpokladu (pretoZe uzly ;, u; ., st incidentné s tou
istou hranou) je: : R
o(uy) + o(uy)> r _
o(uy) + o(ug)>r
o(us) + o(uy)>r
o(uy) + a(uy)> r

1)
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dize: 4 ¢
2> o) > 4r: M&SVV 2. ‘ (2)
i=1 i=1
Pre nahradenie uvazovaného Stvoruholnika dvoma trojuholnikmi pridanim
novej hrany méme iba dve mo#nost: bud bude nov4 hrana incidentns s uzlami
U, Uy alebo s uzlami u,, uy. Ak by tvrdenie nemalo vieobecni platnost, t. ]
ak by stdet stupiiov pri incidentnych uzloch mal byt v .., v oboch pripadoch
men{ alebo rovny r, znamenalo by to (uvdZme, %e v uzloch incidentnych
8 novou hranou sa stupeli zvysi), Ze plati stdasne: o(u,) + o(ug) < r;
o(Ug) 4 ouy) < 7, &ite: ak séitame lavé g pravé strany tychto nerovnosti,
dostédvame: 4
_ > olu;) < or.
i=1
To je viak spor s (2), preto aspoi jedna z mo¥nostf pridania hrany (a pri-
slunych ploch o7, ?") vytvira polyéder ¢, ,, ktory m4 vlastnost 5.
B. Nech # > 4. Podla predpokladu plati:

o) + o(uy)> r ~
(%) + o(ug)> r

o(ug) + o(u,)> r
o) + o(u5)> r

g (3)

teda: :
o(w,) + 20(u,) 4 20(uz) + 20(u,) -+ o(ug) > 47, (4)

Ak by platilo 2 - o(uy) + o(uy) > r, potom stadi novti hranu volit tak,
aby bola incidentna s uzlami Uy, uy; ak plati o(u,) + o(u) + 2< 7, t. j. ak je
2r 2 20(u,) + 20(u,) 4+ 4; potom nevyhnutne je [pozri 4)]:

o(,) + 20(ug) + o(us) > 2r

a nemoézu preto stidasne platit obe tieto nerovnosti: o(u,) + o(ug) <r; o(ug) -
+ o(u;) < r; &iZe plati aspoti jedna z tychto nerovnosti: () + o(ug) > r;
a(u3) + o(u,) > r. Preto je moné novti hranu volit tak, Ze sqéet stuptiov
v incidentnych uzloch s novou hranou (u,, u, alebo ug, ;) bude vad¥i ako »,
Teda existuje vidy aspoii-jedna dvojica uzlov Uys U,15 vV K, pre ktort plati:

Q.Agﬁv + Q.A§Q.+Nv >r.

II. Ukézali sme, %e ak eulerovsky polyéder P; mi vlastnost 1,2, 3, 5.
a pritom 7(P;) = ¢(P) — i, Ze existuje potom aj eulerovsky polyéder P, .,
ktory m4 vlastnosti 1, 2, 3, 5. a plati: (Pigy) = 7(P) — {t 4 1). Pretoze
P = P, mé uvedené vlastnosti, existuje postupnost Po, Pys o, P, v ktorej
posledny é&len P, = P+ [m = ()] m4 okrem viastnosti L, 2,3, 5. aj vlast-
nost 4., & bolo treba dokédzat.
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Pripometime si efte definiciu reciprokych polyédrov.

O dvoch eulerovskych polyédroch P, P’ hovorime, %e st k sebe reciproké,
ked existuje také prosté zobrazenie polyédra P na polyéder P, Ze:

(a) Obrazom uzla € P je plocha € P’, obrazom hrany € P je hrana €Y,
obrazom plochy € P je uzol € .

(b) Obrazom W@mm& incidentnej dvojice prvkov a len takejto dvojice prv-
kov € P je incidentns dvojica € . ﬁ

Je zndme, %e ku kazdému eulerovskému polyédru existuje eulerovsky
polyéder reciproky.

Uvedme eSte niektoré zndme vzfahy v eulerovskom polyédri: Nech P je
eulerovsky polyéder. Ak ozna&ime znakom ™; (resp. g;) podet tych pléch
(resp. uzlov), ktoré su stupfia ¢ (i = 3,4, ...) a znakmi wP), u(H), w(O)
celkovy podet pléch, hrin, uzlov polyédra P, t. . ak je:

pP)=>m; () H.M%: (6)
potom plati: '
, u(H) = i, _
i=3 _
S L. ow , (7)
T 2u(H) = .Mw@.@ _
Ukézme teraz, %e pomocou lemmy 1 mozno lahko odvodif tito (zndmu)
vetu: : ‘ . :
Lemma 3. Ka#dy eulerovsky polyéder md aspor jednu plochu. a aspoti jeden
w20l miZlicho stuptia ako $esteho. .
Dékaz: I. Tvrdim, e neexistuje taky eulerovsky polyéder, ktorého vietky
plochy st trojuholniky a, vietky uzly vysSieho stupiia ako piateho. Predpo-
kladajme naopak, %e tvrdenie nie je sprivne a Je existuje polyéder P, ktorého
vetky plochy st trojuholniky a vietky uzly vyssieho stupfia ako piateho.
Je teda u(P) = n,, 2u(H) = 3r; a pretoze ide o eulerovsky polyéder, plati:
#wU) — w(H) + w(P) = 2. Ak do tejto rovnice dosadime podla zisteného
vztahu u(P) = 3u(H ), po uprave dostaneme: .

6u(U) — 2u (H) = 12 (8)
a po dosadeni podla (6), resp. (7) dostaneme:
wmm+wm‘»+mmnuw+?+w@w+...xTQallmv@«:T... (9)

To je vSak spor, lebo sme predpokladali, Ze g, = g, = e; = 0 a &isla o,
nemdézu byt zaporné. o

II. Predpokladajme, Ze existuje eulerovsky polyéder P, ktory m4é aspoii
jednu plochu vys§ieho stupiia ako tretieho a pre ktory plati: g, = o, = 05 =0,
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Podla lemmy 1 potom existuje eulerovsky polyéder P*, ktorého vietky plochy
su trojuholniky, mé tie isté uzly ako P a stupetl uzla v P* nie je niZ¥i ako
stupefi toho istého uzla v P. Je teda opit ¢ = o = o; = 0. To je viak spor,
lebo podla I nemdze takyto eulerovsky polyéder existovat. v

IIT. Predpokladajme, Ze existuje eulerovsky polyéder 9P, ktory nems plochy
niz§ieho stupiia ako &iesteho. Potom viak existuje polyéder 9, reciproky k 9,
v ktorom vietky uzly st vy¥sieho stupiia ako piateho, a to je v rozpore s tym,
¢o sme dokézali v I. a IL. &asti dokazu. Tym je lemma dokézans.

3. Hlavné vety

Nech % je Iubovolns hrana eulerovského polyédra P, u,, u,, uzly € P inci-
dentné s 4; p,, p, plochy incidentné s k. Priradme hrane % &slo o,(h) a d&slo
op (k) takto:

o, (k) = o(u a(u
(h) = o) + Z“. 0

op(h) = o(py) + a(p,)

Teda kazdej hrane z 9 st priradené (jednoznagne) dve &isla: stdet stupiiov
s fiou incidentnych uzlov a st&et stupiiov s fou incidentnych ploch. Lemma, 3
ndm hovori, #e v Ziadnom eulerovskom polyédri neprekrodi stupeti uzla, ktory
m4 v polyédri najniZdi stupeni, &islo 5. Naskyt4 sa otdzka, & existuje obdobné
obmedzenie pre minimélny sadet o, (h), resp. op(h) pre hranu eulerovského
polyédra. Na tto otdzku zodpovedaja vety, ktoré si dalej dokdZeme.

Veta 1: Ka#dy eulerovsky palyéder md aspots jednu hranw h, pre kiord, plats
0.(h) = 13 a aspofi jednu hranu k', pre kiord plati op(h') < 13.

Doékaz: I. Tvrdim, Ze neexistuje eulerovsky polyéder P, ktorého vietky
plochy st trojuholniky, v ktorom by pre kazdd hranu A platilo o, (k) > 13.

Predpokladajme, %e tvrdenie nie je pravdivé, t. j- Ze existuje polyéder P,
ktorého vietky plochy st trojuholniky a pre vietky jeho hrany plati ¢, () > 13.
Podrzme oznadenie, ktoré sme zaviedli pri dokaze lemmy 3. Podla predpokladu
plati: )

2u(H) = 3ny = 3u(P) A (11)

a po dosadeni do rovnice .& U) — u(H) + u(P) = 2 dostaneme (ak pouijeme
rovnice w(U) = Y o,):
i=3
30+ 20+0=12+ 0+ 205+ ... + k—6) g, + ... (12)
Uvaime teraz, e ak s istou hranou je incidentny uzol tretieho (resp. §tvrtého,
resp. piateho) stupfia, potom druhy uzol, s ktorym je tdto hrana incidentni, je

podla predpokladu najmene;j jedendsteho (resp. desiateho, resp. deviateho)
stupiia.
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Nech u, je Iubovolny uzol stuptia 2k(k > 5) a nech jeho cyklus opisuje po-

stupnost:
by Pras bos Poas - .., Bty Dok

(h; st hrany, p;;,, — kladieme p, 5., = Pap,; — trojuholniky). Druhy uzol,
s ktorym je incidentns hrana %, (jednym z uzlov, s ktorymi je A; incidentna,
je uzol u,) oznadme znakom wu;. Pretoze obsahuje len trojubolniky a teda
existuji hrany, ktoré su incidentné aj s uzlom u; ajsuzlomu,,, (i= 1,2, ...,
2k, Ugpqy = uy), nemdzu Ziadne dva susedné ¢leny postupnosti uzlov

Uy, Ugy « oy Ugp, Uy

byt oba tretieho stupiia. CiZe v cykle uzla , méve byt najviac k£ takych hran,
ktoré st incidentné s uzlom tretieho stupiia. .

Z obdobnej tvahy pre Iubovolny uzol w, stuptia 2! + 1 2 11 vyplyva, Ze
v cykle uzla w, neméze byt viac takych hrin, ktoré su incidentné s uzlom
treticho stupiia, ako I.

Pre podet w(4, 10) takych hran, ktoré si incidentné s jednym uzlom stupiia
niz§ieho ako §tvrtého a s jednym uzlom stuptia vy&ieho ako desiateho, vyplyva
z nafej tivahy nerovnost:

w(4, 10) = 50y, + 60,5 + 60,5 + 70+ Toys + .. (13)

Kazdy uzol tretieho stuptia je viak incidentny prave s tromi hranami, druhy
uzol, s ktorym je Tubovolni z tychto hran incidentnd, je podla predpokladu
najmenej jedendsteho stupiia. Pretoze podet uzlov tretieho stupia je g,, z toho
vyplyva (vzhladom na to, %e Ziadna hrana nie je incidentna s dvoma uzlami

treticho stuptia):
w (4, 10) = 3p,. (14)

Obdobnou tivahou tvahe, ktori sme vykonali, zistime, e pre polet w(5,9)
takych hrin, ktoré sit incidentné s jednym uzlom nidieho stupnia ako piateho
a s jednym uzlom vyiSieho stuptia ako desiateho, plati:

@(5,9) = 505 + 50y + 61, + 6045 + Tou+ Tos + .. ., (15)

priom (uvazme, %e hrana nemoze byt incidentnd s dvoma uzlami ni#$ieho
stuptia ako piateho) plati:
o(5,9) = 30, + 40, - (16)

a napokon pre podet «(6, 8) takych hran, ktoré st incidentné s jednym uzlom
nizdieho stupfia ako Siesteho a s jednym uzlom stuptia, vyssieho ako Osmeho,
vyplyva:

(8, 8) = 404 + 50y + Hoy + 6015 + 6013 + .. ., (17)

pridom
w(8, 8) = 3o + 40, + 5¢;. (18)
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Po dprave dostdvame:
303 501 + 6012 + 6013+ Tou + 7o + ... (19)
303 + 40, = 5010 + Ben + 6a1, + 6013+ Ty + Tois + ... (20)
305 + 40, + 5os = 40, + 5py0 + 5011 + 6052 + 6015+ Ty, + Tos + ... (21)

Nésobme teraz nerovnost (19) piatimi, nerovnost (20) tromi, nerovnost (21)
dvoma a porovnajme stilty Iavych a pravych stran nerovnosti. Dostaneme:

. 3005 + 200, + 10g; <

= 8¢y + 2504 + (80¢y + 60p;, + 60g,5 -+ 700, + 7005 + ...)  (22)
Podla (12) viak je: v :

30g; + 20¢, + 10g; = 120 + 100, + 209, + 300, + 409, 4 ... (23)

A

&iZe (porovnaj (22), (23):
120 + 10, + 2095 + 22¢, + 159, + 10g,5 + M €g; =0, (24)
i=14

kde c; st ¢isla celé, nezdporné. To je viak spor, lebo &sla ¢; nemoézu byt zaporné.

Neexistuje preto eulerovsky polyéder, ktorého vietky plochy st trojuhol-
nikmi a taky, Zeby o kaZdej jeho hrane platilo o,(k) > 13.

II. Predpokladajme, Ze existuje eulerovsky polyéder 9, ktorého nie vietky
plochy st trojuholnikmi, pri ktorom o kaZdej jeho hrane plati o, (h) > 13.
Podlalemmy 2 potom existuje eulerovsky polyéder P*, ktorého vietky plochy
st trojuholniky, taky, %e pre Iubovolnt jeho hranu % opit plati ¢,(k) > 13.
To je viak spor s tym, &o sme u? dokizali v prvej dasti dokazu.

Preto kazdy eulerovsky polyéder mé aspoii jednu hranu & taka, Ze plati:
a,(h) < 13.

IIL. Teraz uz lahko dokéZeme, %e kazdy eulerovsky polyéder m3 asponi jednu

hranu % takq, Ze plati:
qhuAN@v = 13.

Keby tomu tak nebolo, t. j. keby existoval eulerovsky polyéder P, pri ktorom
o kaZdej z jeho hran 4 by platilo a,(k) > 13, potom eulerovsky polyéder
reciproky k 9 by bol taky, Ze o ktorejkolvek jeho hrane % by platilo o, (k) > 13,
a to sme dokézali, Ze nie je mozné. Preto kazdy eulerovsky polyéder m4 aspoii
jednu hranu A takd, Ze plati:

. ap(h) = 13.
Tym je dokaz vety 1 vykonany. .

. Veta 1 hovori, %Ze v kaZdom eulerovskom polyédri existuje aspoil jedna
hrana, pre ktort plati o,(k) = 13. UkéZme, e existuji eulerovské polyédre,
pri ktorych pre kazda hranu % plati o, (k) = 13. Prikladom mése byt tento
eulerovsky polyéder:
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Pri takzvanom pravidelnom 20-stenu trojuholnikovom rozdelme kazdy jeho
trojuholnik na tri steny tak, %e v fazisku kazdého povodného trojuholnika,
vytvorime novy vrchol spojeny s pévodnymi tromi vreholmi dalsimi novymi
hranami. )

Mnozinu vrcholov takto vzniknutého mnohostenu povazujeme za mnoZinu
uzlov, mnoZinu hrin mnohostenu za mno¥inu hrin a mnozinu stien za mnoZinu
ploch istého komplexu 9P, pritom uzol bude incidentny s hranou €% prive
vtedy, ked vrchol le#i na hrane mnohostenu, hrana incidentn4 s plochou v P,
ak hrana lezi na stene mnohostenu. Potom P je eulerovsky polyéder. Kazdy
trojuholnik tohto eulerovského polyédra, je incidentny s tromi uzlami, z kto-
rych dva st desiateho stupiia, jeden treticho stupiia, teda pre kazda hranu
k € P plati bud o,(k) = 13 alebo o, (k) = 20.

V eulerovskom polyédri, ktory je reciproky k opisanému polyédru, bude
zase o kazdej hrane platit bud o,(k) = 13 alebo op(h) = 20.

Uvedeny priklad nds presved®uje o tom, %e hornd hranicu pre minimélny
sudet stuptiov uzlov (resp. pléch) incidentnych s hranou eulerovského polyédra
nie je moZné uz vo vieobecnosti znizit.

Aviak situdcia vyzers indé, ked sa pri svojich fivahdch zameriame na isté
Specidlne eulerovské polyédre. Doteraz sme sa zaoberali eulerovskymi poly-
édrami, t.j. eulerovskymi komplexmi, pri ktorych kazdy uzol, resp. kazds
plocha je najmenej tretieho stupia. To znamend, ak dodriime doteraz pouzité
oznadenie p,, resp. =;, pre podet tych uzlov (resp. pldch), ktoré st v komplexe
i -tého stuptia, ¥e sme pozadovali, aby platilo g, = =, = 0.

Polozme si teraz otdzku, aké bude hornd hranica pre minimélny siadet
stupfiov uzlov incidentnych s hranou v eulerovskom polyédri, ked kazdy uzol
polyédra bude vystieho stupiia ako tretieho (t. . ak g3 = 0). Je zaujimavé, ze
pri zvyseni hornej hranice pre minimédlny stupefi uzla v polyédri zni#i sa horné
hranica pre minimélny stéet stuptiov uzlov incidentnych s hranou polyédra.
Dokézeme si tieto vety: .

Veta 2: V kasdom eulerovskom polyédri, ktorého kaZdy wuzol je najmemej
Stortého stupiia, «wistuje aspors jedna hrana h, pre ktord plati:

g, (h) <11,

Veta 3: V kazdom eulerovskom polyédri, ktorého plochy st najmenej $tvrtého

stupria, existuje aspori jedna hrana h, pre ktord, plati:
Q%AN@V = HH.

Pozndmka. Podla analégie s vetou 2 by sa dalo dakat: ak ziadame, aby
polyéder mal len uzly stuptia vyisieho ako $tvrtého (t-1- 02 = 03 = g = 0),
Ze &islo 11 z vety 2 mo#no opit znizif. Tomu viak tak nie je. Existuje eulerovsky
polyéder taky, e g, = p; = g, = 0, ale &islo o,(h) = 11 pre kazdd hranu (t. j.
&fslo 11 z vety 2 nemo#no nahradit &islom menSim). Prikladom je polyéder,
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ktory dostaneme takto: Kazdy trojuholnik pravidelného dvadsatistenu troj-
uholnikového rozdelme na 4 trojuholniky tak, %e spojime stredy hrén. Hmweo
vzniknuty polyéder ma 12 wzlov piateho stupiia a 30 uzlov mmmmeomwo .meswmwm.
Teda o,(%) je bud 11 alebo 12, pretore kazd4 hrana je incidentn4 aspor s jednym

~ uzlom Siesteho stupiia.

Doékaz vety 2. I. Tvrdim, %e neexistuje taky eulerovsky polyéder, ktory
by mal tieto vlastnosti: .

a) vietky uzly € P su stupiia najmenej Stvrtého (t.j. oy = 0),

b) vietky plochy st trojuholniky,

¢) o kazdej jeho hrane plati ¢,(k) = 12.

- Predpokladajme, #e naSe tvrdenie nie je pravdivé, t. j. predpokladajme, Ze
existuje eulerovsky polyéder 9, ktory m4 vlastnosti a), b), ¢). Uvahou obdobnou
avahe, ktortt sme vykonali pri dékaze vety 1, zistime, Ze pre podet a.i.mn 7)
takych hran, ktoré st incidentné s jednym uzlom stupiia nizsieho ako piateho
a s jednym uzlom stupiia vysiieho ako siedmeho, plati:

a(5,7) < 405 + 40, + 50, + 6011 + 6015 + 605 + ..., (25)

pri¢om (vzhladom na to, %e #iadna hrana neméze byt podla predpokladu inci-
dentna s dvoma uzlami stupfia niZSieho ako piateho, plati):

o(5,7) = 4g,. (26)

Dalej pre pocet w(6, 6) takych hrin, ktoré sa incidentné s ._.om.:.wzs. uzlom
stupfia niZ8ieho ako Siesteho a s jednym uzlom stupiia vyssieho ako &iesteho,
plati:

(6, 6) < 3¢, 4 403 + 40, +- 505 + 5oy + 60y, + 6055+ ..., Aqu

pri¢om (vzhladom na to, %e podla predpokladu neexistuje hrana, ktors, by bola
incidentnd s dvoma uzlami nizgieho stuptia ako Siesteho) plati:

. w(6,6) = 4¢, + 5¢; (28)
GiZe: ”
40, = 4, 4\»@ + 5040 + 5013 + 60, + 6013 + ... (29)

40, + 5¢; < 3p, 1T 405 + 40y + 5oy - 5011 + 6012 + Boy3 + ... (30)

Plati viak (lebo je g, = 0 a vSetky plochy v § st podla predpokladu trojuhol-
niky): .
200t e =12+ 0, + 20+ ... + (k —6)T0, + ... (31)

Ak vynésobime nerovnost (29) tromi a nerovnost (30) dvoma a porovname
stdet lavych stran so stastom pravych strin, dostaneme:

200, 4 10g; < 60, - 2005 + 200, + 250, + 250, + 300, + 3005 +. . . (32)
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alebo po dosadeni namiesto 209, + 100, podla (31) a po Gprave:

=0

0 =0,

120 + 49, + 10g, + 150, + 250y + 400, + Ma

i=13
kde ¢; su &isla celé, kladné.

To je viak spor, lebo &isla ¢; nemozu byt zaporné.
Preto neexistuje eulerovsky polyéder, ktory by mal vlastnosti a), b), c).
II1. Predpokladajme, ze existuje eulerovsky polyéder 9, ktory m4 vlast-

nosti a), ¢), pri ktorom nie vietky plochy st trojuholniky. Podla lem m y 2
existuje viak potom eulerovsky polyéder P*, ktory opat ma vlastnosti a), c)
a okrem toho m4 aj vlastnost b). To viak, ako sme uz dokézali, nie je mo#né.
Preto vkazdom eulerovskom polyédri, kde o, = 0, existuje aspoii jedna hrana b
o ktorej plati o,(k) < 11.

Dékaz vety 3. Ak by existoval eulerovsky polyéder P, pri ktorom =, = 0
a pre kazdd jeho hranu by platilo g,(h) = 12, potom eulerovsky polyéder P,
reciproky k P, by mal tieto vlastnosti:

d) kazdy uzol € ' m4 vy8 stupeni ako 3,

e) pre vietky hrany € 9 plati a,(h) = 12.

To viak je v rozpore s dokdzanou vetou 2. Preto, ak pre polyéder P plati
73 = 0, potom existuje hrana € ‘P, o ktorej plati op(k) < 11. To bolo treba
dokdazat.

Doslo 10. X, 1954,

RTEOPUN INJIEPOBEIX :.O&wawc_w
AHTOH Roqur
Brisogn

B cratee poxasemanores CJIeflyioniue TeopeMur:
1. Bo nearom nommagpe diinepa CYWMECTBYeT N0 Kpaiinelk Mepe oo pebpo rakoe, uro
CyMM2 crenieHeil Bepmimm, UPHHANTIENAMEX 5TOMY pebpy =13.

2. Ecam HOJA3AP HMEET TOALKO BEPUIMHE CTelenM = 4, 1o wmcio 13 B HpPCABITY TG
TeopeMe MOMHO NOHH3ATHL Ha 11.
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