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_mm.:_m:MQ%Sawbﬁme EwanWm 4.&55% a splHaji podmienku, Ze ich mmﬁowmzv.x“@“

&Wm : m Eofoﬁ% &', Tesp. yi nazyvaji sa stradnicami vektora x; resp. vek-

o MQM@ . Mw \&oﬁwwu Hﬁ‘wmeow% sa delia do dvoch velkych tried, na redine a kom-

Mms\ e ._504&8 wu_wmeouw. Redlnym euklidovskym priestorom sa pritom

o .&M@ w\Emmmoh v ktorom suradnice i, resp. i, ako aj velidiny g;; z vyrazov
), (2) st redlne a teda aj hodnota kvadratickej funkeie !
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W.M%Mop_sm.. Nazyva sa komplexnym, ak tieto disla s4 komplexné. Euklidovské
ke priestory delia sa dalej na wlastné euklidovské, pri ktorych pre Tub
volny vektor x == 0 je: e

2 >0

a pseudoeuklidovské priestory, v ktorych x* mos 0 , za
i omlt Boduster Y, rych z?* méze nadobudnit kladné, zéporné
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~ Vzhladom na ciel tejto price v daldom sa budeme zaoberat len redl-
nymi euklidovskymi priestormi. Pre kazdy nenulovy vektor x takychto prie-
storov mozno zaviest jednotkovy vektor i, tzv. normovanim daného vektora.
Normovanie vektora x sa vykond delenim tohto vektora vyrazom }-- 2%
priéom znamienko -+ pod odmocninou sa pouZije v pripade, ak vektorom x
uréens kvadratickd forma je kladné a znamienko — v pripade, Ze tito forma
je zédporna.

Ked teda vektor x splia nerovnost #2 < 0, jemu prislusny jednotkovy vek-
tor je:

N . X
==

a plati

Ak viak y2 >0, vtedy

takze

U<@<m§8.%uu%mm bm&%ﬁ&& B@ds&oﬁwﬁu_ﬁm,aowo;omosﬁbﬁ mwwor
bilinesrna forma (2) je rovnd nule. D4 sa dokéazat tato doleiitd veta:

V kafdom redlnom n-rozmernom euklidovskom priestore existuji mnofiny n-li-
nedrne nezdvislyjch vektorov Xy, Xg, o, Xy, 2 ktoryjch kazdé dva si navzdjom orto-
gondlne.

Désledkom tejto vety je, ze v kaZdom redlnom n-rozmernom euklidovskom
priestore existuju systémy 7 ortogonélnych jednotkovych vektorov, ktoré
v pripade obydajného S.ou.nosimwbmro priestoru zodpovedaji pravouhlym kar-
tézskym systémom.

" Vo vlastnom redlnom euklidovskom priestore kvadraticks forma (3) vata-
hované na ortogonalny systém jednotkovych vektorov x, Xp, ..., X, m4 tvar

(@) + (@ + ...+ (@)

Ak redlny euklidovsky m-rozmerny priestor je pseudoeuklidovsky, potom
2 n vektorov ortogondlneho systému takéhoto priestoru je vieobecne k (kde

k < n) vektorov, ktorych druhd mocnina je zaporni.
Plati veta: ‘
Potet vektorov ortogondlneho n-rozmerného pseudoeuklidovského priestoru, kto-’
rych druhd mocnina je 2dpornd, nezdvisi od volby ortogondlneho systému. ’
Nazyva sa indexom prisluSného pseudoeuklidovského priestoru.
Podla prv uvedeného mozno teda v pseudoeuklidovskom n-rozmernom prie-,
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store indexu k utvorit ortogonilny systém jednotkovych vektorov
o ktorych plati:

UTRPHI

1 e :
s_lrs."lr..;ﬂLQ”r

..b. . .
bokty = —1, ... 2= 1,

Kvadraticka formu (3) mozno v takomto priestore upravit na tvar

R e L Can LIy (4)

I

N

. Z@. uloZenie bodovej udalostj v priestore a dase vzhladom na Tubovolny
mn.mnoﬁg.% systém § st potrebné Styri Gdaje: z, y, 2, ¢, z ktoryeh prvé tri uréuja
Je] polohu v priestore a Stvrts polohu v &ase. V inom inercidlnom systéme S

,

tieto idaje aj pre 1 isté udalost suiné, ', y', 2", ¢, Zo zakladnych postulitov

prifom vyraz
24y 22— ()2, (L,1)
kde ¢ je rychlost svetla vo vékuu, je vzhladom na tato transformdcin inva-

riantny. Vzhladom na tieto skutodnosti je Stvorrozmerny priestor udalosti
pseudoeuklidovskym priestorom indexu 1. Skutodne, ak pifeme:

&H”&h&w”w\v&uuuu&p”an.

Potom vyraz (1,1) prejde do tvary

i S (1,2)
Celkove méZeme povedat:

Stradnice udalostf %, ¥, %, ¢t v Iubovolnom inercidlnom systéme S sa vzta-

huja na jednotkovs, vzdjomne kolmé zikladné vektory v pseudoeuklidovskom
Priestore indexu 1.

Polohovy vektor udalostf vo Stvorrozmernom Casopriestore mozno teda pisat
takto:

r=zi, + yiy + 2i; - ctiy, (1,3)
pricom je ?.?H_.NL.NH?._.W” 1, aviak i, .i, = — 1.
Nech iy, su ortogondlne jednotkové vektory inercidlneho systému § a ij, po-

dobné vektory systému . Medzi nimj platia — ako uZ bolo uvedené — trans-
forma&né rovnice

ij = 45, v (1,4)
(k,1=1,2,3,42ana pravej strane treba sditat podla k).
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Ako je znime, matica tychto transformécii [l4% || je pseudoortogonélna, t. j.
ak prvky matice ku nej inverznej oznadime | 4;!]], spliia rovnicu:

Ay 4y 43 4 AL AR AP —An
A7 43 A3 43 Al AR AP —Ap
ay 4z 4y o4z | | g oap ap_ap
A% Ar A 4 — Al —AP A Ap

Slovami: Z matice || 4% || dostaneme maticu k nej inverzna || 4;!{l, ked jednu
z nich transponujeme a nisobime jej posledny stlpec a riadok &slom — 1.
Determinant transformdcie je + 1.

IL.
§ 1.

Pri vystavbe vektorovej algebry vo §tvorrozmernom euklidovskom priestore
nie je moZné priamo prenisat do ¥tvorrozmerného priestoru pojmy z bezného
trojrozmerného priestoru. Takéto snahy vedd dasto k velmi neprirodzenym
konstrukecidm. Napr. A. Sommerfeld vo svojej pri:i ,,Vierdimensionale
Algebra‘! vektory vo tvorrozmernom priestore rozdeluje na vektory uréené
Styrmi stradnicami (Viervektoren) a na vektory uréené Siestimi stradnicami
(Sechsvektoren). Pojem Sestvektora vznikol pritom prenesenim vektorového
stéinu dvoch vektorov z trojrozmerného do &tvorrozmerného priestoru.

Ako je zndme, v trojrozmernom priestore je vektorovy sadin dvoch vek-
torov a = @iy, b = b, urleny determinantom

Iy iy g
+]at a® a3},
oo B
priom znamienko + alebo — plati pre pravoicéi.y, resp. pre Iavotodivy

systém (i st ortogondlne vektory). Saradnice tohto vektora s determinanty
druhého stuptia z matice

M al a2 Qw_
P | (2,1)

s prislusnymi znamienkami a geometricky znadia velkosti priemetov plochy
rovinného rovnobeZnika, ktorého dve strany s@ vektory a a b, do stradnico-

'A. Sommerfeld: Ann. d. Phys. 32, 749, 1910, 33, 649, 1910.
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vych rovin. Ak teda budeme mat podobne dva vektory a = at.,, h = b%,
(k=1, ... 4) vo §tvorrozmernom priestore a priamo prenesieme pojem vekto-
rového sidinu do Stvorrozmerného priestoru, siradnice vektorového sudinu
budi determinanty druhého stupiia z matice

1
al @ o3 &;

“ |
et p2 B gl
i K

Tychto je skutoéne Sest a dostdvame ,,vektor o Siestich zlozkach*‘. § pojmom
Sestvektora sa stretdvame napr. aj v udebnici fyziky, Cl. Schaefer: Ein-
filhrung in die theoretische Physik 1IT/1, 868 a dalSie. UkéZeme, Ze na tento
pojem je potrebné pozrief sa z iného hladiska.

Prv ako by sme postupovali vo vyvodoch v Stvorrozmernom Ppriestore,
objasnime si, ¢o budeme rozumief pod pojmom duilnosti tenzorovych veliéin.

Ako je znidme, antisymetrickému tenzoru druhého stupiia v trojrozmernom
priestore, ktory vidy moZno pisat v tvare ha — ah, mo#no priradit jedno-
znadne vektor, a to tym spdsobom, Ze diadické ndsobenia vo vyjadreni anti-
symetrického tenzora nahradime vektorovym ndsobenim. Dostidvame:

hXa—aXxh=—2axh (2,3)
Pritom stradnice tenzora

+ (bjay — ayb,) iyiy + (085 — ayb5)iis +

ba — ab = 0
4= (byty — @sby) igiy + 0 o (Baa —aghs) i+ (2,4)
+ (bsay — ashy) i3iy + (bsa, — aghy) isiy +- 0

sa rovnaja (prip. aZ na znamienko) jednotlivym sdradniciam vektorového sti-
dinu a X h.

Tiez naopak; ak mame IubovoIny vektor, ktory vidy moZno pisat v tvare
a X b, mézeme od neho odvodif antisymetricky tenzor takto: Ak I je tenzor
identity v trojrozmernom priestore, potom plati:

(axb)x I="h(a.I)— a(.I) = ha — ab.

-Z tohto dévodu budeme v trojrozmernom priestore nazyvat velidiny: anti-
symetricky tenzor druhého stupiia a vektor dudlnymi.

Mo#nost v trojrozmernom priestore priradif jednoznaéne vektor k antisy-
metrickému tenzoru a naopak, mé svoju prifinu v tom, Ze v tomto priestore
tenzor druhého stupnia a vektor maja rovnaky podet nezdvislych stradnic.

V trojrozmernom priestore majme teraz na mysli antisymetricky tenzor

tretieho stupia; :
ahe — aeb 4 bea — bae 4 eah — ¢ha (2,5)

a vySetrime podet jeho nezavislych staradnic,
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Pre jednoduchsie vedenie dékazu oznaéme na chvilu vektory @, h, ¢ sym-
bolmi a,, a,, a;. Tenzor (2,5) potom prepisme pouZitim vyjadrenia vek-
torov a;, a,, a; v zlozkach u, = abiy, @y = afi,, ag=aji, (p, ¢, r=1, 2, 3),
a pouZitim symbolu e tretieho radu i, ktory znadi nulu, ak aspoil dva z jeho
indexov st rovnaké a + 1, resp. —1, ak permutédcia %, , k je parna, resp. ne-
péarna. Potom (2,5) mo#no pisat v tvare:

eiikakatali,i,i, . (2,6)
Prisluiné sumaéné znamienka, vztahujice sa na indexy i, §, k a na indexy p;
g, r vynechivame. : .

Lahko nahliadneme, %e vo vyraze (2,6) sa niektoré éleny nulové. Predo-
vietkym vypadni na zéklade vyslovenych vlastnosti symbolu eii* tie, v kto-
rych st aspoii dva z indexov i, §, k rovnaké a potom tiez tie, v ktorych aspoii
dva z indexov p, ¢, r st rovnaké. Posledné tvrdenie je zrejmsé z tejto jedno-
duchej dvahy: nech napr. p = ¢ =1, potom vo vyjadreni tenzora (2,6) je:

eikatatayi, ii, = — eikatatali, i, i,

a tieto éleny teda z celkového stdtu vypadna.

Vieobecnut zlozku A,,,, tenzora (2,5) dostaneme, ak ho ndsobime postupne
skaldrne sprava vektormi i,, i,, i, (pripadne zlava vektormi i pigyi,), 6im do--
stdvame:

-

\..N ww s mE Ex @ o .
{l(e'*alaratiji,i,) . i,] . ip) . i, = &/ akata), =

1 g2 g
al @ a

=4lal a a
1 2 3
Qu gu gu

Znamienko pri poslednom determinante zile#i na tom, ¢&i trojica &isel p, q, r,
ktoré uréuje saradnicu tenzora, je pirnou alebo neparnou permutéciou &isel 1,
2, 3. Teda vidime skutodne, %e tenzor (2,5) m4 len jedind nezavislt suradnicu.

UkéZeme teraz, Ze analogicky ako ¥ trojrozmernom priestore, aj vo §tvor-
rozmernom priestore antisymetricky tenzor stvrtého stupiia urcuje jednoznaéne
skaldr, antisymetricky tenzor tretieho stupiia vektor, antisymetricky tenzor
druhého stuptia opit tenzor druhého stupiia a naopak.

UvaZujme antisymetricky tenzor (2,5) vo #tvorrozmernom priestore. Uve-
deny tenzor moZno aj v tomto pripade pisat v tvare: ,

Dk cs v
eratatali i, i, ,

aviak indexy p, ¢, » mézu teraz nadobudat hodnoty 1, 2, 3, 4. Z napisaného
vyjadrenia tenzora (2,5) vo §tvorrozmernom priestore okam#ite vidiet, Ze jeho
vSeobecnd stradnica pri pevne zvolenych indexoch », ¢, v je determinant
@...\.Swaw&m. PretoZe viak trojicu &isel p, ¢, 7 z &isel 1, 2, 3, 4 mo¥no vybrat celkom

: ]
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Styrmi spésobmi, uvaZovany tenzor ma celkom Styri, od seba nezavislé zlozky,
ktoré st tieto determinanty:

2 3 [ A 2 4 1 3 4 2 3 4
al a? a al @ ah__ Ma_ al  at al & at
i {
3 1 ! a n
+le, @ &), £l|a} a a¢|, +ia a aw_ , e a@ at.
3 1 4 3 4 2 3 4
o ai al @ ai af @ @ al g e o

Vo Stvorrozmernom priestore teda antisymetricky tenzor tretieho stupfia
uréuje jednoznadéne vektor a naopak.
Podobne lahko zistime, %e vo §tvorrozmernom priestore antisymetricky ten-

zor §tvrtého stuptia
abed — haed - bead — heda + : (2,7)

uréyje jednoznadne skaldr.
Ak vektory a, b, e, d opif oznadime symbolmi 2y, £y, ¥g, a4, tenzor (2,7)
mozno napisat v tvare:
eitlalataiali,i L i,

z ktorého vidiet, Ze jeho vieobecnd stradnica Apgrs je determinant

ikl PR .
eXatolala) =+

4

Tenzor (2,7) ma teda len jedint nezdvisla stradnicu, teda jednoznadne
uréuje skaldr a naopak. , v

Dalej zvlast nés budu zaujimaf vlastnosti antisymetrického tenzora dru-
hého stupiia, t. j. velidiny ba — ab. Vo $tvorrozmernom priestore mé tento
tenzor, rozpisany do zloZiek, tvar:

0 (@3hy — a1by)irip+ (@ghy — aybs)iy's+ (@gby —ayby) ) s+
(2,8). .. + (@16, — aghy) isi; + 0 + (agy — @gbs)isis+ (@aby —anhs) 'y o+
+ (@b — aghy)igli =t (ayh5 — aghy)igiy - 0 + (asbs—ash,) 5’4+

+ (@164 — b)) ii,+ (@304 — aghy)igiy+ (aghy — @ybs)isis+ 0

a jeho nezavislé stradnice s mmamwb&.:.@z&% matice (2,2). Ako vidiet, st ana-
logicky stavané ako stiradnice vektorového stdinu v trojrozmernom priestore
a tenzor ba — ab predstavuje vlastne Sommerfeldom zavedeny Sesfvektor.
Tenzor ba — alr budeme dalej nazyvat antisymetrickym s@éinom vektorov
a a b a budeme ho oznaovat znakom askh. Teda zavddzame definiciu

a>k<h = ba — ab (2,9)

28

a toto oznalenie v rovnakom zmysle podriime aj v trojrozmernom priestore.
Ako z uvedenej definicie antisymetrického stdinu ihned vidiet, neplati pret
zékon komutativny, ale plati:
a>h=—bhxka (2,10)
a tiez as<a =0,
Lahko sa viak presvedéime, e pre antisymetrické ndsobenie vektorov plati
zdkon distributivny
as(b4-¢)=askb+aske (2,11)
Polozme totiZ b 4 ¢ = u, potom je:
ask(b+efj=asu=ua — au = (b +c)a—ab+c)=
=ba — ab 4 ca — aec = a>kb 4 a>ke.
Zrejme tiez plati: :
x(@>kb) = (xa)>< b = a >k (ab),
kde & je skalarny faktor.
PretoZe a><b je antisymetricky tenzor, plati pre jeho skaldrne nisobenie
TubovoInym vektorom e:

c.(askb) = — (a>kh).e = (b>ka).ec (2,12)

Odtial Specidlne pre skaldrne ndsobenie antisymetrického stéinu a > b zlava
vektorom b, resp. sprava vektorom a, plati pravidlo ,,posunovania zitvorky*
t.J. b. (askb) = (bka).b (2,13)
a analogicky aj v druhom pripade.

Vietky uvedené vzorce [(2,11) — (2,13)], ako sa jednoducho mo#no pre-
sved¢it, platia bez zmeny aj v trojrozmernom priestore. Poznamenajme viak,
Ze zavedenim antisymetrického nésobenia vektorov a a b v trojrozmernom
priestore napr. plati este tento vzfah:

c.(a>kb)=1cx(axh).
Totiz je:
a.?a]si”?.Esl?.m:.”ax?XS.
teda vyraz ¢.(a><b) md v trojrozmernom priestore vyznam dvojndsobného

vektorového stidinu.
Zavedenim antisymetrického sdinu dvoch vektorov 2 a b mime v troj-

Tozmernom priestore celkom teda tieto sadiny:

1. diadicky ab,

2. skaldirny ' a.b,

3. vektorovy . a xXbh,

4. antisymetricky a>kh. .

Vektorovy a antisymetricky stdin st pritom duslne.
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§ 2.
. v L - . . # v z
Uvazujme vo Stvorrozmernom priestore antisymetricky tenzor stvrtého
stupiia, vybudovany z jednotkovych vektorov i/, i, il i; Tubovolne zvoleného
ortogondineho systému S,
K = -+ eitlififii7, (2,14)

pricom platné je znamienko -, ak systém jednotkovych vektorov je zhodne
orientovany ako systém zvoleny za zikladny a znamienko — v pripade opaé-
nom. UkéZeme, e tento tenzor je invarjant vzhladom na Iubovolné ortogo-
ndlne transformécie jednotkovych vektorov. .

Aby sme toto tvrdenie dokézali, vyjadrime jednotkové vektory i}, i, i;, i;

pomocou jednotkovych vektorov systému S pevne za zéklad zvoleného

.y T :0
I, =all,.

Potom je:

7 _ PN ! = s = — s s s 9 — -
K' = 4 ¥ ataiaiali,ii i, = & erarrfar|ii,i i, = K,

lebo ak je |a?| = -+ 1, pred symbolom e plati znamienko +, v pripade, ak
af | = —1, pred symbolom e plati znamienko —. Tenzor K’ = K je teda sku-
totne invariant. Netreba zv13&t zdéraziiovat, %e podobne stavany invariantny
tenzor moZno napisat aj v trojrozmernom priestore.

Tenzor K budeme v dalfom nazyvat antisymetrickou tenzorovou jednotkou

Pomocou tenzora K Iahko zovSeobecnime pojem duslnosti tenzorovych ve-
li¢in, ako sme sa o Hom u% zmienili pri tvahdch o antisymetrickom a vekto-
rovom sucine dvoch vektorov v trojrozmernom priestore.

Nech st tieto dudlne velidiny a, X a,, resp. a, >k a,. Tenzor a, >k a,, mozno
napisat v tvare:

elialalii, (2,15)

priom indexy I, k mézu nadobadat hodnoty 1, 2, 3, pretoze pracujeme v troj-
rozmernom priestore. Vypoéitajme teraz dvojnasobny skaldrny stéin tenzora
(2,15) s tenzorom K (v trojrozmernom priestore). Ak predpokladdme, e vek-
tory iy, L,, i3, ktoré pripadne budeme pisat aj pomocou symbolov i, i2, i3.
tvoria pravotodivy systém, dostdvame:

§E .\m. . . . - .‘Icl .. 4 g - o F o
@:SP. igig) 1 (er9mi i b)) = eiertraial r = m:mihﬁwaw = — a:mﬁ_‘@waw =

= — @il (a; X 2,) = 2(a, X a,).

Preto ak v trojrozmernom priestore k tenzoru K pripojime multiplikativny
faktor 1/2, plati:
(ay>f<ay) @ 1/2(ereri, i) = a; X a,. (2,16)
Tento vysledok by bolo mozné dokonca povazovat za definiciu vektorového
stéinu v trojrozmernom priestore, rovnica (2,16) vyjadruje viak sadasne dudl-
nosf obidvoch veli¢in a, >k'a, a a;>ka,.

Y
v

Rovnicu (2,16) zovieobecnime teraz — aZ na nepodstatnu zmenu, ktorej
vyznam sa dalej ukaZe — pre Stvorrozmerny priestor a pouZijeme ju k defi-
nicii nového sGéinu vektorov vo §tvorrozmernom priestore.

Ako je zndme v §tvorrozmernom priestore, nemozno analogickym spdsobom
ako v trojrozmernom priestore zaviest vektorovy sudin. Tazkosti v tomto
smere s napr. uz v tom, Ze na rovinu dvoch vektorov a,, &, v §vorrozmernom
priestore existuje nekoneéne mnoho kolmych smerov. Prave tak vyraz, ktory
by v Stvorrozmernom priestore bol vybudovany z analogickych vyrazov (pozri
tvodné pozndmky 1 §), ako st siradnice vektorového stiéinu v trojrozmernom
priestore, uZ nie je vektor, ale tenzor. Aby sme viak napriek tomu mohli za-
viest dudlne veli¢iny aj v pseudoeuklidovskom éasopriestore analogicky ako
v trojrozmernom priestore, bude vyhodné v §tvorrozmernom priestore zaviest
definiciu nového sadinu vektorov a,, a,, ktory budeme nazyvat komplementér-
nym a zapiSeme ho vyrazom a, X a,.

Komplementirny saéin vektorov a,, a,, zapisany znakom a, X a,, v tvor-
rozmernom priestore definujeme rovnicou:

1 Y 5 s
a, Xa,=— 5 (8, > 8y) : (e297%,, i, i,). (2,17)

Sudin takto definovany je invariantom, pretoZe su invariantné vyrazy

a,>ka,, K.

Vypoéitajme priamo z definicie (2,17) sadin a, X a,. PretoZe je:
a>a, = elialabiji,
je:

B X ¥y = — - (eliatakiiy) @ (errei,i,i, i,).

Nech permutécia %, I, m, n z indexov 1, 2, 3, 4 antisymetrickej tenzorovej
jednotky K je parna. Potom ak vykondme dvakrat za sebou skaldarne niso-
benie zlozkami tohto tenzora K

Luyt,1,;, — mva mx L lptpl,; — _.Nm»mima 3
dostaneme postupne vysledky

|

- .|w ,“&C —HHW Q\“Q\WAmima - m:miz IT eii _”H*H Q\WQMQ: mS - mimsvu_. =
= — 5 ¢ [ (abal — alab) (i, — ii)].

Pritom znamienko - v hornych vyrazoch plati v pripade, Ze Ziaden z indexov
k, I sa nerovnd ¢&islu 4. V pripade, ked jeden z nich je rovny é&islu 4, plati zna-
mienko —. Tieto zmeny znamienka s spdsobené tym, ze v Minkowského Saso-
priestore plati i, . i, = —1. S
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Zéatvorku s Jednotkovymi vektormi mozno vyjadrit determinantom

[ 1 |

i
v ktorom treba prislusné nasobenie vykondvat diadickym sposobom. Posledny
vyraz sa potom da napisaf v tvare:

at at] |i, i,
vl ) 29
%Emomw v NB%mF uvedenej pozndmky treba brat prvky v determinante
|t a
ek dl]

v ktorych k, resp. I sa rovnd &islu 4, so zdpornym znamienkom.,

Pre urdita dvojicu £, [ absolvovali sme predchidzajticim vypoétom z tenzora,
a, >k a, dve diddy. Preto vypotet bude tplne vykonany, ak za &sla k, I volime
postupne dvojice 1, 2; 1, 3; 1,4; 2,3; 2, 4; 3, 4. Indexy pri druhom determi-
nante (s jednotkovymi vektormi) treba potom volif tak, aby prisluné per-
mutécie &, I, m, n boli parne. A

Ked to vietko uviZime, vidime, e vyrazy (2,18) st prvky determinantu

1 2 3 4
ay a@ al —at

1 2 3 4
a;, ay o) —o;

L 1, i i
rozvinutého podla prvych dvoch riadkov. Preto celkove, ak sa vritime ku pé-
vodnému znadeniu nasich dvoch vektorov pomocou symbolov a a b, je:

1
axXh=— M,Am Sk b) 1 (erars ipi f i) =
by by, by—b,
G, Gy y —ay, ;

= . (2,19)

LA P A

PR PO P A

“Posledny determinant vyéisleny podla didd déva vysledok

axh= 0 — (@gby — ayby)i, i, — ?«m@»]&»@w:ummu_l?«u@wlgm@uvm_mpl
—(asby—a,b)iyi;, — 0 lAS_FISF:NJ+Aa~®u|.§9vm»m»l
— (@gby — agby)igl, — ?ﬁ@»f&pyvmwmm -+ 0 +(@yb, —a, b,)i5i, +

+ (@305 — a3 b,)i,i, 4 (agb, — a, by)i,i, + (2,6, —ayby)iyig + 0. :
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Poznamenajme este, Ze poslednd rovnica (2,19) bola ziskans, za predpokladu,
Ze jednotkové vektory i, iy, i3, i, pracovného systému tvoria systém zhodne
orientovany s tym, ktory bol zvoleny za zaklad a v ktorom tenzoru K podla
definicie prislicha znamienko +. V pripade, %e to tak nie je, tenzor K podla
svojej definicie mé zdporné znamienko, t. j. pred determinantom na pravej
strane rovnice v takom pripade vystipi znamienko —. V dplnej vieobecnosti
treba teda pisat:

b, b, by —b,

axh=+ ,

pricom znamienko -+ plati v systéme zhodne orientovanom so systémom za
zéklad zvoleny — v systéme inom.

Priamo z definicie (2,17) vidief dudlnost stéinov a, X a,, a, >« a,, pretoze
obidva st uréené tymi istymi nezdvislymi st -adnicami. Lahko sa tie% zisti, 7e
stradnice obidvoch stéinov, ktoré st tenzory druhého stugiia, nachddzaja sa
na navzajom povymieiianych miestach podla t8hto pravidla:

Stradnica pri didde i,i, tenzora, a>kb je saradnicou pri didde i,i, tenzora
a X b. Schematicky . . .

Naopak vSak siradnica pri didde i,i, tenzora a >k b je stradnicou pri didde i, i,
tenzora a X b, avSak so zdpornym znamienkom. Schematicky:

Py s

Li, S i,
V8eobecne stradnica pri didde i,i; tenzora a>b je stradnicou pri didde i,i,
tenzora a X b, priCom %, I, m, n je pirnou permutéciou &isel 1, 2, 3, 4 a plati:

Y + —
1l — 1,l,,

pri¢om znamienko - plati v pripade, ked Ziadne z &isel k, I sa nerovnd &slu 4
a znamienko — plati vtedy, ked jedno z nich je rovné &slu 4.

Lahko nahliadneme, %e pri prechode od tenzora a X b k tenzoru a b plati
uvedené pravidlo vymien s opaénymi znamienkami, t. j.

i,.

Tato nesymetriénost vymijen stradnic dudlnych tenzorov druhého stuprtia
v Minkowského dasopriestore je spdsobend tym, %e v tomto priestore je

T . g o= =1,

Odvodme teraz zékladné podetné pravidld pre komplementirny stiéina x b
dvoch vektorov a a b vo Stvorrozmernom &asopriestore.
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1. Pre komplementirny sGéin dvoch vektorov a a b neplati zakon komuta-
tivny, ale plati: axh— —bx "
¢o je dosledok definicie tohto suéinu (2,17) vzhladom na to, Ze je:

askhb = —bska.
2. Pre nasobenie stdinu a X b skaldrom o plati:
x(a X b) = (xa) X b = a X («b).

Doékaz je zrejmy tiez z rovnice (2,17).

3. Pre komplementarny stiéin dvoch vektorov plati zakon distributivny, t. j.:

axX(hte)=axh-4axe.

Dékaz.
Oznacme b 4 ¢ = u. Z definicie (2,17) vyplyva;
1
AXU = — (a>ku): K= Iiw. [ask(d 4+ e)} : K=
1 1 .
=—7 [(askb) + (a>ke)] : K= =5, (a>kb) : K —

l»w ?ovwenm = (axb)+(axe)éb.d

Odvodime dalej pravidlo pre komplementdrne ndsobenie jednotkovych orto-
gondlnych vektorov.

Nech i, i; st TubovoIné dva ortogondlne jednotkové vektory vzfaZného
systému. Poditajme podla definicie (2,17) komplementérny siéin tychto vek-
torov. Je: . ;

CoUs i ... I . s
e X = — 5 (i) = (eromh,iy7 0,) = — - (Ul — 1.1 @ (ep70, 1,1,).

Uvedenym néasobenim diddy i,i, dostaneme od nuly rdzne &leny len z na-
sobenia od tych ¢lenov tenzora K, ktorych indexy tvoria permutdcie k, I, m, n;
k, I, n, m. Z nich permutéciu k, !, m, n berme parnu. Analogicky pri nasobeni
druhej diddy i,i, budid od nuly rézne len vysledky ndsobenia od tych élenov
tenzora K, pri ktorych permutécie indexov st I, k, n, m; I, k, m, n. (Prvé per-
mutdcia je opit parna.) Vysledok uvedeného nasobenia teda je:

A Lk~ Rk — ol — 1))} = o G — k) =
Tym je dokazany vzfah :
X = 4+ i, ki, (2,20)

pricom k, I, m, n je parna permutéicia prvkov 1, 2, 3, 4. Znamienko - plati
v pripade, %> ani jedno ¢&islo z k, [ nie je rovné ¢ishu 4, znamienko — vtedy, ked
jedno z nich sa rovna &islu 4.

ot

Rovnicu (2,20) treba povazovat za predpis pre komplementarne nasobenie
jednotkovych vektorov ortogondlneho systému vo Stvorrozmernom ¢éasoprie-
store. Ako ukizeme dalej, je moZné urtif std schému pre stanovenie poradia
jednotkovych vektorov v rovnici (2,20), ktord by sa mohla povazovat za isth
analdgiu schémy pre uréenie vektorového stiéinu jednotkovych ortogondlnych
vektorov v trojrozmernom priestore.

Pripisme &isla 1, 2, 3, 4 k vrcholom Stvorstena v takom poriadku, Ze éisla
1, 2, 3 pri pozorovani zo strany §tvrtého vrcholu Stvorstena nasleduja proti
smeru hodinovych ruditiek. Potom pre ITubovolné
dva vektory i,i; z rovnice (2,20) uréime prisluiné 4
vektory i,,, i, o takych indexoch m, n, Ze s predcha-
dzajtcimi indexmi %, [ tvoria poradie k, I, m, n,
v ktorom indexy k, I, m, pozorované zo strany
vreholu s indexom 7, nasleduju v smere proti ho-
dinovym rudi¢kdm.

Priklad: Indexom 1,4 si podla opisanej sché-
my priradené indexy 2,3, pretoZe pri pozorovani
z vrcholu s indexom 3 nasleduji vrcholy s indexmi
1,4, 2 v smere proti hodinovym ruditkim. Skutotne 2
jednotkové vektory v poradi 1, 4, 2, 3 tvoria parnu
permutdciu vektorov i, i,, ij, i;. Podobne dostavame tieZ: 2, 3, 1, 4; 4, 1, 3,
2;3,1, 2, 4 ap.

Vidime teda, Ze je tu skutoéne urditd analogia s trojrozmernym priestorom.

Poznamka:

Pretoze sme dokdzali, Ze pre komplementarne nasobenie vektorov vo Stvor-
rozmernom d&asopriestore plati zakon distributivny, mozno saéin a; X a, vy-
pocditat tiez priamo rozpisanim vektorov a, a a, do zloZiek pri siéasnom pouZiti
vztahu (2,20) pre komplementarne nasobenie jednotkovych ortogonalnych
vektorov. Postupne dostavame: )

ay X & = Q\me X Q\mmN == Qwﬁm"m X mN.

V tomto sddte st rovné nule vietky tleny, v ktorych k=1, pretoZe je
i, X i, = 0. Preto dalej pouZitim rovnice (2,20) dostavame:

akali, X iy = > + akal i, >i,,
E, 1

L4
pridom s@det na pravej strane treba previest tak, aby sa v jeho clenoch vy-
striedali v8etky parne permutdcie indexov k, I, m, n.

Stradnica tenzora a, X a, s indexmi p, ¢ teda je:

(8, X @) i i, = 4+ M akal (i,i, 4 i,i,) :i,i, = 4 (atal — alaf),
Ie
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priéom permutécia disel J, k, p, ¢ je pirna a o znamienku rozhoduju wzmmx%
prvé. Napr. pre p = 3, ¢ = 4 mame:

(a; X a,) :i,i; = ala; — alal.

V zmysle predoilych uvah teda v Stvorrozmernom dasopriestore mdame za-
vedené celkom tieto stdiny vektorov:

1. diadicky ab,

2. skalarny a._b,
3. antisymetricky asich,
4. komplementirny axbh.

Sadiny a X b a askb s, ako sme ukdzali, dudlne.

§ 3.

Na niektorych prikladoch teraz ukaZme, e na velidiny dudlne mozno ziskat
uréité jednotné hladisko v trojrozmernom aj v tvorrozmernom priestore po-
uZitim antisymetrickej tenzorovej jednotky K.

Hladajme napr. v trojrozmernom priestore duslnu velid¢inu k velidine

eikalatari,ig, . (2,6)

Trojndsobnym skalérnym ndsobenim tejto velidiny tenzorom K (v troj-
rozmernom priestore) dostdvame:

?i@w&@ﬂl%b D3 (elmriyii,) =

ﬁ«w

al at at

=F6|a;, a a
al at a3

Spravnost multiplikativneho faktors F6 sa Iahko nahliadne. V nisobenych
tenzoroch je totiz len Sest réznych tridd tvaru i1, pretoZe je Sest moinych
permutécii indexov 1, 2, 3. Konedne v uvedenom nésobeni st od nuly rdézne
len tie &leny, pre ktoré je I=r, m = ¢, n = p a plati i, =—1iii,. Vy-
sledok je v sthlase s tym, ktory sme ziskali pri vySetrovani nezévislych zloZiek
velidiny (2,5).

Analogicky by sme postupovali napr. aj v pripade antisymetrickej veliiny
(2,7), bolo by ju vSak treba ndsobit tenzorom K $tyrikrat skaldrne. Celkom
mozno povedat:

Dudlnu velitinu k danej ndjdeme tolkondsobnym skaldrnym ndsobenim danej
veliiny antisymetrickou tenzorovou jednotkou K (treticho alebo &vrtdho stupria,
podla rozmernosti priestorw), ktorého stupiia je dand velidina.

PoukédZme koneéne na platnost niektorych vzfahov. Pretofe v Stvorroz-
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mernom priestore je saéin a X b antisymetrickym tenzorom druhého stupiia,
pre jeho skaldrne nsobenie TubovoInym vektorom e plati:

BXb).e=—c.(axh)

a priamym vypoétom v zlozkdch sa moZno tie# presvedéit o spravnosti tychto
VZOICOV:
(@axb).e=—a.(bxe)=(xec).a, (2,21)

t. j. v zmiefanom sudine, komplementirnom a skalarnom, troch vektorov je
moZné vymenit komplementirne a skaldrne nasobenie vektorov, aviak pri
nezmenenom poradi vektorov treba zmenit znamienko stdinu.

Rovnako sa moZno presvedéit, Ze plati:
A Gy Gy —a,

.@h @N @w l@a
[@xb).el.d=+] , (2,22)
: €y €3 —C

| &
?. dy dy—d,

priCom znamienko -+ plati v pripade, %e vzorec bol odvodeny v systéme zhodne
orientovanom so systémom-za ziklad zvolenym, znamienko — v opadnom
pripade. .

Uvedené vzorce mozno viak tiez jednoducho dokizat inym spdsobom. Pre-
toZe tenzor a X b je urdeny determinantom (2,19), plati:

LR PE

‘ LU PR P A
(axb).e=+ <(eudy + eody + 35 4 c4iy)

by by, by—b,

Q) Qp Q3— 0y |

Pretoze v determinante na pravej strane treba prisludné ndsobenia medzi
jednotkovymi vektormi i, iy, iy, iy vykonat diadicky a tenzor, ktory tento
determinant predstavuje, treba nasobif vektorom ¢ skalérne sprava, treba pri
uvedenom skaldrnom ndsobeni ndsobit skalirne druhy riadok determinantu.
Teda je:

: [ay a, ay—a,

€1 G G5 —0Cyy by by, by—b,

(@xb).e=+ =+ . (2,23)
b, b, b, —b, €, € C3—Cy
Ay Ay Qy—ay | A L' T "R

Matematicko-fyzikainy ¢asopis V, 1. 37



Z toho teda ihned vyplyva:

(bxe).a= 4 =@xb).c=—a.(bxe).

-
[
-y
w
-
@
-
'

Tym je vzorec (2,21) dokéazany.
Spravnost vzorca (2,22) vyplyva okamiite z rovnice (2,23), ak v determi-
nante v nej vystupujuocom posledny riadok nisobime skaldrne vektorom d.

Zéverom vyslovujem vdaku akademikovi D. Ilkovidoviza jeho hodnotné
pripomienky, na zaklade ktorych vznikla tito praca.

Katedra {yziky
Slovenskej vysokej &koly technickej

v Bratislave
Doslo 20. VII. 1954.
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K M3YYEHHIO BEKTOPHOM AJIbIEBPbI MUHKOBCKOI'O YEThIPEXMEPHOI'O
MPOCTPAHCTBA

a Hosep Tapair

BuBOAK

B nepBoM pasnene seomutcs PanuycBexTOp B MHHKOBCKOTO eThIPEXMeploM npocTpaHcTBe
© Buge: -
a = @i + Gyiy 4- Ggig + Ggiy,

rae BeKTOpS! iy, i, i3, is 06pasyior OPTOrOHAJbHYI0 CHCTEMY H YAOBJAETBOPSIOT YpaBHEHHAM
il =lp.lp=1i3.0,= I, is.is=— 1. Bo BTODOM pasfiefie HCCAEAYIOTCH MyaibHLIE BENHYHRM
¥ CO3RAIOTCA MGHATHS! aHTHCHMETPHYECKOE M KOMJIEMEHTapHOe NpOH3BeseHHe ABYX BEKTOPOB

W HUIYTCA HEKOTOPBIE COOTHOWICHUS MEKIY HHMH.
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