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TOPOLOGICKE GRUPOIDY

ROBERT SULKA, Bratislava

Podobne ako definujeme topologickii grupu, mézeme definovat aj topolo-
gicky grupoid a dokazat platnost viet podobnych vetdm pre topologické grupy.
Kedie viak pri topologickom grupoide neméme jednotku a nemime ani jed-
notkovii grupu ako pri topologickych grupéch, dékazy pri topologickych gru-
poidoch v niektorych pripadoch sa musia robit inym spésobom. V dalsom
uvddzam definiciu topologického grupoidu a d8kazy niektorych viet o topo-
logickych grupoidoch. ,

MnoZinu, ktors neobsahuje Ziaden prvok, budeme oznadovat § a budeme
jej hovorit prdzdna mno#ina. Nech @ znamens vZdy neprazdnu mnosiny v celej
-tejto praeci. :

Majme mno#inu G. Kazdej usporiadanej dvojici prvkov a, b € G nech je pri-

‘radeny nejaky prvok ¢ €@, ktory oznadujeme ¢ = gb a nazyvame ho stéinom

prvkov a a b. Takito mnosinu @ spolu s uvedenym nésobenim nhazyvame
grupoidom, o

Nech je dand mnozina @ . x nech je systém jej podmnoZin, ktoré spliiaji
tieto podmienky: " ‘

a) Prs kazdé dva rézne prvky a a b z @ existuje mnozina U zo systému %
takd, Ze a € U, b¢ U. s

b) Pre kazdé dve mnoziny U a V systému X, ktoré obsahuju prvok a€@,
existuje mno%ina- W zo. systému X, ktors je takd, 2e a € WecUn V.

Potom mnozinu @ nazyvame topologickym priestorom a systém X
Uplnym systémom okolf priestoru @.

Dohodnime sa, e Gplny systém okoli v @ budeme stile oznacovat X,
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Otvorené mnoziny topologického priestoru G st prazdna mno#ina a vietky
mnoziny, ktoré sa stétom mnozin zo Y.

Ked a€ U€X, potom U nazyvame okolim prvku a.

Definicia 1: Mno%inu ¢ nazyvame topologickym grupotdom, ak plati:

1. @ je grupoidom, -

2. G je topologickym priestorom,

3. ked a a b st dva prvky mnofiny G, potom pre kaZdé okolie W proku ab
existuge okolie U proku a a okolie V proku b také, 2e UV C W.

V dalsom, ked budeme hovorit o topoldgii na nejakom podpriestore ¢ to-
‘pologického priestoru G, pod touto topolégiou budeme rozumiet relativnu topo-
16giu. Pritom tplny systém okoli 5’ podpriestoru G tvoria vietky neprdzdne
Preniky vietkych okoli U €Y s mnosinou .

Veta 1: Nech G je topologicky grupoid a & jeho podgrupoid. Potom @ je ties
topologickym grupoidom. V

Dékaz: Mnozina @ je grupoidom (pozri [1]) a tie topologickym podprie-
storom topologického priestoru G (pozri [2]). Uplny systém okoli % priestoru G¥
sa skladd zo vietkych neprazdnych prenikov vietkych okoli U Gplného sys-
tému okoli priestoru @ § mno#inou . Teda body 1. a 2. nafej definicie s
spinené. Ukdzeme dalej, e aj bod 3. je splneny. Majme okolie W* prvku
ab €. Potom toto je prenikom nejakého okolia W prvku ab s G, teda W* =
= W n &. Ked zoberieme okolie W prvku ab, existuje okolie U prvku a
4 okolie V' prvku b také, se UV ¢ W, ale z toho vyplyva, 2e UV n @' ¢ W n
NG =W*aviak UV A G’ 5 Un@)(VAG)= U*V*a teda existuje oko-
lie U* prvku a a V* prvku b taks, e U*V*c W+ :

Veta 2: Nech Q je topologicky grupoid, @ a Q" dva jeho také podgrupaidy, %e
G NG 9. Potom @ Q" je tieZ topologickym grupoidom.

Dékaz: Vyplyva z toho, e @ n G” je tieZ grupoidom a z predoslej vety.

Neprézdny systém [@] neprazdnych podmno#in v @, z ktorych kazdé dve
sa disjunktné, voldme rozkladom v G. Prvky rozkladu [G] nazyvame trie-
dami. v

Ked rozklad [G] je taky, Ze kazdy prvok mnoZiny @ je obsaZeny v niektorej
triede rozkladu [], potom hovorime, Ze rozklad [G] je na mnogine @.

Dohodnime sa, 7e triedy X € [G] (t. j. prvky z '[G1) budeme oznadovat tym
istym pismenom ako mnoZinu X c @ tych prvkov z €@, ktoré st prvkami
triedy X. V dalsom nemé¥e z toho vznikndf nedorozumenie.

Definicia 2: Majme topologicky priestor G a v fiom rozklad [G]. Tento nech.
md takéto viastnosts:

1. Mno#ina X C G, ked trieda X € [G] je uzavretd.

2. Nech U je Tubovolné okolie zo X. Potom sidet véetkgch mmoZin X, ked
trieda X € [(], ktoryjch prenik s mnofinou U je neprdzdny, je otvorend mno¥ina.

Potom rozklad [G] nazgvame topologickym rozkladom.
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WONBWSW?OUE% wommmgﬁzmi@mgog,ms splnené pri topologickych
faktorovych grupsch (pozri [2]). :

Priklad 1: Nech @ je mnozina vietkych reslnych &isel vadsich ako 0.
Nech ndsobenim v @ je obydajné s&itanie kladnych realnych isel a systém
okoli v @ nech tvoria vietky otvorené intervaly z G.

Zrejme je @ pri tomto nasobeni grupoidom a systém X zrejme spliia pod-
mienky poZadované od plného systému okolf T v @, teda G je topologickym
priestorom pri Gplnom systéme okoli ¥, .

Dalej ku kazdému okoliu W prvku apeg@ existuje také okolie I prvku o
a také okolie ¥ prvku b2 UV C W a teda @ Je dokonea topologickym gru-
poidom, < e

Definujme si rozklad [¢] na @ takto: Nech *€(0,1>. Nech potom mno#ina 4
isel & + k, kde & = 0,1,2,... je triedou rozkladu [(]. Rozklad [G] je topo-
logickym rozkladom ng G, pretoZe kard4 trieda X € [G] je zrejme uzavrenou

mnoZinou a UX, kde X NUEXGaUu je Tubovorlné okolie z0 X je otvorenou
Xeiq]

mnozinou. :
Priklad 2: Nech @ je topologicky grupoid z:predchidzajticeho prikladu.
Definujme si rozklad [G] na @ takto: Nech o je racionilne &islo a & €(0, ).
Nech potom [X = {o}] je triedou rozkladu [G]. Nech dalej « jeiraciondlne &islo
a8 2 €(0, 1). Nech potom X={x, 041, ., -} Jje triedou rozkladu [].
UkéZeme, %e rozklad [G] nie je topologickym rozkladom. Rozklad [G] splia
sice prvii podmienku topologického rozkiadu (vietky triedy st uzavretd mno-
Ziny), ale nespifia druhg podmienku topologického rozklady, Nech 4 =

={o,0 +1,...}, & iraciondlne, « € (0, 1), nech U je Iubovolné okolie zo X, rézne
od (0, ): Potom UX, pre ktoré U n X = ¢ nie je otvorens mnozina; obsa-
Xel6)

huje toti mnofinu U — (a, b) a iraciondlne &sla z intervalov (¢ 4 £, & + &),
kde % st celé é&isla. . .
Definicia 3: Nech U€ZX. Nech [G] je topologicksj rozkilad v @. Pod znakom U*
budeme rozumiet mno¥iny vdetkijch tried X e [G], pre ktoré je v mnoinovom
zmyste X n U =+ ¢, Systém véetksjch takto ziskansjch mnofin budeme adit 2%
Veta 3: Neck @ je topologicky priestor a [G] 8??%.%% rozklad v G. Potom
je [G] topologicksym priestorom, pricom je X+* dplngm systémom okoli v [a7.

huje vietky prvky mnoziny 4. Vyberme si Tubovolny prvok g€ 4. Pretoze
0€ACG — B kdeG@— B je otvoren4 mnoZina, z vlastnost{ aplného systému
okoli X' vyplyva, ze existuje také okolie U e X, pre ktoré a€ U c ¢ — B, teda,
Un B=4¢. Zoberme teraz U*€X* Pretoie a€d agely Je AnU=+09,
teda 4 € U* Pretote Un B — 0, je B¢ U*, .
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Majme IubovoIna triedu 4 € [(] a dve jej okolia U* a V*, Potom existuji
také okolia U a V zo X, ze U* je mnosinou vietkych tried X rozkladu RM_.
ktorych mnoZiny X maja s U neprazdny prenik a V* je wﬁnommnp <m.®a&5w
tych tried ¥ rozikladu [G], ktorych mnoZiny ¥ maja neprazdny prenik s V..

Sadet UX a tiez studet UY st na ziklade predpokladu otvorené mnoziny v Q.
XeU* Yeve

Ich prenik UX n UY =0 je tie# otvorenou mnosinou v G a obsahuje celi
XeUs Yevs

mnozinu 4. Ked si teraz vyberieme Tubovolny prvok a€ 4 nNQm.W.DNN W.. kde

UX n UY je otvorend mnofina v @, z vlastnost uplného systému okoli X
XeU Ye v+

priestoru G <%EMJ§ Ze existuje také okolie We X, e a€ W nNNW¢D~NW :

Zoberme teraz okolie W* € X*. Pretore a€ daac W jeAdnW+0a AW
W* je teda okolim triedy 4. Nech Z je Tubovolns taks trieda rozkladu [@], -

eZn W 4. _HuodoB Plati @ =ZnWc z D%NMW. DNNW.V. Z toho vyplyva,

26 ZAUX =0 a tiez Zn UY 4= 0. No z definicie rozkladu vyplyva, %e Z
XeU* YeV*

je totozné s nejakou triedou X € U* a s nejakou triedou ¥ € V*, dife pre kazdé
Z € W* plati Z€ U* a Z€V*. Preto W* C Ut V* 3 veta je dokézan4.

Priklad 3: Nech @ je topologicky grupoid a _“Q“_.gw&omﬂ.o_m% rozklad z mi”
Kladu 1. Z vety 3 vyplyva, Ze [G] je potom topologickym priestorom pri
iplnom systéme okoli Z*.

.va:w?m 4: Nech G je topologicky grupoid a [G] rozklad » ME.EE.H: 2
(tento rozklad nie je topologickym rozkladom). UkéZeme, %o ak I* woﬁemﬁmwbw
za aplny systém okoli v [(], nie je splnens druhi wome.mbW? Weomm sme kladli
na uplny systém okolf Z*. Teda X* nie je EVF%G systémom okoli v [G] a [G]
nie je pri tomto systéme okoli topologickym Ppriestorom.

Nech A ={x, « +1, x4+ 2, ...}, & iracionilne, x€ (0, 1). Nech Am Q.,.w
a A€V*, pridom nech Un V =@. Potom medzi triedami X m U* st tiez
triedy X = {a}, « raciondlne, x € U a medzi triedami Y € V'* sit wﬂm&% Y= ﬁmv
B raciondlne, f€V. Aviak pretote Un V = @, pre kazdé okolie Nme plati,
Ze W* obsahuje S.wm&% Z = {y} rozne bud od tried X alebo od tried Y. Teda
pre Ziadne W* neplati W* c U* n V*, &0 sme mali dokézaf, ,

Nech zobrazenie f topologického priestoru G do topologického wummmeowﬂ m.#
Je také, Ze pre kaZdy prvok a €G a kazdé okolie U* prvku g* — X&.N G* @N_m,ﬁﬁm
okolie U prvku a také, ze f(U) c U *.. Potom takému zobrazeniu hovorime,
Ze je spojité. :

Nech zobrazenie f topologického priestoru G do topologického priestoru G*
Je také, Ze pre kazdy prvok @ €@ a kazdé okolie V prvku a existuje em_m& own.Y
lie V* prvku f(a) = a*, Ze V* c f(V). Potom hovorime, %e zobrazenie f je
otvorensé.
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. Veta m."x Nech Q. je wc%&o.ﬁ.ow% priestor ¢ [(] lopologicky rozkiad ng G, ktory
7€ teda tiek 8%0?%%&3 preestorom. Priradme katdému proky e G S&w X =

zobrazenie I je spojité. Majme Faoqog%
\ v i = [6]. Potom a€d K U+
: su vietky tie triedy X z [,

lim ¥ aspox jeden prvok spoloény, teda ktorych mnos;

ny prenik. Pretoze v 0% 4
P etoze viak ¥ n.%\mwm moZe mat neprazdny prenik iba, s mpo.-

Zinami X, kde X e U*, a preto ie (V) c U=

muw«ﬁmu Qow.wwoﬁmu ,mm zobrazenie f je otvorené. Zoberme sj __zvog;% prvok
M ‘ @ V nech je Hz_oo<cw:.m jeho okolie, Vv zobrazeni f Prvok a sa zobragzf

0 m&% 4= \HAS“ o. ktorej plati, %e a6 4. Okolie ¥ Prvku a sa zobragzi do
ESOWE% (V) tych E.:mm Xz [, ktorych mnoziny X obsahuji aspoii jeden
prvok zep, no.wm. Wﬁow%ov mnozZiny X maji s neprazdny prenik, T4to mno-
WSN mﬁ V)=V um\ %m&m okolim z Uplného systému okoli X*:priestory [4].
: wm&oNMaMM 4 sucasne @€V, je 4V *+0. Teda 4ep* a V* je okolim
riedy 4. Teda existuje okolie J* triedy 4 — 8, %
b ety y f(a) také, ze P+ C (V) a veta,

H.émﬂﬁ_bzgo: a postadujacoy podmienkoy pre to
*om;ow.mwo Priestoru @ do topologického priestoru @* bolo spoji
Jednéj ¢z nasledujtcich Podmienok: ,

1. Ked N\W 16 uzavretd mnozing 5 G*, potom mnozZina F vietkych vzorov
prvkov z v zobrazeni f je uzavretoy mnoZinou v @,

w.. Hm.mm. H M Je otvoreng, mnoZina z G*, potom mnozina H vietkych vzoroy
brvkov z H* v NO@H@NQE‘ / je otvorens mnozina v @ (pozri [2]). )

Veta5: v evyhnutnonq postatugicon podmienkou pre to, aby 20brazenie (zvety 4)

topologického priestory G ng rozklad [Q g 2
4 na G bolo ’
topologickim. roctiadom. Lo " & %0 SPiLé e aby rocktad (] boy

UX c @ ako mnozing, vietkych vzorov
&Emm XeU* v zobrazeni f mygg byt otvorens,
Ze podmienka je Postadujica, vyplyva to z vety 4.
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Nech 4 a B st I'ubovolné triedy rozkladu [G]. Nech stiéin AB mnogin A
a B je taky, e AB c C, kde C je nejaka trieda z [(]. Potom hovorime, 3e
rozklad [G] je vytvarajaci. Kazdej usporiadanej dvojici tried 4, B wytvs-
rajiceho rozkladu [¢] moZno priradit Jedint triedu ¢ = 4 o B, a to ty,
o ktorej plati, se AB c C. Tymto je v mmnoine [@] definované nasobenie
a mnozina [G] spolu s tymto nisobenim Je grupoidom, ktorému hovorime
faktoroid. .

V dalsom ségin tried 4 a B budeme oznadovat stdle znakom 4 © B na roz-
diel od symbolu 4B, ktory bude znadit mnofinu vietkvch stdinov ab, kde
€4 a be B,

Priklad 5: Rozklad [(] z prikladu 1 je vytvérajicim rozkladom. Nech -
A={x,0+1,...) a B= B,6+4+1,...), kde ®, f€(0,1>. Kazdy prvok
z AB sa d4 pisat (« -+ B4+B+bH=(« TP+ (k+1) =y +n, kde y€(0,2>
a % je celé &islo, teda kazdy prvok z AR je prvkom tej istej triedy C € [d,
t. j. AB c C.

Priklad 6: Rozklad [¢] z prikladu 2 je tiez vytvérajtcim rozkladom. Nech
4= {«},B=1{p},a, p raciondlne, «, € (0, ). Potom 4B — vhy =o + 8,
¥ raciondlne, y € (0, »), Nech 4 — {o, 41,...), B= BB+1,...0, 08
iraciondlne, «, € (0, 1). Potom 4B je mnoiina prvkov Y4+n, y=a44,
¥ iraciondlne, y€(0, 2), n= 0, 1, 2,.... Nech 4 = {&}, B — B,8+1,...
« raciondlne, x € (0, «), f iracionilne, 8 € (0, 1). Potom 4B je mnoZina prvkov
Yi+n, y=a+p vy iraciondlne, Y€(0, ), n=0,1,2, .., .V kazdom pri-
pade teda 4B je Sastou daliej triedy C a [G] je preto vytvarajicim rozkladom.

Veta 6: Nech G je topologicky grupoid a [G] vytvdragiici topologicky rozklad
v G. Potom faktoroid [G] je topologickym grupoidom pri dplnom systéme okoli S*
(pozri definiciu 3).

Dékaz: Ze [@] je grupoidom, to je zrejmé. Ze je topologickym priestorom,
to vyplyva z vety 3. Zostiva elte ukdzaf, se ked W* je Iubovolné okolie
triedy 4 © B = (, potom existuje také okolie U/* triedy A a také okolie V*
triedy B, ze U*V* c W+ .

Nech W je to okolie zo X, 3¢ W* tvoria vetky tie triedy Z, pre ktoré

Zn W =£0. UZ je na ziklade predpokladu otvoreni mno%ina a W ¢ QW.
ZeWe Zew*

Pretoze C € W* je tiez ' C UZ. Nech ab je Tubovolny prvok z ¢ taky,7ea€ 4
Ze W=

a b€ B. (Taky urdite existuje, pretoze AR +=0.) Pretose UZ je otvorend
. d Ze W

a ab€ UZ, existuje také okolie W €2, ze ab€ W’ C UZ. Pretose @ je topologicky
Ze W+ ZeWs ’

grupoid, existuje okolie U prvku a € 4 a okolje V prvku b€ B také,ze UV c W'.

Vezmime U* a V* Potom ¢ FXnU)TnV)c XY AUV c XoYn

NUVCXoYn W prekasdé Xe U*a Y€V* Teda pre kazdé X € U*a Ve V*

je Xo¥YnW =+ @, a preto X 0o YEW'* &se U¥V* ¢ W'*. Pretose viak
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: rmﬂm«m._m W™*C W*. Z toho dalej Vyplyva, se U*p«

dokédzat.

C W* & sme mali

Definicia 5: Nech G je topologicky grupoid o [(] vytudrajic; lopologicks

ﬁemwgaﬁ. Nuo.“e.ss 8%&%«..&@\ grupoid [G] prg iplnom systéme okoly X+ nazy-
vame 3%0?%3@%3 faktoroidom 4 G. .

Priklad 7: Rozklad [&] z priklady 9 Je na zéklade vety 6 a definicie 5 to-

Huww.Emm 8: w.o.NEmm m.& z prikladu 6 je sice Vytvirajtcim uouEm.hoE to-
w%wom..awmmm“o muw%oac Gaje teda faktoroidom v zmysle algebraickom. ale wam.ma.
e je topologickym rozkladom, nie je topologicky i

o, ood® o Je [G] topo om_oW%E @\E“onoioup V na-
Novummoﬁa \ mua.,:woaz G do grupoidy G*, ktop§ gachovavg nésobenie {t. j.

pre wﬁowm plati, e ak ¢ 5 p 81t Tubovolng Prvky z @, ,woﬂoE fl@) o 1) = f(a b)

uvameEm %oEoEoumb%B zobrazenim. Ak f je zobrazenie G na G*

hovorime, 3o g+ je onoEoR:% 8 grupoidom @,

. Zwov f m..m zobrazenie mnoZiny @ do mnoZiny G*, Potom toto zobrazenje de-
b:ﬁm urcity rozklad [41 na mnosine G, pridom kazdy triedu rozklady [&]
30%5 vietky VZOry v zobrazenj f ursitého Prvku z G* Ked @ 5 G* st grupoid
M / .3. rmwwwoso&bo‘ zobrazenie @ do G*, potom rozklad [@G] je mmﬁoaoaﬂngwbm W
PO i ;
Ked mgwoa G* je WOEoEoi.b% 8 grupoidom @G, potom je mNoEowmu% 8 isty
».praouo_mo:p na @ (pozri [11), a to g tym, ktory Vytvara na @ rozklag & MM.,.»

Definicia 6: Nech zobrazenie f 7 ) ;
T je zobrazenie topol,, 1ckéh )
topologického grupoidu G*, o ktorom' platy: SR @ “
1. Zobrazenie f je w&gew\»& zobrazenie grupoidu @ do grupoidu G*,

2. Zobrazenie  je spojité zobrzen: ického i o s
Priestory, G, Dojte 20brazenie topologického priestory, G do topologickéne,

“ . ¢ :
na G*, hovorime, e G+ je @03033\3@\ $

Definfcia 7. Nech, f je 20brazenie 1oy . .
. : pologického gry idu G SO
grupoid G*, o kiorom plati: grupodu G na topologicksy

1. Zobrazense [ je izomorfné z0brazenie grupordu @ ng grupoid G*,
16 |

2. Zobrazenie f je homeomorfné 20brazenie topologického priestory G nag topo-
logicky priestor G*,

Potom zobrazenie f nazgvame 1zomor fngjm 20brazenim topologického gru-
poidu G na topologicky grupoid G* o hovorime, %o topologicky grupoid G* je
tzomorfny s topologickym grupoidom @.

Veta 7: Nech @ je topologicky grupoid a [(] topologicky faktoroid na @. Pri-

radme katdému proku ze@ triedu X = H(x)e[@], ktord obsahugje prvok x. Potom

zobrazenie f topologického grupoidu G na topologicky fakioroid [G] je homomorfneé
@ otvorené zobrazenie.

Dékaz: Ze zobrazenie f je spojité a otvorend zobrazenie topologického
Priestoru @ do topologického priestoru [G], vyplyva z vety 4. Stadi edte do-

triedu z [(], ktord je stdinom usporiadanej dvojice tried 4 5 B z [(], takze
C =4 0 Ba medzj mnozinami 4, B, Cplativztah AB ¢ C. Potomabe 4B C,
teda abeC a dalej f(ab) =C = 4 O B={fa)o f(). Z toho vyplyva, Ze
/@) o ) = f(ab) a veta Jje dokdzani,

Otvorené zobrazenie topologického priestoru @ do topologického priestoru G*
mé th vlastnost, Fe kaszd4 otvorend mnozina U c @ sa zobrazi do otvorene;j
mnoziny v G* (pozri [2]).

Poznidmka: Vo vete 8 budeme vynimodne pod znakom U* J* g 3 rozumief
nie¢o iného, ako o sme zaviedli v definicij 3. * nech m4 obidve vlastnosti,

ktoré sme vyzadovali od systému X,

Veta 8: Nech G o G oy dva topologicks grupoidy. Nech X a 5* sy ich, uplné
systémy okoli X v G ¢ I* o G*. Nech f je otvorené homomorfné zobrazenie gru-
poidu G na grupoid G* a [G] rozklad grupotdu G prislusny k 20brazeniw f. Potom
topologicky grupoid G* je izomorfny s topologickym faktoroidom, [a].

Dékaz: Mime dokézaf, e st splnené body 1. a 2. definicie 7. Bod 1. je
splneny. [G7 je totiz faktoroidom na @ a grupoid G* je s nim izomorfny. Po-
Znamenajme pritom este, Ye kazdd trieda faktoroidy [G] sa skladd zo vietkych
vzorov jedného prvku z G* v zobrazen| f a izomorfné zobrazenie g grupoidu [(]
na grupoid G* je také, ze pre kazdé A €[G] a kazdé ac 4 je 9(4) = f(a) = a*eq*.
Aby sme dokézali bod 2., zostdva nam dokdzat, Ze [@] je topologickym gru-
poidom a Ze zobrazenie g je obojstranne Spojité. Jedno-jednoznaénost zobra-
zenia ¢ totiz vyplyva z dékazu bodu 1.

Dokézeme najprv, se [ je topologickym grupoidom. Zoberme si Pubovolng
triedu X rozkladu [6]. X je mnozinou vietkych vzorov v zobrazen{ f nejakého
prvku z* € G*. Pretoge 1 je spojité zobrazenie priestoru @ na G*, je Ha®) =X
uzavretou mnoZinou v Q. :

Nech U je dalej Tubovolné okolie zo 2, Uy nech je mnosina vietkych tried
17
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Xe[a], pre ktoré Xn U +0. Pretoze U je otvorens mnoZina v G a f je otvorené
zobrazenie, {(U) je otvorenoy mnoZinou v G*, Pretose stida® mnozin X, kde X
Jje také trieda z [(],72¢e XeU,, je mnoZinou vietkych vzorov v zobrazeni f
prvkov z f(U) € G* a pritom 1 je spojité zobrazenie a H(U) otvorenou mnoginou

v G* umkﬁw\m otvorenou mnoZinou v @, Teds, je rozklad [G] topologickym roz-
€U,

kladom. Z homomorfizmu grupoidu G* s grupoidom @ vyplyva, Ze rozklad [
je vytvéirajtcim. Teda [@] je vytvarajacim topologickym rozkladom a na z4-
klade vety 6 z toho vyplyva, ie [G] je topologickym grupoidom.

Teraz dokéZeme, %e zobrazenie g je spojité. Nech 4 je Tubovolnd trieda
z [@]. Této sa zobrazi na prvok g(4) = a* €@, pri¢om pre kaidé a€ A je
f(@) = g(4) = a*. Nech U* je TubovoIné okolie prvku ¥, Treba dokézat, e
existuje -okolie V, triedy A také, ze pri zobrazeni g je g(Vy) C U*. Pretose
pre a € 4 je f(a) = a* a zobrazenie f je spojits, existuje také okolie V prvku a,
ze f(V) C U*. Ked V, je mnoZina vietkych tych tried X z [@], pre ktoré
XnV0jegV,) = (V) C U* a teda g(V,) C U*,

Nakoniec si dokdZeme, Ze aj zobrazenie G* na [G];t.j.g7% je spojité. Nech a*
je IubovoIny prvok z G*. Tento sa zobrazi v zobrazenf g~ do triedy g-'(a*) =
= A €G], kde pre kazdé a€ 4 plati f(a) = a*. Nech U, je Iubovolné okolie
triedy A. Dokéeme, %e existuje okolie V* prvku a* také, ze gHV* C U,.
K U, existuje také U €2, Ze U, tvoria prive vietky tie triedy z [¢], pre ktoré
XnU=0. Necha€Un 4. Potom U je okolim prvku a. Pretoe zobra-
zenie | je otvorené, existuje také okolie V* prvku a* = f(a), e V*C AU).
Pretoze U, je mnosinou ‘tych tried X € [@], pre ktoré X n U = g, je
gHHU)) = U, a teda gHV*) C g U)) = U, tize g(V*) C U,, %o sme
‘mali dokazat, .

Nech @ je mno#ina, [G] rozklad v G a podmnozZina G € @ nech je takd, ze

M\UM_ N G’ 5= 0. Potom mnoginu vietkych tried X €[@], pre ktoré X n @ =+ ¢
Xe[d

nazyvame obalom podmnoziny & v rozklade [G1. Oznadujeme ho @ = [G].
Ked mnozina @ je grupoidom, jej podmnogina Je podgrupoidom v ¢ a [
vytvarajicim rozkladom, potom G =[] je tiez grupoidom. &' = [(] je m.,om-
grupoidom grupoidu [G] (pozri [1]).

Definicia 8: Nech [G] je topologicky faktoroid v G a G taky podgrupoid v @,
MQMNWM_D G+ 4. 2«0§.Q*mh* (pozri definiciu 3) je také, Ze MNMM*D G =0
Oznaéme U’ mno¥inu tried XeU*, pre ktord X n ¢ + 0. Systém vethyjch ta-
kychto mnozin budeme znait 5.

Veta 9: Nech @ je topologicky grupoid a [&1 topologicky faktoroid v G. ¢ nech

je taky podgrupoid v G, % UX A ¢ = 0. Potom @' c [G] Je topologicksjm, gru-
Xen

poidom a X' jeho Uplngm systémom okolf.
Dékaz: [0] je topologickym grupoidom. Mnozina @ & [¢] ako mnozina tych
tried X z [G], pre ktoré X n ¢ = @ je podmnozinou topologického grupoidu
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[&] a je podgrupoidom grupoidu [(]. Z vety 1 teda vyplyva, Ze G’ c [Q] je tie#
topologickym grupoidom.
Nech @ je mnozina, [G] rozklad mnoziny @ a podmnozina & C @ nech je

takd, Ze UX n G’ <= §. Potom systém vietkych neprazdnych prenikov mno-
Xelq]

Zin X C @, pre ktoré X € [G] s mnoZinou & nazyvame prenikom podmnoziny
G’ s rozkladom [@]. Je to zrejme rozklad v &'. Oznadujeme ho G’ [G]. Ked
mnoZina @ je grupoidom, jej podmnoZina G je podgrupoidom v G a [G] vy-
tvédrajicim rozkladom, potom G'N[G] je ties grupoidom (pozri [1]).

Dohodnime sa, ze triedy X"€@ n[G] ako prvky z @' n[@], kde mnozina
X" =XnG+0 a trieda Xe€ [G], budeme znatif tym istym znakom ako
mnoZinu X" C @, pre ktort plati, 7e X" = X n @’ <+ 0.

Definicia 9: Nech [G] je topologicky faktoroid v G o ¢ taky podgrupoid v G,

e UXN@ +=0. Nech Utex* (pozri definiciu 3) také, fe UX n @' 4 9.
Xel@ X¢U*

Oznaéme U" mmo¥inu vdetkyoh tried X"€Q'N[G], pre ktoré mmofina X" =
=X NG =0 atrieda XeU*. Systém vsetkiyjch takijchto mnosin budeme zna-
& 2,

Veta 10: Nech @ je topologicky grupoid a [G] topologicky faktoroid v @.

G nech je taky podgrupoid v G, fe UX n @' %+ (. Potom’ G'N[G] je topologickym
: - Xelo)

grupoidom a X" jeho duplngm systémom okoly.

Doékaz: : .

1. Ze@'n [G] je grupoidom, to je jasné (pozri[1]).Pre kazd triedu X €@ niGj
pPlati X" = X n @, kde X je takd mnoZina z @, %e trieda X ¢ [l aXna+0.
Stéinom dvoch tried A", B", z @[] je taks trieda C” =A"0 B, ze plati
A"B’c O". .

2. DokiZeme teraz, e @'nle] je topologickym priestorom. Nech 4” a B”
st dve I'ubovoIné triedy z G'n [(]. Potom existujt také triedy 4 a Bz [(], %e
ANnG=A4"a Bn G = B". Pretose 4 a Be [G] a [G] je topologickym prie-
storom, existuje také okolie U* triedy 4, Ze A€ U*, aviak B¢ U*. Oznatme
teraz U” mnoZinu vietkych tried X"€@n[@], pre ktoré X"= X n ¢ +0
a trieda X € U*, Pretose A€U* g A NG =A"3+¢ JleA"€U" a U"€ X", Pre-
toZe viak B¢ U*, je B"eU".

Nech A” je Tubovoln4 trieda z @ [G] 2 U” a V" dve jej okolia. Dokézeme,
Ze existuje také okolie W” triedy A", e W'C U” n V", Nech A4 je t4 trieda
z2[@,ie A"=An& a jej okolia U* a V* nech sa také, Ze U” je mnozinou
tried X" €@’ n[G], pre ktoré X" = X A ¢ + 0 a trieda Xe€U* g P je mno-
Zinou tried Y"€G' n[@], pre ktoré Y=Y N @ == a trieda Y€ V*, Potom
existuje také okolie W* triedy 4, e A€ W*C U* A V*. Oznadme teraz W”
mnoZinu vietkych tried Z2"€G'n[G], pre ktoré Z" = Z @ +0 a trieda
Z€W*, Pretote AEW* a A"— 4 A =+0, je Nﬁmb G + 0, teda W"eX".

: [0} 10
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Z ao.rou e A€ W* , A"=4 ¢ +0, dalej eite Vyplyva, ze 47¢ W a teds,
W je okolim triedy 47 Pretoze Pre Ze W c U*n V*t_.m ZE€U*a tiey 7¢ 4
pre kazdé Z e ppx plati, e 7 — X=Y, kde Xey, M\m.ﬁx*, Teda je pre W@mgm
&E.mm: Nam\\:\n \‘N\‘HN NG =Xne Yn@=x_ Y, kde trieds, X"ey-
Mw MMSMN M\ %\\ﬂ . w\N\\ . toho dale; Pre kazdi triedy zZ" VyPlyva, je Z7¢ “ny”

3.. Nakonjec méme efte Q&&N@ﬁ Ze ak " — 470 Beq'n [G] a wr je Tubo-
ﬁ.m.:m okolie triedy ¢ potom existuje talkd okolie 7" triedy 47 4 okolie p*
S.S&w B, e Uprc W”. Nech ¢ Je t4 trieds 5 [G], Ze plati ¢ Cn@ a wx
nech je to okolie Z0 2%, 3¢ W je mnoginoy tried Z” ¢ &' nlG] bre ktoré Z” —.
=ZNG =0, trieda Ze ppx. Pretoze n FC"=C ng , va.x\i jeCe S\H
z‘w@r 4a Bsy dalej tie triedy 5 [G1, 26 47 — 4 NG, B"~ B &, Huwwaomo.
c” = Cne@, 47 - An@ s B _ Bn@,je o"c C,47c4 4 B"CB, UM&&.
Plati 4 o B 5 AB D> 47p 0 a tiez 4~ "ceoco. Na  zéklade toho

AA\\ =4dn@ap - Bng, kde 4epr* 4 Bev+je A"€U" o pre V”. Utvorme
St teraz sugin {77 V. Pre MnoZiny X y ", kde trieds X "€U" a trieds, ¥ ey
Potom  plats X" Y5 xryn *0 a X'yrc XYCcXxoy Pre  kazds
XU a Y € 1, prisom xe e 2 YEV™ Teda Xrg pry 2 oy +0, a preto
D +X"0pr_ XoY) ng pre kazdé X¢gye a Yeypr Pretoze Xe U+
a Yepx g4 U*p* ¢ W* je x OY = Zewx a dalej plat; X'0Y" =
UM\ (X O‘.Hd NG =Znq Z”, kde trieda Z e CiZe pre kaidé xepm a
Yrep~ je X0 Yepr To Znamens, so [ pee W, &0 sme mali dokdzat,

Obal Podgrupoidy ¢ ¢ G vo faktoroide [G1 v @ (keq UX neg +0) a pre-
Xe[@)

.E\W mwwaouoﬂ: [(] s podgrupoidom ¢ 8Q izomorfné (ako grupoidy). Trieds,
Xeq = [@] sa pritom &mado.g.mmsounmmzm zobrazi na ty triedy N:,mQ\:_..&

@wﬂ. m&oﬂw X'= X'n g (pozri [17). .

eta 11 ; ‘v iy L s ;

P @) QMQMMNMWWMM.%E%S& @'c[6] (zvety 9)a topologiciy grupoid ' n (]
. U@W@x.. Fc[@] a F'nla] sq 1zomorfpd ako grupoidy. Z toho vyplyva aj
J mmzo.mmabowsmozog zobrazenija ¢ [G] na ¢’y [G1, ktorg Oznaéme f. Potom
www Wmmwm X'eq = [G] je XY = N\\mQ\:m&“ kde mnozing, X"=X"n G’ Zo-
,m&md\m( nam teda efte dokdzat, s zobrazenje /je obojstranne Spojité, Najpry
MmonNmEo. Ze f je 8pojité. Nech 4’ Je ubovorng trieda z @' = [G] a U~ nech je
<zwowo~«:.m‘ okolie triedy fA') = 47¢ G'N[6G], kde A"=4' ¢ Treba ukézat
e existuje také okolie [/’ triedy 4°, 3¢ 1) c p-, WE%,&%W%E 8i <m~.BE.Em.
%e okolie [~ tvoria, Vietky triedy X pre ktors X" — y NG9 4 x je

=X€U* pre ktors X'=Xn@+0. Pretoze 47¢ U, existuje taks trieda
A€U* 36 47— 4 N G . Potom viak trieda 4'—= 4 Jez U a U je okolim
triedy 4. Nech X Je Tubovolns trieda » U’, potom X"— x¢ 7+ aXn@+g.
Pretoze viak plati f(X') = X’ kde X" — XN =Xng F 41 a trieda
XeU* je X')=X"epy". 7 toho vyplyva, se Uy c o

Teraz este dokdZeme, e aj zobrazenie fije Spojité. Zoberme s; teda nejaky
triedud’e @ [G]. A" nech jetrieda z ¢ — [&1, pre ktoru plati 4" = 4'~ @~ +=0,
teda 4’ = (4). U’ nech je Iubovolné okolie triedy 4’ Prvkami okolia, [’
st triedy X' —= X , uréitého okolia U7 *€X* pre ktors Plati X n @ . Uk4-
Zeme, Fe existuje okolie U” triedy 4" takg, ze U Cc v,z e zoberme
okolie, ktorého prvkami sg vietky tie triedy X", pre ktors X'=Xng +0
a X€U*, Pretoge A €U joe 4'= gep+ & pretoze dalej 4” — 4 NG ¢,
je A"€U" 3 teda U” je okolim triedy 4". Zoberme teraz Tubovolng triedu
X"€U”. Pre tato-plati X"~ x NF 0, kde Xe U*, Z toho viak vyplyva,
Ze X=XeU, apreto f(X') = X", 'kde X'=X'nG =X NG+:0aXey.
To viak znamens, e X)) = Xxe¢ U, a to pre kazdé X" ey, Teda plati
U c .

Doklo 1.VI. 1954,
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B crarem AedrHORAH TONONOTHYEeC K if Ipymoun G, wag 0606menue HOHATHA TOMO-
JICTHYeCKOi Ipynny, B AanbureM pedunopang TONOJIOI HYecKoe PasGuenne r TONoJIornm-
9eckuii faxropony 5 G ¥ Ha G w pokasamp TeopeMkr o H30MOpduame rpynorgos,

5 :

21

Em.mim:owc,»%ﬁw&:% ¢asopis v, 1.




