VPLYV POLGULOVEJ POVRCHOVE] INHOMOGENITY
NA UMELE GEOELEKTRICKE PRUDOVE POLE
TIBOR KOLBENHEYER

Vysstrovanie vplyvu povrchovych inhomogenit na vysledky geoelektric-
kych odporovych merani mé pre aplikovant geoelektrinu bezprostredny
prakticky vyznam. V zahranidnej a zvlit v sovietskej literatire sa preto
tejto otdzke venuje mnoho pozornosti. Pri jej teoretickom riefeni sa prirodzene
nemoino obist bez uritej geometrickej schematizdcie tvaru skamanych

Obr. 1

inhomogenit, priom sa pochopitelne volia pokial mo#no geometricky naj-

jednoduchsie tvary a pre dalsie zjednodugenie sa tieto uvazujd v mnohych

pripadoch bud ako dokonale vodivé, alebo ako dokonale nevodivé. Z geo-

metrickych tvarov prichddzaji do tvahy predovietkym tvary gulové, najmé

pokial ide o schematizaciu lokélnych, viestranne obmedzenych inhomogenit.
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Obr. 2

Tvar pologule ohranienej zvrchu rovinou zemského povrchu (v obr. 1l
a 2), ktory by v mnohych pripadoch mohol byt priliehavejsi a da sa pritom
aj teoreticky pomerne jednoducho zvladnuf, rie§i sa len pre pripad, ked
niektora sytna elektréda je v strede pologule. Preto bolo potrebné tuto otazku
rozobraf podrobnejiie a najst jej v&eobecné rieSenie.

Na obr. 1 a 2 K znamend uvaovant pologulu o strede O a o polomere a,
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A sytnu elektrédu, P ITubovolny bod polopriestoru pod rovinou zemského
povrchu §. Bod P moZe byt v oboch pripadoch bud vo vnitri pologule K,
kde Specificky odpor je gy, alebo v okolitom prostredi &pecifického odporu g;.
Vo vietkych pripadoch je sytna elektréda A na zemskom povrchu S, avSak
v prvom (obr. 1) mimo pologule (R > a), v druhom (obr. 2) na nej (R < a).

Potencial pradového pola ¥ musi v oboch pripadoch vyhovovat Laplaceove]
rovnici a okrem toho tiez dalsim okrajovym podmienkam:

1. Ak V, znamend potencidl vo voatri K, V; potencidl vo vonkajsej oblasti
polopriestoru, musi byt na povrchu pologule K

Fae= e +(2) =2 (5,

09

2. Ak n znamend normilu v Iubovolnom bode roviny 8, na celej tejto.

rovine plati:
av
— = 0
on

3. V blizkosti bodu A prechddza V v potencidl bodového zdroja, t. j.

V > wwﬂmm 4 kon$t = uw + konkt,
kde o je Specificky odpor toho prostredia, v ktorom sa nachddza bod 4 (t. j.
bud o = g, alebo g = @,).

Riefenie vytydeného problému sa dé Tahko odvodit z riefenia pre homo-
génny priestor s gulovou vlozkou, pretoze v tomto pripade pole je simerné
podla Iubovolnej roviny 8 prelozenej bodom 4 a stredom gule C a podmienka 2.
je v kazdom bode takejto roviny splnend, kym podmienky 1. st splnené
na celom povrchu gule a podmienka 3. plati v tvare:

Io

gl

V -

+ konit = .Wl + konit.

Pri sytent v TubovoInom vonkajsom bode 4 sa dé potenciél vo vonkajsej
oblasti vyjadrit nekoneénym radom 2]

_q . ot .
V=L tqe-1) TEREE TPty )
n=1
a m,odouow.& V, vo vnatri gule radom
_ 4 . (2n+ D 5
Slw.m._'me_”c@‘T 0% ] k?iwa?gevu (2)

n=1
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kde P,(cos ¢) znamend n-ty Lsgendreov polynén a » pomer 3pecifickych
odporov g, : @,.

V pripade polgulovej inhomogenity teda pri vonkajSom syteni (v bode A
na obr. 1) platia vzorce (1) a (2), pri¢om viak

Io,
= (3)
Prvy z nich plati pri » = a, druby prir < a.

Sktimajme teraz potencial v IubovoInom vonkajsom bode @ spojnice OA.
Tato spojnicu zvolime za siradnt os , kladdic podiatok do bodu O a orien-
tujtic tato os tak, aby jej kladny smer stihlasil so smerom 0A. Kladieme OQ =
= z(]z| = a), pricom z je kladné alebo zéporné podla toho, & bod @ lezi na
kladnej alebo zapornej dasti osi x. Podla toho vSak treba potom tie klast vo
vzorcoch (1) a (2) cos ¢ = 1, resp. cos ¢ = — 1. Ak prihliadame ku zndmym
vlastnostiam Legendrovych polynémov

Pay=1, Py py=(—1)

pre potencial vIubovolnom vonkajSom bode Qnaosi0A dostdvame zo vzorea (1)

n . qlstl

I BN §
Vi e 0t = D) ) ey R B @
{ |

n=1

kde kladné znamienko pred sumadnym znakom plati, ak je = > 0, zdporné,
ak z < 0.

Tym istym spdsobom dosthvéme pre body osi , leziace vo vnitornej oblasti

|z| = @ zo vzorea (2): -

q 2n 4 1) 2
ﬂ\»”..hﬂu_.ax ~E=+:x+iwa+~. (6)

(Znamienko pred saétom je tu nezavislé od znamienka z.) Kedie v dosledku
okrajovych podmienok vzorec (1) prechédza identicky vo vzorec (2)prir =a.
aj vzorce (4) a (5) davaja taista hodnotu pre potenciél v oboch bodoch x = + a-

Vzorcami (1) aZ (5) sme v podstate vyrie#ili otdzku pridového pola vznika,
jhceho pri polgulovej inhomogenite, ak ide o vonkajiie sytenie. Pre tplné
riesenie viak treba odvodit tieZ prisluiné vzorce pre potenciél v oboch oblas-
tiach pri vnfitornom syteni, t. j. pre pripad R < a. Situdciu v tomto pripade
znazoriiuje obr. 2, kde A je opdt bod sytenia a P lubovolny bod polo-
priestoru ohraniéeného zemskym povrchom 8. Bod P méze lezat bud vo vautri
pologule K (ako zndzoriiuje obréazok), alebo vo vonkajSej oblasti.

Potencial vo vonkajsej oblasti hladdme v tvare nekoneéného radu:

0

v A,
V= M il P,(cos ¢),

n=0
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vo vniitri pologule v tvare:

Ve = .msl + M B,rP (cos ),

n=0

kde 4,, B, a ¢ st konitanty, ktorych hodnoty zistime z okrajovych pod-
mienok. Vzhladom na znéme zdkladné vlastnosti gulovych funkeii vyjadre-
nych vzfahmi:

P,{cos @)
Q.al.u.

4

= AroP,(cos ¢) = 4 mlv =0,

obe funkcie V, a V, vyhovuju Laplaceovej diferenciélnej rovnici, teda je:

B .‘N == B .ﬁ\N = O..
Lahko sa presveddime, Ze obe tieto funkeie spliiujt tieZ okrajovi podmienku
na rovine S, pretoZe vykazuji rotadni symetriu okolo osi OA4. Funkciu -wl mo-

seme rozlozif v rad podla gulovych funkeii znidmym spdsobom takto:

®
=

Rn¥1

i
N 2
ak r < R, pripadne

1

= (12 + R — 2rRcosg) 2 = P,(cos ¢),
e F s e &

1\ B

.M.. = M yq.a.I. NV=AOOm ﬁv‘

n=0

ak je r > R. Preto v poslednom pripade mdZeme tieZ pisat:

L4

- ) - \.mﬂ.
Vo= ), Qﬁ; + m..ﬂ..v P,(c0s )

n=0

a rad na pravej strane tejto rovnice konverguje tie? pri r = a. Z okrajovych
podmienok na ploche K vyplyva najprv vztah:

‘R» A
LBt Bar= 3 Q

- antl :

Dalsiu rovnicu pre 4, a B, dostdvame porovnanim hodnét parcidlnych deri-
vécii V, a V, podla r pri r = a. Je totiz:

&mllw (n+ 1) 4,

- L Pyfeos 9),
n=0
oV, : At 1)¢'R» e
= M M pve + nB,n | P,(cos ¢)
ne=0

280

a z podmienky:
) (2
“\or Jiea \0r )rma

. g

vyplyva rovnica:
(n+1)q¢ BEr

ant2

— nBar?t =

Hodnoty konitant 4, a B, dostdvame rieSenim rovnic (6) a (7):

4 = (2n + 1) ¢'R»
* T+ )x+n’
(8)
B, = (n+1)(x— 1) g R*

T Dx e

Vzhladom na to, %e sytime teraz v bode voIného povrchu prostredia o Speci-
fickom odpore gy, musi v bezprostrednej blizkosti tohto (t. j. pri l — 0) poten-
cidlova funkecia:

Vy~ mﬂ + kont;
prejst vo funkeiu:

I,
Vo~ ol + konét,
musi teda byt:
,_1os 1o,

¢ = = aryo =% 9)

Pre potencidlové funkeie V; a V, platia teda vzorce:

c 2 1) R»
Vy= xq M i M.ss'” +V ] %_imﬁo% 9), (10)
n=0
1 - (n+1).Rem
Vo= xm*ﬂ — (% — 1) M (o 1)+ 7] a§+-v-A8m evv. (11

n=0

V &pecidlnom pripade, ak sytime v strede pologule, je B =0, | = r, a preto:

g - (2n 4 1) B g
V,= ﬂﬁaAOOm o) + M TR qaiﬁaﬁoo,ﬁ ¢) = -
= n=1
a podobne
\lwalmlﬂx.ls meulmﬂxl:
V,= . p Py(cos ) ; a :
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Podobne ako v pripade vonkajsieho sytenia mézeme sa aj teraz obmedzit na
priebeh potencidlu pozdlz spojnice 04, ktora zvolime za stradnd os x, orien-
tujtic ju smerom z bodu O k bodu A. Tubovolny bod tejto osi bude mat potom
kladn alebo zapornt suradnicu z, podla tobo, &i leti na tej istej strane (od
stredu 0) ako bod sytenia A alebo na opadnej strane. Klagae vo vzorei
Pl)=1Py(—1)=(— I)*, r = 4 =, pre potencial V, dostdvame vzorec:

l .xma A§+:~? .
Y= = x M?jr:x._.ist :Nv

n=0

kde kladné znamienko plati pre & > 0, zdporné pre x < 0, pri¢om v kazdom
pade je |z| = a.

Podobnym postupom mozno zo vzorea (11) odvodit vzorec pre potencial V,
v Tubovolnom bode osi = platny pri |2| < a:

_ 1 o (1) Rer .
Vo= xwf‘m —a (e=1) M [(n+ 1) =+ n] as_iv. a8

n=0

Nezaoberali sme sa doteraz eite otdzkou konvergencie odvodenych radov.
Ak vyladime pripad B =a (sytenie na povrchu K) tato otdzka je velmi
jednoduché. Vzhladom na znému vlastnost Legendrovych polynémov:

P,cos @) =1

konverguje rad na pravej strane vzorca (1) [a spolu s nim rad (4)] absolatne
pri vietkych hodnotach ¢ ak:
Qm
B.r

; a? a?
<1, t.j. r>- resp. _iV.leq

kym rady (2) a (5) konverguja prir < R, pripadne |z| < R. Prdve tak mozno
dokazat, Ze rady (10) a (12) konverguja absolitne a nezévisle od ¢ pri:

‘ r > R resp. |z| > R
a rady (11) a (13) pri
a? o?
r < Tesp. |2l > 7

Pri vyladeni pripadu sytenia na ploche K konverguje teda kaidy z tychto
radov v oblasti, pre ktora platia prisluiné vzorce, ktoré sme odvodili pre po-
tencil. To isté viak plati aj o konvergencii radov vznikajacich derivovanim
radov pre V, a V, podla r, & ui ide o sytenie vo vonkajSom alebo vo vnil-
tornom bode a spravnost postupu, ktory sme volili, sa tym dodatotne po-
tvrdzuje.
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7 hiadiska niektorych, v praxi pouzivanych usporiadani elektrédd, kde vzdia-
lenost medzi potencidlovymi elektrédami je mald v porovnani so vzdiale-
nostou sytnych elektréi a priemerom inhomogenity maja vyznam aj deri-
vacie radov (4), (5), (12) a (13) podla premennej x. Pri vonkajSom syteni je:
av, R—z _ xz-—1 - (n + 1) na?tt

=9 | — T M (a4 1)x 4 n] Rotipntl”

n=1

[+ ]
by, M n{2n 4+ 1} an?

dz " LT w b a] B (14a)
n=1
£ £ £ .
4 5=<3 §
B N 0 M A

Obr. 3
pri vnttornom syteni:
. [
arv, % (n + 1) (20 + 1) B»
de AL o+ 1)x+n]a’

n=0

dV, _ mlal,l a§§+:m§1
‘s é"‘l;_m e ) M e H %_L. 2&3
a=1

Z vellkého podtu prakticky moinych a zaujimavyeh pripadov ako priklad
na pouZitie odvodenych vztahov uvedieme vzorce pre zdanlivy Specificky od-
por pri sondovani Wennerovou a Schlumbergerovou met6iou, ak stred son-
da¥e je v bode 0. Za jednotku dlzky volime polomer a.

Pri sondovani podla Wennerovej schémy (obr. 3) oznadme vzdialenost po-
tencidlovych elektré6d MN = & (= AM = NB). Je teda:

3 1
Nw”!&nmu S“..Mlmu

a ak & vzrastd wOmg.HEm od & = 0 ku & - o, postup moZno rozdelit na tri
etapy. V prvej etape je £ < § (vnitorné sytenie) a tu potencidlovy rozdiel
Vy — Vy odvodzujeme zo vzorca (13). Jednoduchou tivahou dostdvame vzfah:

o

Vg == J& Hw@.l % — 2 vas_ i+ NE
u— V=g — Olx EMMP B+ D+ 2m+ 1

n=0

Matematicko-fyzlkainy Casopis IV. 4 233



a preto pre zdanlivy pecificky odpor ? plati vzorec:

- 4

_ 3\ (n41) .8
mH@Tlﬁxl:m_MAHV ﬁs+:x+§+~_.

nm==0

V druhej etape je:
2
7 < §<2

(ide teda o vonkajSie sytenie) a pri vypodte potencidlového rozdielu na elek-
tr6dach M a N vychéddzame zo vzorca (5). Dostévarme:-

o

VeV I.lmﬁ«. 4n 4+ 3
M= VYN="9 2 3m3m + 1) + 20 + 1]
n=0
«——1 { —>
8 N A
Obr. 4

Zdanlivy pecificky odpor je dany vzorcom:

@

l\.|m.mMM 4n + 3
e="9 3[2(n + 1)« + 2n + 1]

n=0

a je nezévisly od vzdialenosti elektréd. V tretej etape je & > 2 a prisluiny vzo-
rec pre zdanlivy §pecificky odpor odvodeny z rovnice (4) je:

_ 16(x — 1) © [ 4\ 2n 4 1
™ M@ Es+_¥+§+:?v.

n=0

Z neho vyplyva, Ze pri § - «© zdanlivy odpor sa asymptoticky priblizuje hod-
note g;.

Pri Schlumbergerovej schéme (obr. 4) vzdialenost sytnych elektréd oznaéme
AB = 21, mala vzdialenost medzi potencidlovymi elektrélami MN = 24.
V intervale 0 < I < I ide o vniitorné sytenie a v dosledku toho vychidzame
zo vzorca (13). Dostidvame najprv:

A ha A§+ : Nm=+~kwa+n

n=(
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a vzhladem na neskordi prechod 4 — 0 méZeme v tomto vzorci zanedbat
druhé a vyiie mocniny 4:

4rq/ ox — 1) I
PR = e L
Vi = Vn 2 T 2% + 1 _

Pri tomto usporiadani zdanlivy odpor je:

2 — i
7l A.H\E .—'\Zv = Qg HH _ N~n~X Hv :_ .

e = oI . 4

2 4+ 1

Ak je I > 1, sytne elektrédy prechadzaju do vonkajiej oblasti a pre po-
tencidl v bodoch M a N plati vzorec (5). Ak opit zanedbame ¢&leny s vyS¥imi
mocninami 4, potencidlovy rozdiel v tychto dvoch bodoch je:

a zdanlivy odpor

je nezévisly od I a vidy odlizny od g, okrem trividlneho pripadu % = L.

Vzoree (1), pripadne (4) sa dé tieZ pouzit na vypolet efektu polgulovej
jamy. V tomto pripade Kladieme % = o a pri simernom usporiadani (obr. 5),
pri ktorom

u.w.\:wvw%znuvaur
velkost efektu je:

- NN|§M 2n 4 1
e aT 0T 2m & 1) i

n=0
Do#lo diia 17. V. 1954,

Geofyzikdlne laboratdrium Slovenske] akadémie vied,
. Bratislava
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BJIUSHUE IIOJYIIAPOBOM ITOBEPXHOCTHON
HEOJIHOPOJIHOCTY HA UCKYCCTBEHHOE I'EODJIEKTPUYECKOE
IIOJIE

TUBOP KOJBEHI'AEP

BLIBOJEI

Touo pelueHa HpoGieMa BAMAHWA NOBEPXHOCTHLIX HEOZHOPOAHOCTEN HA MCKYyC-
CTBEHHOE TeO03JeKTPUYECKoe 1oxe, ofpasylomjeeci OpM TOUEYHOM TINMTAaHMM, MAIA
cayyad TIOMYIMapoBO# HEONHOPORHOCTHM, OIpenesseMoi IIJIOCKOIl ITOBEPXHOCTLIO
semnn. IIpobnema peLIeHa NPy IpMMeHeHMy OeCKOHEYHBIX PAROB C MOMOIIBIO IIAPOBRIX
dyuximit. Beiseierst OPMYNBI AJIA MOTEHUMANA BHYTPHM HOXYLIapui X B OCTAILHOM
OHODPOZHOM TMoOJynipocTpaHcTBe., IIpmM 3TOM TOYKA IMTAHMA HAXOAMTCA B 060
TOYKe 3eMHOH NIOBEPXHOCTM. VICCIIeZIOBaH XOf HOTEHUMANA HA COSAVHMTENBHON JMHUA
HeHTpa NOAYIIAPUA ¥ TOYKMU IIMTaHMUA W BbIBE/AEHBI ¢opMy LI, BLEIPAKAOIINE, XOJ
TEOPETHMYECKX KPUMBBIX 30HAMPOBAHMA NJAl METONOB Bennepa u IllaymSeprepa, ecnu
HEHTP 3O0HAMPOBRM HaXOAMTCA B LIEHTPE HEOJHODOAHOCTH. Broisegena (bopMyna BbIpa-
aman senrauHy 3derTa IoIymapoBOi AMb! IIPY CUMMETPHIECKOM PACITONOIKCHIN.

Zusxymmenfassunyg

Der Einfluf einer halbkugelartigen Inhomogenitéit auf das kiinstliche geoelektrische
Feld einer punkiférmigen Stromquelle wird fiir den Fall, da@ der Mittelpunkt der Halb-
kugel an der ebenen Erdoberfliche liegt, durch Reihenentwicklungen nach Kugelfunktio-
nen geldst. Fiir das Potential im Inneren der Halbkugel sowie im iibrigen homogenen
Halbraume werden Formeln abgeleitet fiir den Fall, daB sich die Stromquelle an der
Erdoberflliche befindet. Insbesondere wird der Potentialverlauf auf der Verbindungs-
geraden der Quelle und des Mittelpunktes der Halbkuge! gepriift. Es werden Formeln
fiir die Berechnung der theoretischen Widerstandskurven abgeleitet, die sich auf die
Wennersche und Schlumbergersche Elektrodenanordnung beziehen, wobei voraus-
gesetzt wird, daB der Sondierungsmittelpunkt mit dem Mittelpunkt der Halbkugel
zusammenfallt. Schlieflich wird der Effekt einer halbkugelartigen Grube bei symmetri-
scher Elektrodenanordnung betrachtet.



