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0 SUCTE VYPUKLYCH UTVAROV
TATIANA TVRDA, Bratislava

Pod pojmom sttty dvoch vlastnych bodov 14, A (obr. 1) pre zadiatok
séitania vo vlastmom bode O v euklidovskej rovine rozumieme bod 4, pre
ktory plati:

—

— —
0A =04 + 034, o8
kde &ipky oznadujt vektory. Rovnicu (1) zapisujeme tieZ v tvare
A =14 + %4, (2)

ak bod O je napred pevne urdeny.
Pre takto zavedeny pojem sictu hodov plati komutativny aj asociativny
zakon:

£+§u§+§;ﬁ+§+ﬁu£+§+£yﬁe
Staget Tubovolného bodu so zadiatkom sditania je opit bod 4
O+ A=A42 (4)

Dalej zavediem zovieobecneny pojem c&itania dvoeh bodov & odvodim
s vetu pre stcet dvoch vypuklych dtvarov.
A - A4 Vetky prislusné vahy budem rcbit pre body
euklidovskej roviny, doplnenej pevlastnymi
bodmi.

1. Mnozinu @ bodov nazyvame vypuklym
dtvarom, akpre Tubovolné dva body 4, B € /]
plati, Ze stiéasne kazdy bod tsetky A B prislicha

obr. 1 mnozine P.

Vnatorné body mnoZiny @ nazyvame vau-
tornymi bodmi <%mzﬁmro Gtvaru; podobne dostavame hraniéné a von-
kajsic body vypuklého atvaru. Hranitné body vypuklého ttvaru ¢ vypliaja
vypukla krivku k, prisiudnt k dtvaru P. ,

Uvazujme © Tubovolnych dvoch ohranidenych vypuklych Gtvaroch '@,
P (b }- takych, ktoré neobsahujl nevlastné body) a zvelme fubovolne za-

e

1 Pozri gmmwoalwwo_ﬁmﬁmr:u Vypuklyje figury, Moskva 1951.
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%iatok séitania 0. Potom pod sudtom & Gtvarov 1@, 2P rozumieme mnoZinu
vietkych moznych saétov bodov 14 €1 224 €29.0 munogine @ sa da dokazat,
je je opat vypuklym atvarom.?

9. Ak chceme zovieobecnit pojem géitania, moZeme uvasovat takto: Pri

0

Obr. 2

sthiéte bodov 14, 24, ktorych spojnica neprechddza bodom O, so@.mm?umgw
vlastne rovnobeinik 0 yreholoch O, 4, 24, 4 gize spojnice O 4, 24A a po-
dobne aj spojnice 024, A4 sa pretinaji na nevlastnej priamke roviny. Ak
teraz nevlastnl priamku nahradime nejakou vlastnou priamkou u, ktord
neprechédza bodom O, dochédzame k takémuto zovieobecnenému st bodov

14, 24, ktoré neleiia na priamke {obr. 2): Nech spojnica 04 pretina

1 J A

0 3 4 A 0
r. 3

Ob Obr. 4

priamku « v bode 4 a spojnica 0 *4 v bode 24 ; potom spojnice *4 4 0 ?A
sa pretinaju v bode A, ktory bude zovieobecnenym sactom bodov 14, 2%4.

Ak spojnica 4 *4 prechadza bodom O (obr. 3), potom ich stlet moéZeme
dostat tiez takto: zostrojme Tubovolnd vlastnt priamku p, rovnobeZni so
spojnicou O*A (t.j. takd, ktord ju pretina v nevlastnom bode) a zvolme
na nej Tubovolny vlastny bod O'. Zostrojme bodom 24 rovnobezku so spoj-
ricou 00’ a nech tato rovnobeka pretina priamku p v bode A'. Potom zrejme

2 Pozri M@mﬂoallwo:w@dmwan Vypuklyfe figury, Moskva 1951. 199.
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rovnobeika bodom A’ s0 spojnicou O A urtuje uz na spojnici 014 bod A.
Pre zovieobecneny stidet potom dostavame tito konstrukeiu (obr. 4.): Nech
spojnica 014 4 pretina priamku « v bode A, ktory je rozny od bodov 4, 24
zostrojme bodom A TubovoIn# priamku p roznu od priamky u a od spojnice
7% 4 a zvolme na nej Tubovolny bod O’ rézny od bodu A. Nech spojnica 00’
pretina priamku % ¥ bode O a spojnica O 14 nech pretina priamku % v bode 1;
spojnica O 14 pretina potom priamku p v bode A’, ktorého spojnica s bodom 1
déva u¥ na spojnici 04 bod A ako zovieobecneny sicet bodov 14, 24.

Obr. 5

V dalom pod pojmom sacet budeme rozumiet zovieobecneny sudet.

Pod sadtom bodu 14, ktory nelezi na priamke u, 8 bodom O budeme rozumied
vidy bod 4.

Pozniamka 1. Pri tejto kongtrukeii treba dokazat, %6 bod A nezavisi od
volby priamky p- To viak zrejme na podklade vlastnosti stvorrohu 0" A’ 01
plati. Bod A — 14 4 24 je totiZ bodom, ktory zodpoveda bodu O v involucii,
urdenej samodruZnym bodom 4 a parom 4, 24; taky bod existuje préave jeden.

Pre takto zavedeny stdet bodov plati zrejme komutativny aj asociativny
zdkon.

Vzhladom na dalsie dvahy bude pre nas dslezité zistif, aka polohu musia
mat dva body, aby ich stittom bol nevlastny bod.

Veta 1. Nech a je Tubovolnd priamka, ktord prechddza bodom 0, ktord nie je
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rounobeind s priamkou ; nech o vlastnych bodoch *4, 24 priamky a, Ltoré neleZia
ani na priamke U, ani nesplyvaji s bodom 0, plati vztah:

014 .04 =0 12, (5)

kde A je priesetnik priamky o @ w; nech la, 2a st priamky zo0strojené bodma 14,
24 rovnobe#ne s priamkou w; potom sucel Tubovolného vlastného bodu priamky ‘o
a Tubovolného vlastného bodu priamky *a je nevlastny bod.

Dékaz. Nech bod A4 (obr. 5) je stétom bodov 14, 24 na priamke a. Potom
podla pozndmky 1 pary bodov O, A4 a 14, 24 musia uréovat involtciu, ktorej
samodruznym bodom je bod A Ak bod A ma byt nevlastny, potom bod O
musi byt stredom tejto involucie a musi platit vztah (5). Ak naopak plati
vzdah (5), prislusny bod A je nevlastny.

Zostrojme teraz bodmi 14,24 priamky ‘a, %a rovnobe#né s priamkou %
a nech b je Tubovolnd priamka, ktora prechadza bodom O, ktora nie je rovno-
be¥ns s priamkou u. Nech priamka b pretina priamky 'a, 2g, u v bodoch 1B,
2B, B. Potom z viet 0 tmernosti Gsediek priamo vyplyva vztah:

7B .0%E = 0B

size stétom bodov 1B, 2B je opit nevlastny bod B.

Zvolme si teraz na priamke a TubovoIny vlastny bod 1) a na priamke *a
Tubovolny vlastny bod 2], pritom spojnica 1M 2M neprechadza bodom 0.
Nech spojnica O *M pretina priamky u, %@ v bodoch M, 2M’ a spojnica oM
nech pretina priamky ‘e, % V bodoch 1M, M'. Potom podla wwmmoruamﬁﬁcoro
platia vztahy: :

|

D .0 M 2

QwE‘.Q.C_NHO@NSMCFE.QNE\“Q 1
Size (6)

OTI 00 = O M’ : 0,0 M :0 M =01

=l

|

|

=
(!
B

7 viet o tmernosti Gsetiek priamo vyplyva, Ze:

G703 — 01 :0 M;

>

potom vietky styri pomery (6) <t rovnaké a plati tied:

O :0 M =0M :0%M,

sda spojnica M M'a M 2M s navzdjom rovnobesné. Ich prieseénik viak
dva sadet bodov 1M, 2M, ktory je teda nevlastny.

Poznamka 2. Lahko nahliadneme, Ze pary priamolk 1a, %a, ktoré prishi-
chaji jednej osnove priamok, tvoria involteiu, ktorej samodruzné priamky
sa priamka u a priamka u’, symetrické k priamke u vzhladom na bod O.
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7 toho vyplyva, Ze sadtom Yubovolngch dvoch vlastnyeh bodov priamky w’
je nevlastny bod.

3. Najprv vysetrime stidet dvoch $pecidlnych vypuklych atvarov, a to
bodu a usetky. Pri dokaze prislusnej vety vyuZijeme tito pomo cnd vebu:
Nech body priamych bodovych radov na vlastnych priamkach ‘a 2g 54 vo
vzfahu projektivnom; nech bodu U priamky ‘@ zodpovedd nevlastny bod
priamky %a; potom kaZde] {isetke na priamke ‘a, ktorad neobsahuje bod U

__u

Obr. 6

ako svoj vnatorny bod, zodpoveda opét Gsedka (pripadne s jednym hranié-
nym bodom nevlastnym) na priamke %q.

Tyrdenie tejto vety je zrejmé.

Veta 2. Nech 14 je Tubovolny bod, kiory nele¥i na priamke u; nech priamka %a
je td priamka, ktorej tody s todom 14 ddwvaju neviasiné sulty; mech body *M, N

v

wréujt wsecku, Iitord neobsahuje Ziaden bod priamky w a s priamlkou *a mbie mal
spoloény iba hraniéng bod; potom sudtom bodu 1A so vdetkgmi bodmi dselky
M 2N je opdt usetka, ktorej hraniéné body sd *A + :M, 1A +°N.

Dokaz. a) Nech tisedka 2M 2N (obr. 6) nele#i na spojniei O ‘4 a nech spoj-
nica M #N nepretina priamku u v bode A = (04 Xu). Mézu nastat dva
pripady: &) bod 14 splyva s bodom 0, f) bod 14 nesplyvas bodom 0. V pripade
&) tvrdenie vety je zrejmé. V pripade B) wammombmm priamky, na ktore] lezt
asedka M 2N, s priamkou v nech je bod U. Nech bod 2X prebieha tsedku
231 N anech spojnica 0 =X pretina priamkuu v bode X. Potom zvizky priamok
0(X,...)a 4(X,...) st perspektivne. TieZ zvizky 14(X,...) a 4(3X,...)
s wmwmwmwﬁdbm. Potom zvizky 4 (X,.. ) a A(X,...) s projektivne, ale
pretoze ich spologné, priamka sama sebe zodpovedd, sl tiez perspektivne.
Zodpovedajtce si priamky tychto zvizkov sa potom pretinaji v bodoch jednej
priamky P, ktora zrejme prechadza bodom U. Stadet 14 + X dostavame
v prieseéniku spojnice A 2X s priamkou p. Pretoze podla predpokladu uvede-

2

ného vo vete, Ziaden z tychto stgtov neméze byt nevlastny (s pripustnou
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vynimkou jedného z bodov 14 4+ 2M, 1A + 2N), z pomocnej vety uZ priamo
vyplyva tvrdenie nafej vely.

b) Nech tsetka 23 2N leii na spojniei OTA (obr. 7). Zvolme bodom 4
Tubovolnt priamku p réznu od spojnice 04 a od priamky u. Podobue ako

pri definicii sattu Jostévame na priamke u body 0, 1 a na priamke p body o0,X'.

17 0 A u

Bodové rady (3X,...) a (4 +2X,...) 80 zrejme vo vztahu projektiviom,
pretoze vznikaja ako priemety bodov X' na priamke p z bodov 1 a 0. Dalsia
dast dokazu priamo vyplyva z pomocnej vety.

¢) Nech spojnica 23 *N nesplyva so spojnicou O 14, ale nech bod U solyva
s bodom A (obr. 8). Potom body 14 4 2X dostdvame na spojnici 24 *N

X DeA__u

Obr. 8

a bodové rady (2X,...), 4 + 2X ...) st opit projektivne, pretoZe vznikaja
ako priemety bodového radu X na priamke u z bodov O a 14.

Poznémka 3. Nech bod 14 a vietky body tseky 2M 2N st viastné a ne-
prisltichajit priamke u a nech vietky sty bodu '4 s bodmi tsedky M 2N
st body nevlastné, potom vietky tieto sacty vypinia na nevlastne) priamke
fisedku. Skutodne, ak 4 je priesednik spojnice O34 s priamkou u (musi byt
vlastny), potom vietky sty dostaneme v nevlastnych bodoch spojnic bodu 4
s hodmi tsedky 24 2N.

. o : 9293
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4. Majme nejaky vypukly atvar *@ a zostrojme kazdym jeho bodom rovio-
bezku s priamkou u. Podla vety 1 kazde] takejto rovnobeZke ‘o zodpoveda
iné rovnobezka % s priamkou u 0 tej vlastnosti, Ze stétom kazdého vlastného
bodu priamky 'e 2 kazdého vlastného bodu priamky 2 je nevlastny bod.
Mnozinu vlastnych bodov vietkych takto vzniknutych priamok %z nazveme
pridruzenou mno#inou k mnoZine P.

Veta 3. Nech dsetky *4 *8, T4 25 nemaji spoloéné body s priamkou u, nech
2@ je pridrufend muo¥ing k mno¥ine bodov Uselky *A15; nech tsetka *A B

a

md spolotné s mno¥inou 2P nanajoys body *4, 2B; potom sully véetkych bodov
usebky A8 so vdetkymi bodmi tsetky 5428 tvoria vypukly ttvar P.

Dokaz. a) Vyligme najprv ten pripad, ked jedna z tsetiek A 1B, 248
lezi na priamke 'p a druhd le#i na priamke *p, pridom priesednik priamok
1p, ?plezina priamke « (obr. 9). Nech teraz priese¢nik priamky ’p s priamkou %
je bod 1P g prieseénik priamky 2p s priamkou % nech je bod 2P,

Zostrojme najprv sttty Tubovolného bodu 1X tGsedky 14 18 s bodmi tsetky
54 2B8. Podla vety 2 dostaneme tak vzdy tsedku *4 + X 28 + X, ktord
le#i mna volpriamke nrechadzajtcej bodom 2P [na polpriamke preto, lebo
fsedka 24 + 11X *B + iX nemdre obsahovab bod 2P; neexistujl totiz Ziadne
body na 48 (i =1, 2), rozne od bodov priamky %, ktorych saétom by bol
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bod priamky u]. Vietky takto vzniknuté polpriamky tvoria vypukly utvar @',
pretoie tieto polnriamky st uréené vidy bodom 2P a bodmi dsecky napr.
N.Q+b\wuu+hh.w4 o

Podobne mézeme sitavat vidy body 2X tasedky 24 *B's bodmi Gsedky 14+8
a dostaneme uselky 14 + “X *8 + 2X, ktoré leZia na polpriamkach, ktoré
prechadzaja bodom 1P. Vietky tieto polpriamky tvoria tie? vypukly Gtvar .
Prienikom vypuklych dtvarov @' a @ je hladany utvar & a ten je potom tieZ
vypukly.

b) Nech teraz priamky p *p sa pretinaji v bode P na priamke u (0br- 10),

P u

Obr, 10

potom shgtom Tubovolného bodu X s bodmi tisetky 24 B bude dsecka
1X + 24 X + 2B, Kktors bude lezat na priamke p, prechadzajicej bodom P.
Poloha priamky P nezévist od volby bodu *X. TotiZ body X + 24 vyplnia
Gsetku 14 4 24 B+ 24, ktora lei zrejme na priamke p. Stadi eSte ukazat,
%o mno¥inovy sidet Gsediek typu iX } *A'X + B na priamke p dava opif
vypukly Gtvar, teda tisetku. To viak l'ahko nahliadneme z toho, Ze podiatodné
aj koncové body vietkych tychto tsediek vyplnia Gsetky 24 + 14 24 4+ 18,
pripadne *8 + 14 28 + 1B.

Na podklade tejto vety mbreme dokazat, Ze za istych podmienok saétom
dvoch Fubovolnych vypuklych atvarov je opat vypukly atvar. O tom hovori:

Veta 4 Nech 1P 20 st dva vypuklé dtvary, Ltoré neobsahujtd body priamky wu;
nech @ je pridruZend mnosina k mnofine *P; nech dtvar 2P md s mnofinou P’
spolobné nanajvys hraniéné body, ktoré netvoria tdsedleu; potom sulet P tutvarov
1 2P je vypukly.

Dékaz. Zvolme si v stdte @ Tubovolné dva jeho body 4, B. Mame ukizat,
e vietky body tejto fsetky prisluchaji utvaru &. Nech bod A vznikol ako

stitet bodov 14 €19 a 24 € 2¢; podobne bod B ako sadet 1B €10 a 2B €20,

3 Pozri upmwoa.l_wo;w@amw&“ <Q®$E$« figury, Moskva 1951 21.
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Pretoze itvary 10 20 s podla predpokladu vypuklé, atvar 1P musi obsahovat
celt Gsetku 14 1B a atvar 2@ celti usedku 24 8. Utvar @ musi potom obsa-
hovat cely sutet Gsediek 14 1B, 24 *B. Tieto Gisedky zrejme vyhovuji predpo-
kladom vety 3 a ich sttom je potom vypukly Gtvar, ktory obsahuje aj body
A, B, teda obsahuje aj cell asecku A B. Tym je veta dokazana.
Poznamka 4. Z vety 4 a 2 poznémky 2 priamo vyplyva, Ze ak atvary

1 2@ lefia vo vnitri pésu, ktory je urdeny priamkami wu’, ich sadet je vidy

vypukly.

Dotlo dita 22. V. 1963.
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