POZNAMKA K TEORII POTENCNYCH ZVYSKOV
(mod p°)
DOROTA KRAJNAKOVA, Bratislava

Pri riefeni istého problému o potenénych zvyskoch (mod ) vyskytla sa mi
tato otézka: ,,Kolko je k-tych potenénych zvyskov (mod p*)%* V monogra-
fidch o tebrii ¢sel nenasla som na tato otdzku nikde odpoved.

Poéet k-tych potenénych zvyskov (mod p®) nesiddelnych s p a mensich ako p*
je, pravda, zndmy a dany tymto vzorcom:

(%) = v _ e -1
(k, o) [k, p*(p — 1]
(Pozri napr.: Vinogradov ,,Osnovy tedrie &isel®, vydanie 6, 1949, str. 99.)

Hlavnym obsahom tejto poznidmky je dékaz vety l. Ziverom uvadzam
niekolko poznidmok o ,hustote rozloZenia‘* k-tych potendnych zvyskov
(mod p*).

I.
Veta 1. Nech k=1, a2 1 st lubovolné prirodzené isla. Nech p je proocislo,

—1
p > 2. Nech (k,p) = 1. PoloZme s = _HQ

k
tenényjch zvy&kov (mod p*) je dany vzorcom

H_ . Potom polet nenulovijch k-tych po-

Py = g — (4)
Dokaz. Reprezentant kazdej triedy (mod pe) sa da pisat v tvare
a=ayg+ ap + agp* + ... + A P,
kde ¢; =0, 1, 2,...,p — 1. V dalom budeme zvyiky vidy predpokladat

v tomto tvare. Hladajme k-te potenéné zvysky delitelné p. ZvySky (mod p*)
deliteIné p su tie a len tie, pri ktorych je a4 = 0. Teda maja tvar:

a=ap + &P+ ... F a7

(Pripad @ = 0 nebudeme uvazovat, pretoze 0 je zvyskom fubovolného stupiia
podla TubovoIného modulu m.)
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Ak m3 byt toto &islo @ k-tou mocninou (mod p*), musf existovat také &islo b,

b= mc 2 Mw% + MM%N w2k malwﬁnluq
Ze plati:
aptap?+.. Fapt . a1t T =+ Ep+ PP+ +
+ £qeyp* ) (mod p°).
Z tejto kongruencie vyplyva, Ze musi byt nevyhnutne £, = 0. Potom v3ak
¢islo @ je deliteIné najmenej k-tou mocninou p a ma tvar:

@ = appF + Gpp P 4+ ..+ agyp*t.
To znamend, Ze k-te potentné zvydky delitelné p méfu existovat len vtedy,
kedjea— 12k t. j. a >k
Predpokladajme teraz, Ze je o >k a a, == 0. Potom mézeme pisaf:

@ = PF(ay + QP + o F GeuP*TFY).

Ked je toto &islo a4 k-tou mocninou (mod %), je:

P + QP+ - F G p*TFY) = (£ + &P+ -+ Eeqp®)E (mod p°),
O+ GyP + -t QPR = (G &P+ A S ) (mod pRH)
To znadi: &islo :
@+ GpgaP + GpaP? -+ By P
musi byt k-tou mocninou (mod p°~*).
Podla predpokladu ay, = 0, SiZe je to nesidelny zvyfok (mod p°~*). Medzi
takymito &islami je k-tych mocnin (mod p°~*) presne:
ety = PR gt g
y e, o(p* 1 [6, p**(p — 1]
Teds existuje najviac P} (p* %) k-tych potenénych zvyskov (mod p®), ktoré
si delitelné prive p*, a nie vysSou mocninou p.
Teraz ukiZeme, Ze je ich presne tolko. UkéZeme totiZ: ak &islo

B=oap+ app+... +a_pF?

je k-tou mocninou {mod p**), je aj k-tou mocninou (mod p°).
Podla predpokladu existuje také 7, [n == 0 (mod p) ], Ze je

B =+ (mod p~F). (1)
HIadajme ¢ také, aby bolo:

= a—k)k «—k+-1
Musi byt: B = (n + tp**)* (mod peHH).

B=nf 4 ()nft b gk (B gkt R pler 4 (B tpHeR (mod pr).
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Podla predpokladu je & — 1=k, teda je: 0 = o — k—1 a dalej:
QlwlwMm?xlwl:HmAQIEIwAEQIE.
Preto musi platit:
B — nk =knt2 ¢ pok (mod pokt1),
Ale z kongruencie (1) vyplyva, Ze lavi strana, t. j. B — 7%, je delitelnd pe—*.
Teda musi platit: B — oyt
: Mm. = k= .t (mod p). )

Uvazujme teraz takto: KedZe je (k, p) =1, linedrna kongruencia (2) mé
rieSenie ¢ = t,. Polozme 7, = 7 + #;p**. Dosadenim a umocnenim sa presved-
dime, Ze toto &islo vyhovuje kongruencii

B = % (mod p~FtY).
Ak postup opakujeme, dokdZeme, Ze existuje také 7,, Ze plati:
B = u¥ (mod p*~*t1) atd.
Nakoniec dokaZeme, %e existuje také n;, Ze je:

B = nf (mod p°).
Tedsa medzi dislami tvaru:

@ + Gy + - -+ in%nltl»_ a, +0
p* Y p — 1)

e, 77 — 1))

k-tych potendnych zvyskov (mod p°).

Vezmime teraz daldie &isla delitené p, ktoré prichidzaja do Gvahy ako
k-te mocniny (mod p*). To st &isla tvaru

je presne

k) =

Aok + G P+t @ DT
Predpokladajme ay; == 0 a & — 1 = 2k. Aby toto dislo bolo k-tou mocninou,
musi byt:
(g + GeaD + - -+ F Ay ) = (G + £+ - Gemp™ ) (mod p),
t. J.
g+ GgpgrB + « -+ + Gy = (b P+ - A £ ™)k (mod pPTH).

Cisel tvaru:
251 ..T Ao 1P + ¥ + inuﬁnlnvluu Qop HT 0 ’

ktoré st k-tou mocninou (mod pe2), jo Py(pe ). Teda najviac je Pi(p* )
k-tych mocnin (mod p°), ktoré si deliteIné prave p*. Prive tak ako hore
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2 wr

sa dokaZe, %e kaZdé &slo prave napisaného tvaru, ktoré je k-tou mocninou
(mod po2k), j¢ tiez k-tou mocninou (mod p*). Teda existuje presne

Pr(qethy = g pp — 1)
1% id -

P e, o] [k e — 1))
k-tych mocenin (mod p*) delitelnych prave p-.
Ked opakujeme vykonan@t tvahu, pre polet vietkych k-tych mocnin
(mod p°) dostaneme tento vzorec:

Pi(p®) = Py(p®) + Pyp®*) + Py ™) +... + Pup).

2 we

Pritom za &islo s volime najvidsie nezaporné celé dislo, ktoré splfiuje podmienku

lsa—sksk tj. 40:EmmHﬂxMu

H . Dosadenim dostivame:

i) == L — 1) P p — 1) P — 1)
P} _H\nu wun.l»Gw . Hvu + ﬁ\mu Ngn|k|»A% . ~V“_ + _“Nn. %ﬂlnrlnA%l wvu +... .+
i p—1)

L.j [k, po= Y p—1)]

Kedze je (k, p) = 1, menovatel je v kaZdom vyraze rovny (k, p — 1). Je teda

—1
i) = gy T T e ]
Séitanim dostavame: )
p— 1 1 — gkt
Nv ) o ||Nu|.|l. o—1—sk , ||N~..I.|.
kA% V Qn: P — ~v P 1 — %w

Tym je veta 1 dokdzana.
IL

VySetrujme teraz ,,hustotu rozloZenia‘* k-tych potenénych zvyskov (mod p*)
za predpokladu (k, p) = 1.

; : w{(p® {
Vy¥etrujme najprv pomer IMMWL a WWwé'v . Je
Puwey 1 pMo=1) 1 .T 1 v
P p* lepp—L]  kp—1) Pl
Tento pomer je teda nezivisly od «.
Pre druhy vyraz dostaneme:
Py 1 Pl e tmpt  p—1 | P P

e (ke p—1) 1 gk ple,p—1) pt—1
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Tento vyraz je zavisly od «. Z vyjadrenia viak vidiet, Ze ked p je pevné a

{ %
a - o {a teda s > »), existuje lim Eifkiad} a plati:
asro P°
(0 k. k-1
lim LE®Y) _ pk—et ]
asw P %w —1 (k,p— 1)

Rychlost konvergencie je dand touto vetou:
Veta 2. Nech (k, p) = 1. Potom
Pylr®) gk — k1 1 A 1 v
= : 0 ,
7° 7t —1 Gr—1 T \%e
priom kondtanty obsafené v symbole 0 nexdvisia od «.
Dékaz. Plati:

Pyps)  pk—ptt p—1  ph—ptk  pk— gt

° pk—1 .@%I:_M_esélc pt—1 PF—1
1—p 1 1 v l=—=p

::ulc_l QQUI:_ .N.ﬂ.il_ Tp—1) |p@r =D

1 s (=1 1)
%:, _M ”_Ae%A* vnuam.mnl.

%. <5

kde ¢, a ¢ sa kon§tanty nezévislé od . Z toho ihned vyplyva tvrdenie nalej
vety.
Poznamka. Nechajme naopak « konitantné a nech p — . Potom vyrazy
P(p*) 5 k(0°)
" B*

nemajii pre p -« vo vieobecnosti limitu. Vyrazy 1 — —,~—-

majh sice za limitu &slo 1,ale vyraz (k, p — 1) kolife medzi 1 a k. Isté Z4very
moZno viak ziskaf.

Predne existuje nekoneéne mnoho prvodisel takych, Ze (k,p —1)= k.
Lebo podla Dirichletovej vety v aritmetickej postupnosti nk + 1 (n =
1,2,3,...) existuje nekonene mnoho prvodisel ;. Pre kazdé také prvoéislo je
p; = mk 4 1, t. j. (p — 1, k) = k. Z toho vyplyva ihned:

B it TP _ fin SN :inmn. (a)
P p° p® P* k

Dalej nech je k& nepdrne. Potom existuje nekonene mnoho prvoéisel, pre
ktoré je (k, p — 1) = 1. Podla Dirichletovej vety totiZ v aritmetickej po-
stupnosti nk + 2 (n =1, 2, 3,...) existuje nekoneéne mnoho prvodisel p;.
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Pre kazdé také p; je py = ik + 2, t.j. o — 1 = nk 4 1, t. j. nevyhnutne
(p; — 1, k) = 1. Teda pre nepérne k je:

lim sup ——— i Ll B lim sup ——- Pilp?)

P> e P> »*

_. (b)

Nech je k pdrne. Potom je (k, p — 1) = 2. Tvrdim, Ze existuje nekonedne
mnoho prvodisel p,,, pre ktoré je (k, p,, — 1) = 2. Nech najvysiia mocnina
sla 3, ktorou je &slo k delitelné, je 3¢, « = 0. Potom umA.Man , VH 1. Teda
podla Dirichletovej vety existuje v postupnosti 3%“. +3n=1,23,...)

nekonedne mnoho prvoéisel p,,. Pre ka?dé také prvodislo p,, je:

k :
%aﬂss.m.ﬂ+w, t.o . P — 1 =10y wn+w
Nech d/p,, — 1 a d/k. Potom je nevyhnutne d/2, t.]. (p. — 1, k) = 2. Pre
pérne k teda je:
Py(v®) K7%)
limsu = lim su = — c
o P T o, p— & o w (c)
7 vysledkov (a), (b), (¢) vyplyva, e limita existuje v jedinom pripade, a to
pre k = 2. Potom je:
lim Bolr?) lim lﬁkmi 1 }
pso PY p>o P 2

Doflo dia 30.IV. 1954.
Kaiedra matematiky SVST

v Bratislave

3AMETKA O BBIYETAX CTEIEHMN k(mod p°)
. KPAVHAKOBA

BrIBOABI

B cTaThe 70Ka3bIBAETCA MEXAY VHBIMM CJEAyIoniasd TeopeMa.
Hycrb k= 1, « = 1 — HarypalpHble wicad, P > 2 MPOCTOE WHCIIO. IIyers (k, p) =

ox—1
mﬂ_ﬂ % H_ O6ozmaumM cumbomom P.(pt) 9Mcio BHIYETOB cTemeHy Kk (OTMMHHBIX OT

wyas) mod pe. IloroM yMeeT MECTO YPaBHEHNE (A).
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