O SUCTOCH ISTYCH KONVERGENTNYCH RADOV
TIBOR SALAT, Bratislava

Nech
Ma=”§+a»+...+a=+... (1)

nel

je konvergentny rad a nech a, > 0 pre vietky prirodzené n.
Definicia 1. Znamienkovou schémou budeme nazgvat postupnost:
[6] =&, 6,85, v €y vuny

kde ¢, = 1 alebo — 1. Rad (1) budeme nazyvat 2dkladnym radom.
Definicia 2. Budeme hovorit, ¢ rad

Mma&aﬂ&auu_.mmam,_: esn F Byt oovs
n=1

vznikol aplikovanim schémy

[x] =&,8,8, ... &, .
na rad (1).
Znakom X oznaéime mnoZinuradov, vzniknutych aplikovanim v3etkych moz-
nych znamienkovych schém na rad (1). MnoZina X je zrejme nespoéetnéd mo-
hutnosti kontinua. Do mnoZiny X patri aj zédkladny rad (1) pri schéme:

[6] =+ 1L, +1,+1,...4+1,...

Vietky rady mnoZiny X s zrejme konvergentné.
Predmetom tejto price je vySetrovanie vlastnosti mmoZiny stétov radov
z X.

Nech je ® ®
! 2, Y€ X, m= D t,8,, Y= ) &,a,.
fi=1 n=1

Definujme na mnoZine X x X redlnu funkciu g(z, y) takto:
1 Ak z = y, poloZme g(z, y) = O.

2. Ak z £ y, nech g(z, y) HP».. kde 2 je prvy index taky, Ze ¢, = ¢;.
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Ukazeme, Ze takto definovand funkecia je metrikou na X. K tomu stad ’
ukézat, Ze:

L o(x,y) 20 a oz, y) = 0<(=> & = y. To je zrejmé.

2. o(=, y) = oly, x). To je tieZ zrejmé.

3. Nech «z, y, x € X.
=& + &y + ... + £, + ..
= &1 + &% + ...+ ea, -+ .
= eja; + g5y + .. A gla, 4 ... ,
Treba ukézat, Ze: g(z, 2) < o(x, y) + o(y, 2).

Ak aspoii dva zpomedzi radov z, y, z st totoZné, potom zrejme vlastnost 3.

< 8

(o)

1 1 '

plati. Nech st teda vietky tri rady rézne a nech p(x, y) = T oy, 2) =—.
n
St tu tri moZnosti:
cailn g 1 , .
a) I = n. Potom vidief, %e o(z,z) = 78 vlastnost 3. je splnena.
b) I <n. Potom je & = ¢/ pre 1 <4 <n — 1, teda tiez pre i = <n — 1

a vlastnost 3. je splnend.

¢) ! > n. Dokaz platnosti vlastnosti 3. v tomto pripade sa dostane z b),
ak rady berieme v poradi z, y, =

V dalsom sa budeme zaoberat vlastnostami priestoru X opatreného metrikou .
Veta 1. Priestor (X, o) je dplng. .
Doékaz. Nech {z,};_, je cauchyovska postupnost bodov z X. Teda:

Ty = eMa; + ePay + ePag + ...+ efday + ..., _
kde ef? =1 alebo — 1. K Tubovolnému ¢ > 0 existuje Nﬁmv tak, Ze pre
= N(e) plati: g(x,, x,) < e. PoloZme za & postupne: 1, — w w o nd lwnl, s

3.4 1 C )
W:Wms&mgcm” ﬂnmam mx_m&EoZ Auw..v amwuwowgﬁ.s\w% A$v TE&%&%A

_

ﬂ OEE@E@QA v.l Np. Kedze pre m,n = Ny => ol=,,. x,) <

1
Aﬂu bude Ny, = N,.

Takto dostdvame postupnost prirodzenych isel:
... (2)

Ak mnozina &lenov n&ao postupmosti je kone¢nd a napr. Ny je najvidsi jej
prvok, potom pre m, n = Ny zrejme bude o(%,, x,) < ¢, kde ¢ je Iubovomé

kladné éislo a potom Er-@ rad je limitou danej postupnosti, t. j. lim z, = AN,
n—>m
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Ak viak mnoZina ¢lenov postupnosti (2) je nekoneénd, zostrojme tento rad:
= &y + &0, + £43 + .
kde ¢; = &V, pre ¢ =

e, .
1, 2,3, ... k. UkdZeme, Ze o(z,, avlvo Skutoéne, nech

je dané & > 0. Zvolime si prirodzené k také velké, pv%.I.A e. Potom pre

k
z N, bude o(x,, ) < uN_MA e. Tym je dokaz hotovy.

Veta 2. Priestor (X, p) je relativne kompakiny.

Désledok: Vzhladom na vetu 1 teda (X, ¢) je kompaktny metricky prie-
stor.

Doé6kaz. Stasdi ukazaf, Ze k lubovoIlnému ¢ > 0 existuje konednéd e-ova sief
priestoru X, t. j. koneénd mnoZina A(e) CX tak, Ze pre kaidé z € X je
g[x, 4(£)] < &. Nech je teda dané I'ubovolné ¢ > 0. Zvolime si prirodzené N

tak, aby IHNQ. < &. Zostrojme vietky moZné rady tvaru:

t4 ’ v 4
Ce + £y + .. 4 NN T ENrTNer T EneeTNes T oo

kde ¢/ = 1 alebo — 1 pre1=1,2,3,... Na & =
N+2 N+3,...N+FL ...
MnoZina vBetkych tychto radov je konetna a ma 2N prvkov. Oznadime

1 pre vietky 1 = N + 1,

ju A(e). Nech z€X, = Mmaaa. V mnozine A(g) existuje prvok y = M ela

n=1 n=1
taky, Ze e/ = g;prei = 1,2,3, ... N. Teda o(z, y) < 2 <& = o=z, A(e)]

Predoslé vety nam ukazuji najzdkiadnejsie vlastnosti priestoru (X, o), ktoré
v dalSom pouZijeme.

Definicia 3. Funkciou S(x) definovanou na priestore (X, p) budeme v daldom
rozumiel sudet radu x.

Oznadenie. MnoZinu vietkych funkénych hodndt funkcie S(z) oznadme zna-
kom W. MnoZina W je teda akdsi mnoZina redlnych &isel a naidim cielom je
vySetrovanie vlastnosti mnoZiny W.

Veta 3. Funkcia S(x) je spojitd na celom priestore X.

Dékaz. Nech x € X. Mame ukazat, Ze funkecia S(z) je spojitd v bode z.
Znakom R, oznad&ime zvySok po n-tom élene v rade (1). Nech ¢ je H,svodﬂo?m

kladné é&islo. Zvolime prirodzené 2 tak, aby Ry A —. Potom pre g(z, y) <<
jelS(z) — S(y)] = 2Ry <e.

Dosledok: KedZe priestor X je kompaktny, mnozina W je ticz kom-
paktnd v B,. Teda W je uzavretd a ohranitend. Zrejme je sup W = §(¥),

.N/«

il/\

2
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kde E=a, +ap+ag+ ... +a,+ ... ainf W=28(F), kde E= —a, —
—fy— Oy — ... — @, — ... Plati sup W = — inf W.V dal%om oznatme 4 =
= sup W. Mno%ina W sa teda dostane, vzhladom na znéme vety o Struktire
linedrnych uzavrenych mnoZin, z intervalu < — 4, 4 > vynechanim spodet-
ného systému otvorenych dizjunktnych intervalov (tzv. styénych intervalov).

Oznadenie. V dalfom zékladny rad (1) budeme ststavne znatit znakom £.

Rad
&y + 8y + &85+ ... 52+ .o,

vzniknuty aplikovanim schémy:
[&] = &1, €35 835 « v Eps -

na rad £ budeme pre struénost znagit znakom [«] £ Jeho stidet teda je S([«] §).
Veta 4. Mnofina W je husio rozloZend.
Désledok. Kedze W je uzavretd (pozri désledok vety 3), W je perfektnd

mnoZina.
Dokaz. Méme ukézat, fe katdy prvok S([«]&)€ W je pre fiu hromadnym
bodom. Nech teda S([«]€) € W,nech [«]& = > ¢,1,. KedZe rad (1) konverguje,

n=1
je a; = 0. Nech & je lubovolné kladné &islo. Existuje prirodzené n tak, Ze

€ " .
Oy << 5 Nech &/ = ¢; pre i = n a &, = — ¢,. Utvorme schému:

3 ’ ! /
[o'] = €}, &5, €5, « .- &, -

a zostrojme rad [«']& = M eia;. Potom:
i=1
[8([a]€) — S([«]&)] = |2e,34| <,
z Soho vyplyva tvrdenie vety.
Veta 5. Mno¥%ina W je symeirickd podla bodu O.

Dékaz. Nech S([«]£) € W. Potom ku schéme:

&) =g, 8, 85y 00 £y o e

zostrojme schému: r o, ,
[—oa]=¢,60,65, .0.6p; .-

tak, aby ¢, & ¢, pre kaidé prirodzené n. Vidiet, Ze
S([x]&) = — 8([— «]4).

Poznimka. Dalsie vety ndm ukéZu, Ze v &pecidlnych pripadoch v dalsom
uvafovanych Struktira systému styénych intervalov mnoZiny W podstatne
zévisi od pomeru velkosti &lenov zékladného radu (1) k zvySkom k nim pri-
sludnym.
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Vydetrenie §truktiry systému stynych intervalov vykondme pre dva Spe-
cislne pripady. V prvom pripade budeme predpokladat, Ze pre kazdé pri-
rodzené k v zékladnom rade (1) plati: @, > Ry; v druhom pripade zase,
te pre ka#dé prirodzené k plati: a; = E,.

Prikladom pre prvy pripad moéze slazit rad:

i 1 1 1
um.+.w|».+MN+ +Im¥|+ml+ .

alebo vieobecnejii g-adicky rad tvaru M Mwn“ , kde g celé 2 2, 0 < ay,,—y < g-
n=1
Skutodne pre kazdé k = 1 plati:
Gop+ Oop+: g—1 1 1 1 -
Ropy = QNIH ea Q.Niw te = g+t Hlnlul T < mﬁvw :
mwm

Prikladom pre druhy pripad méZe sliZif geometricky rad:

14g+E+E+ ...+ +...
s kvocientom g, 'w. s¢<L Skutoéne pri tejto volbe kvocienta je:

q
1—¢

R, = mr + m.w+u 4+ mr+u . mrl“_. = QT&.

Najprv sa budeme zaoberat pripadom prvym.

Oznadenie. Nech n je prirodzené &slo. Znakom Iee; . . . &, oznadime otvo-
reny interval so stredom v bode &ay + &t + . .- + e,a,, 8 pravym kon-
covym bodom 8([«;]£), kde

[ = &0, + &g+ - - -+ €% T Cngx — Tnta — Fnts — -
a s lavym koncovym bodom S([x,] £), kde
[og]E = 101 + ey + - - - + 800 — Baiy + Otz t B T - -

Ak znamienka ¢; volime I'ubovolne, dostdvame takto celkom 2 takychto in-
tervalov. Nech n prebieha vietky prirodzené &isla, t. j. nech n =1,2,3, ...
Potom uvedené intervaly tvoria urdity spoletny systém otvorenych inter-
valov, ktory oznadime znakom Y.

Veta 6. Nech v zdkladnom rade (1) pre vietky privodzené k plati: a; > Re.
Potom systém y predstavuje systém styénych intervalov mno¥iny W v intervale
< — A, A >, kde A je subet zdkladného radu (1).

Dékaz. 1. Napred ukéZeme, e intervaly systému y st dizjunktné s mno-
¥inou W, t. j. pre kazdé Iee, . . . &, € Y plati:

Igeg . e, W=40.
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Nech nejaky prvok S([«']£) € W patri do Tee, ... ¢,.
Nech [a']¢ = eja; + eja, + gy + ... Fea,

UkéZeme, Ze potom musi byt & = ¢ pre i = 1,2, ... n.
Nech totiz existuje aspoli jedno & 4 ¢; pre nejaké i = 1, 2, ... n.
Nech ¢] je prvé tohto druhu a nech & = + 1, aviak & = — 1 (v opatnom

pripade je tivaha rovnakd). UviZme, Ze je:

2B; = gy + 2400 + 20545 + - 2 (i41Bigy — & ili) T
-+ Am-.+ma«_.+m - mM+N§_.+wv + i £ + Am=®= - mw_s‘«uv + AQ\:.*.» - m“.+m§=+~v+
(= Bpia — Epialats) F (— Cups — &) 19%0rs) + (— Cugg — Efpauiy) +

Kedie 2a; > 2R;, z toho vyplyva:
20; > (i41%i41 — Epaivg) + (Sinalige — Elyalips) + ..+ + (6,2, — £1,) +

F (@t = Ept1Bnt1) F (— nia ~— Ehpollnga) + (— Qg — Eysllnyg) -+
R G P AT T

Z toho vyplyva S([«']1£) > S([x]&), t. j. S([o']€) lezi napravo od pravého
koncového bodu intervalu Ies, ... ¢,, teda S([o'] &) § Ic¢, . .. &,. Musi teda

byt &/ = ¢ pre ¢ = 1, 2, ... n. Potom v8ak zpomedzi prvkov mnoziny W je

¥y

k &islu & @), + eya, + ... + £,2, sprava najbliz& prvok S([«,]£), kde
[0]& = &0y + ey + ... + &% + Gpyy — Buyg — Apig — -
¢o je pravy koncovy bod intervalu a zlava najblizsi je S([a,]&), kde

_”bﬁmum = mwm«u |.T L2 lT A ..T Enly — Anyq |“I §a+m IT Apt3 + ety

¢o je Tavy koncovy bod intervalu.
2. Dalej ukéZeme, Ze intervaly systému y st po dvoch -dizjunktné. Nech
teda Iee, ... e, Ieje; . .. &, €. Mdme ukézaf, Ze plati:

Ieyey ... e, Ielel ... &) =@,
pricom v3ak predpokladdme, Ze tieto intervaly nie st totoZné, t. j., Ze
g 1 &0y + - - &%, = £y + &3 + ...+ £y
Najprv ukaZeme, %e rovnost:
g, + ... +em, =cela; + ... + elag (3)

moéze nastat v tom a len v tom pripade, ak k =na ¢; = el pre¢ = 1,2, ... n.
Skutoéne musi byt ¢; = ¢, pretoZe v opatnom pripade by vzhladom na pred-
poklad @, > R, jedna strana rovnosti (3) bola kladnd a druhi zdpornd. Je
teda ¢] = &, a rovnost (3) prejde v rovnost:

€9y + 303 - ... - E,0, = £j0y + £505 + ... + £la,.
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Z toho analogicky vyplyva, Ze & = ¢,, atd. Tymto postupom po kone&nom
poéte krokov sa presvedéime, Ze k = n a & = ¢ pre 1 =1 < k. Ak naopak
k=mnag =¢prei=1,23,...n, potom rovnost (3) zrejme plati. Nech je
teraz Ieye, ... &, 0 Ieje;. .. &, = @. Potom tento prenik je nejaky otvoreny
interval. V dosledku toho musi asponi jeden koncovy bod jedného z uvaZova-
nych intervalov (napr. intervalu Iele; ... &) patrit do druhého intervalu
(do Iee, ... e,). Aviak tento koncovy bod je prvkom mnoZiny W, teda
Iejgy ... 6,0 W == 0, o je vo spore s 1.

3. UkédZeme, %e kaidy styény interval mnoZiny W splyva s nejakym inter-
valom systému y. Nech teda J = (1, 7,) je stydny interval munoZiny W v inter-
vale <— A, A >. Teda: i, = S([x,] &) € W, iy = S([a,] £) € W. Nech:

(o] & == ey + 83 + -+ + &% + Ear1Baty T Engalngs + - - (4)

UkéZeme, Ze existuje index k tak, Ze pre n >k je ¢, = — 1. Nech by tomu
tak nebolo, potom rad (4) by obsahoval nekoneéne mnoho ¢lenov ¢,a, takych,
i0 g, = + 1. Oznadme ¢ =¢; — 4, > 0. K mmm?.m.‘b&doﬁm také velké n, aby
g,=+1aa,< W_“wo je moiZné, pretoze rad (1) konverguje, teda a,— 0].

Ked v rade [«,]£ zmenime znamienko pri dlene a,, t. j. ked utvorime rad

[o] &, pre ktory bude platif:

{6} =¢la, + etas + gh05+ ... + €a, + ...,
g, = & pre k = n a &, == ¢,, potom zrejme
S([w18) — S([618) > 0 a 8([w] &) — S([a]é) = 2a, < &,
t. j. S([#]&) €J, &o je spor. Teda musi byt:
[0 = &8 + e85 + ... + €8, + Cuyy — Bugg — Bpyg — - .«
Ako sme uZ videli, dislo S({«,]&) zpomedzi vietkych prvkov mnoZiny W je

najblizsiec leZiace k dislu ga, + &0, +... + &,a, sprava. Zlava najbliiie
le#iace je &islo S([«}] &), kde

(03] = &0y + &8s + -« + 84y — Qpag F Cppg T+ Cpys + - -

Keby bolo i, << S([#] £), potom vzhTadom na 8([x]] §) < 8([a,] £) by bolo
S([x]] &) € (4,, 1;), %0 nie je moZné. Podobne nemdZe byt ani i, > S([«]] &),
pretoze potom vzhladom na to, Ze 4, < 4,, by bolo i, € {S([«;] &), S([eq] &)}, o
nie je mo#né (pozri 1.). Musi teda byt: i, = S([f] &) = S([og] £) a tym
je dokaz vety 6 hotovy.

Veta 7. Nech v zdkladnom rade (1) pre kaZdé prirodzené k plaii: a, < Ry,
Potom systém styéngch intervalov mmoZiny W v intervale < — 4, 4 > je
prizdny, 8. j. W= < — 4,4 >.
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Doékaz. Vzhladom na vetu 5 stadi ukdzaf, Ze pre kaZdé a € < 0,4 >
existuje znamienkovd schéma [«] tak, Ze S([«] £) = a. Pritom sa stadi ob-
medzif na interval < 0, 4 ), pretofe 4 = S(&) (schéma: [¢] =+ 1, + 1,
41, ...+ 1.0,

Nech teda a € < 0, 4 ). Existuje =, tak, Ze:

G+t ... ta, =0, 8leatat ... ta, >a. .

Oznadime Op, =0+ +... +a,, je zrejme: ?5 —al = U, Ked je
a=o, — R, kde R, jezvySok pon,-tom élene v zékladnom rade (1), tvrdenie
vety je dokdzané. V opadnom pripade existuje n, také, ze: a; + ag + ... +
0 — Gy 4y —. o~y 2 a,avEaka; oyt .. O Oy Gy
< a. Oznadime o, =a; + a3+ ... + @y — @y 4y —-.. — a,, zrjme |0, —
—a| £ a,,. Ked je a = 0,, 4+ R,, tvrdenie vety je dokdzané. V opadnom
pripade existuje ng; také, Ze:

e R R — Oy, Gy F e Oy S 4,

aviak a; ... 4 Uy = Cpgy — v — Oyt Opgy +. oo+ 2y, >a. Oznadime

Ony =1 F oo F oy = Gy~ = @y F Gry o o 0y, potom arejme:

[0a, —al= @y, atd. o

Z celého postupu vidiet, Ze mime tieto moZnosti:

a) Pre nejaké prirodzené k bude a = g, + (— :».aé. Potom je dokaz
hotovy.

b) Pre Ziadne prirodzené k nenastane pripad a). Potom dostivame neko-
necénit postupnost prirodzenych &isel:

Ny g oee < Mp<...

arad: [x] £ =a, +... O Oy — e — @y o+ (=1,
Ukézeme, %e a == S([«] £). Z konktrukeie radu [o] & je zrejmé toto:
Ak oznatime g,, =@, 4 ... + Upy — Qpgy = -+ — O+ .00+ (—1)Fg,,

bude platit: |o,, — a| < a,, teda lim o,, = a. Postupnost &iastoénych saétov
k> o>

{0,)a=1radu [«] & je konvergentna (vzhladom na konvergenciu radu) a kedZe
postupnost {0, }=1 je z nej vybrand, obe postupnosti buda maf ten isty
limit, teda:

lim o, = a = S({«] &).

n—roo
Tym je dékaz hotovy.
Doglo dnia 21. IV. 1954.
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O CYMME KOHBEPTEHTHBIX PAJOB
TUBOP IHAJAT

BruiBognl
IIycry a; +ay 4 ... a,+ ... (1) ecTb KOHBEPIeHTHBIH# PAX C MNONOIKUTEILHBIMU
urenamy. 1lyets 4 cGozHawaer cyMmy atoro p:pa. Hazo o6pasosaTh BCe BO3MOXKHBIE
PARBL: &0, — &Q + ... + &, -+ ... (2) tae & ects + 1 uam — 1 ANA KaIK[Oro Ha-

TYDPAJBLHOIO U,

IIperMeTOM HaCTOAIel paboThl ABJIAETCA MCCHEAOBaHMe CBOMCTB MHOXECTE W CyM-
MbI BCEX BO3MOXKHBIX DPAIOB (2).

B paboTe J0KazaHO, YTO MHOXKECTBO W SABIACTCA XOHTAKTHOE M nnoTHoe B cebe,
Jajbllue SABJAETCA CMMMETPHYecKoe o OTHOINEHMIO K Havajy. B Takom caydae, Korfa
Kaxpoi uixeH pajga (1) sBiaserca OoJabule, UeM OCTATOK DAKA K HEMY IPMHAZAJIEKAIO-
s, moayuMM MHOXkecTBOo W u3 mHTepBana < — A4, + .4 >, ecny BINyCTUM CHETHYHO
CHCTEMY OTKPBITHIX MHTEPBAJOB, KOTOPBIX CepefiyiHa ABJIAETCA COOTBETCTBEHA C Iap-
LMaNLHBIMIM CyMMaMy PAfoB (2). B caydae, Koraa HMKAgRON! ujeH paAza (1) He 6oxbue,
KaKk u36bLITOK PAZa K HeMy NpMHAJJIeXkAalMit, BHIIOJAHAET MHOMKeCTS0 W Bech MHTEp-
Ban <— 4, 4>, 1. e W =<—A4,FA4>.
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