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UVOoD

Predlozend praca nadvizuje na autorovu pracu [1], ktorej obsahom je vy-
Setrovanie vlastnosti direktného stiéinu polograp, najms jednoduchych. Cie-
Tom tejto price je néjst nevyhnutné a postadujice podmienky k tomu, aby sa
koneénd jednoduché pologrupa bez nuly dala rozlo#it na direktny stéin inych
pologrip.

Uvodom si pripomenieme zikladné definicie a vety z tedrie polograp. Po-
drobnejsie poudenie o tom itatel néjde napr. v praci Schwarz [1].

Pologrupou nazyvame kazdi neprazdnu mnoZinu S elementov @, b, c, ...
ktord je uzavretd vzhladom na nejaki jednoznadnd asociativnu operaciu
(nasobenie): (ab) ¢ = a(bc).

Kazdt neprézdnu podmno#inu 8§, pologrupy 8, ktord pri te] istej definfcii
nasobenia tvori pologrupu, nazyvame Ciastoénou pologrupou pologrupy 8.

Neprédzdnu podmnozinu L pologrupy 8 nazyvame lavim idedlom polo-
grupy &, ak je splneny vztah SL C L, t. j. pre kazdé s € S, 1 € L plati sle L.
Pravym idedlom nazyvame neprizdnu podmnozinu R, ktors spliuje podmienku
RS C R. Obojstranngm idedlom nazyvame podmnoZinu M, ktord je stdasne
lavym aj pravym ideslom pologrupy 8, t. j. splituje podmienky SM C M,
MS C M.

Kazdy Tavy (pravy, obojstranny) idedl pologrupy S je jej Giastotnou polo-
grupou.

Prenik (ak je neprézdny) a stet dvoch lavych (pravych, obojstrannych)
idedlov je Iavy (pravy, obojstranny) ide4l.

Lavy (pravy, obojstranny) idesl pologrupy § nazyvame minimdlnym ided-
lom pologrupy 8, ak uz neobsahuje v sebe ako vlastna podmnozinu Ziadny
iny lavy (pravy, obojstranny) ide4l pologrupy 8. .

Pologrupa nemusi obsahovat minimélne idedly.

Prenik dvoch réznych minimélnych lavych (pravych) idedlov je prizdna
mnoZina.

Pologrupa § méze mat najviac jeden minimdlny obojstranny ideal N. Tento
je potom podmnozinou kazdého obojstranného idedlu z-8 a d4 sa teda defi-
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novaf ako prenik vietkych obojstrannych idedlov z 8 (tzv. Suskeviéovo jadro).

Pologrupa § moZe (ale nemusi) obsahovat element z tej vlastnosti, Ze pre
kazdé o € § je za = az = z. Takyto element nazyvame nulou pologrupy.

Pologrupa moéze obsahovat najviac jednu nulu. :

Nula (ak existuje) je pri uvedenej definicii minimality zrejme jedinym existu-
jicim minimdlnym lavym (pravym, obojstrannym) idedlom. V tomto pripade
je preto vyhodné minimilny idedl definovat ako idedl, ktory okrem nuly (nu-
lového idedlu) neobsahuje uZ Ziadny iny podidedl rovnakého druhu. Potom
plati:

Prenik dvoch réznych minimalnych avych (pravych)idedlov je nulovy idedl.

Pologrupa méze mat viac (aj nekoneéne mnoho) minimélnych obojstran-
nych idedlov.

My sa tu budeme zaoberaf iba pologrupami bez nuly, takZe nebude zéleZaf
na tom, ktorQ definiciu minimality pouZijeme.

Pologrupa méze (ale nemusi) obsahovat idempotening element (kratko idem-
potent), t. j. taky element e, pre ktory plati ¢? = e.

Kazda koneénéd pologrupa obsahuje aspoii jeden idempotent.

Pologrupa § méze mat najviac jeden jednotkovy element (jednotku), t. j. taky
element e € §, ktory pre kazdé a € § spliiuje vztah ea = ae = a.

Pologrupa 8 moéZe mat aj viac (aj nekoneéne mnoho) lavych jednotiek, t. j.
elementov ¢; € 8, ktoré pre kazdé o € § splituji vziah ¢j2 = a. Podobne méie
existovat viac (aj nekone¢ne mnoho) pravych jednotiek, t. j. elementov ¢, € S,
ktoré pre kazdé a € 8 spliiuji vztah ae, = a.

Kazdy idempotent minimaineho lavého (pravého) idedlu je jeho pravou
{favou) jednotkou.

Pozndmka o oznadovani: Symbol 8, C § znadi (na rozdiel od §; € §),
ze 8, je viastnou podmnoZinou mnoziny §. Sidet dvoch mnozin §,, 8, budeme
znatit {8y, §,} alebo 8, + 8,. Rovnaky vyznam mé symbol ZS;. Ostatné ozna-
denia maja obvykly vyznam. :

1. STRUKTURA KONECNYCH JEDNODUCHYCH POLOGRUP
: BEZ NULY

KedZe sa v dalSom budeme zaoberat Specislnejsimi otdzkami, ktoré sa ty-
kajt jednoduchych polograp bez nuly, musime si najprv trochu podrob-
nejéie vylozif Struktaru takychto polograp. To bude obsahom tohto odseku.
Niektoré vysledky tohto odseku st zndme (pozri napr. Suschkewitsch [1],
Schwarz [2]). Poddme ich v8ak vo forme pre nade tilely obzvlast vyhodne;j.

Definicia 1,1. Pologrupu S nazgvame jednoduchow, ak neobsahuje #iadny oboj-
stranny idedl rozny od S a nulového idedlu (ak S md nulu).

Specislne pripady jednoduchych polograp st tzv. zlava a sprava jedno-
duché pologrupy.
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Definieia 1,2, Pologrupu S nazgvame zlava (sprava) jednoduchou, ak neobsa~
huje Ziadny lavy (pravy) idedl rézny od S a nulového idedly, (ak 8 md nulu).

Veta 1,1. Pologrupa S bez nuly je 2lava ( sprava} jednoduchd vtedy a len
vtedy, ak v nej rovnica xa = blax = b) md riedenie pre kasgs a,bes.

Dokaz. Pozri napr. Ivan [1], veta 1 a la.

Z axiomatiky tebrie grap a z vety 1,1 vyplyva, ze
jednoduchd pologrupa bez nuly je grupou.

Veta 1,2, Nech 8 je pologrupa bez nuly, L jej minimdlny lavyj o R minimdiny
pravy idedl. Potom L je 2lava a R sprava jednoduchd pologrupa bez nuly.

Dodkaz. Pozri napr. Schwarz [3], veta 3,5.

Veta 1,3. Jednoduchd pologrupa S bez nuly, kiord obsahuje asport jeden mini-
mdlny Tavy (pravy) idedl, je sudtom minimdlnych lavych (pravijch) idedlov.

Dokaz. Pozri napr. Schwarz [2], veta 2,1, .

Poznémka. Odteraz sa budeme zaoberat u¥ iba konegn
bez nuly.

Veta 1,4. Nech S je koneénd pologrupa bez nuly, nech L, je jej Tubovolny mi-
nimdlny lovy a R, minimdlny pravy idedl. Potom:

1. L;n B, = Gy je grupa,
2. Gy, je minimdlnym pravym idedlom v L; a mainimdlnym Fovym idedlom
v .Nwwu .

3. grupa Gy, sa dd vyjadrit aj takto:

dava a zdrovel sprava

ymi pologrupami

Gip = el = Ryey,
kde ey, je jednotka grupy Gy .
Dékaz. 1. Dokdzeme najprv, Ze Gy = L; N By, je neprazdna mno¥ina. Uva-
Zujme stéin R,L;. Ten je iste neprézdny. Pritom je:

B L;CL;, RI;CR,,

B L; C Lin Ry,
teda mnoZina G, = L; n R je neprazdna.

Ukézeme teraz, Ze neprizdna mmoZina Gy C S je Siastodnou pologrupou
pologrupy 8. K tomu stadi dokdzat, %e sidin Tubovolnych dvoch elementoy
z Gy je opit element z Gy .

Nech a, b st Iubovolné elementy z Gy, t. j.

Q\mh..u Q.m.mwtm Omh—.u ~me~r

to vSak znamens, Ze:

Pretoie L;, R, st pologrupy, plati:
ab € L;, ab € R,
ab€L;n R, = Gy
Kedze Gy je koneénd pologrupa, obsahuje aspoti jeden idempotent. Oznaéme

ho e;,. Idempotent e;;, patri do miniméalneho lavého idedly L;, teda je pravou

teda:
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jednotkou pre kaZdy element z L;, teda aj pre kazdy element z &, . Ale idempo-
tent ey, patri zdroven do minimalneho pravého idealu By, teda je zaroveii lavoy
jednotkou pre kazdy element z R, teda aj pre kaidy element z G;. To zna-
mens, Ze idempotent ¢, je jednotkou pologrupy ;. Iny idempotent uZ @,
neméze cbsahovaf, pretoie ten by bol z tych istych dévodov jednotkou v @;,
a pologrupa, ako bolo v Gvode konitatované, moze obsahovat najviac jednu
jednotku.

Podla vety 1,2 idedl L; je zfava a idedl R, sprava jednoduchd pologrupa
bez nuly. To na zaklade vety 1,1 znamend, Ze rovnica za = b ma rieSenie
x € L; pre kazdé a,b € L; a rovnica ay = b mé rieSenie y € R, pre ka#dé
a, b € R,. Specilne rovnica

xa = e 1y

m4é rieSenie « € L; a rovnica 9
ay = e A v

mé rieSenie y € R, pre kazdé a € (. Nasobme rovnicu (1) elementom y sprava:

0y == ey,
z oho dostaneme
Yl = €Y,
r=1Y.

To znamend, Ze rovnica (1) mé riefenie x € Gy, pre kazdé a € Gy, . Indd povedand:
ku kaZdému elementu a € Gy existuje (Yavy) inverzny element. Z axiomatiky
teérie grip vyplyva, e mnozina G je grupou, & b. t. d.

2. Pretoie Gy, = L; n Ry, je Gy C L;, Gi C R,. Na zdklade toho je:

GuL; € LiL; C L;, GyL; C B L; C Ry,
GaL; CL;n B, =G,

teda Gy, je pravym idedlom pologrupy L;. Je to zrejme minimélny idedl v L;,
pretoZe grupa, ako je zndme, nemdze obsahovat vlastny idedl.

Prave tak sa dokdZe, Ze G, je minimdlnym Tavym idedlom v R,.

3. PretoZe je R,L; C G, pre kazdé a € Gy, plati:

al; C Gy, By CGy.

MnoZina al; C L; je zrejme pravym idedlom v L; a mnoZina Rz € R, Tavym
idedlom v Ry . PretoZe viak (;; je minimélnym pravym idedlom v L; & mini-
malnym lavym idedlom v R, plati:

er == QN«. = \wkg

pre kazdé a € Gy, teda aj pre ey, t. j. Gy = e l; = Riey, & bl t. d.
Teraz uZ fahko dokdZeme daldin vetu o Struktire konednych jednoduchych
pologriip bez nuly.
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Veta 1,5. Koneénd jednoduchd %&oﬁﬁ%@ bez nuly md talkito Sruktdru:

ms ~ n
,@[}MMEHMM._‘HM&,E?
= i=1 k=1 E=1 i1
kde L; st jej minimdine lavé, R, minimdlne pravé idedly, Gy = L; n R, sii na-
vadjom izomorfné disjunkiné .E.EQ a %%.e&u@& Cisla s, t maji zrejmi viznam.

Uo_ﬁ@Nwo&mﬁwﬁ%HmH@@! M hl M m?rmch:m»n:5~EEm\Fm~,~2m
=1 k=1

resp. pravé idedly v §. Vietky h.. su disjunktné, prave tak aj vietky R,. Teda
aj vietky grupy Gy, = L; n R, st navzdjom disjunktné. Z toho dalej vyplyva,
Ze kaidy element a € § padne do niektorého minimalneho Tavého idedlu I;
a do nielktorého minimélneho pravého idedlu R,, teda padne do niektorej
m_.zd< Q:N Tym je dokézané, Ze pologrupa § je stidtom st disjunktnych grap:
8= M. M G- Treba elte dokdzaf, e vietky tieto grupy st navzijom izo-
i=1 k=1

morfné.

Podla prave dokézaného je L; = MQ.T R, = MQ.» Podla vety 1,4 je &), =

= ¢ L; = Rie;. Teda je:

Gi = epL; = ey Gyy + Gy +
= el + exliy +
z ¢oho vyplyva:

e Gt Gy =
s e SRR Sy AL

ealiy C Gy

Podla vety 1,4 grupy G;;, G4 st minimalne pravé idedly v L;. MnoZina e; G, C
C L; je zrejme pravym idedlom v L;, pretoze e; Gy L; C ¢,G; . Pretofe viak
G, je minimalny pravy idedl v L;, musi platit:
Gy = ez, (3)
Q:” @wm&” AQEITQE«T |TQ..—+ ITQSVQ
=Gyey + Gy + ... +6G+ ... + Qe

Ghe; €4y

i =

z &oho vyplyva:

Podla vety 1,4 grupy Gy, G5, st minimélne lavé idealy v R,. MnozinaGy, e,, C R,
je zrejme tieZ ldvym idedlom v R,. PretoZe viak G, je minimélny lavy idedl v R,,
musi platit:
Gy = Gy €54 (4)
Z (3) a (4) vyplyva:
R Gip = en Gy . ()
To znamend, %e prvky Tubovolnej grupy G, mézeme vyjadrit pomocou prvkov
grupy Gy, a jednotiek grap Gy, G, .

Prvky grupy Gy, oznadéme ey, ay, by, ¢y, ..., kde e;; je jednotka. Ak x,
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prebieha vietky elementy z G,, potom podla (5) e;%,; e; prebieha vietky
elementy grupy G,,. Ak z,; = ¢,;, potom

€ir €11 €1 = €ii (€g3 €3) = €3 €5 = €.

To nds nabdda k tomu, aby sme aj ostatné elementy e, ;, e;) € Gy oznadili ;. .

Teda poloZme:
: Zip = €ip Ty3 €1y (6)

pre kazdé z,, €@,,. Takto dostaneme vietky elementy grupy G : ey, @,
ik, Cik, + - Je ich zrejme prave tolko ako elementov grupy G, [na ziklade
vztahu (5)].

Teraz uvazujme také zobrazenie grupy Gy, na grupu G, ktoré kazdému
elementu x,; € G, priradi element z;, = e;, 2, €;, € G,

Ty > Zip . (7

Toto zobrazenie je v désledku vzahu (5) zrejme vzdjomne jednoznaéné.
UkédZeme, Ze je to izomorfizmus. .

Nech a;;, by, st Tubovolné elementy grupy G4, a nech ay, by, = ¢,,. V zobra-
zenf (7) im zodpovedaji elementy a;,, b, ¢,

@y >, by > by, 0y > 0
Treba dokazat, e a; by = c;,. Skutodne je:

Aip bip = €5 yy €5 - € byy €5y = €50y (e €5) byy €, =
= €k Uyy €y byy €1 = €3 0y (€51 byy) €5 = € @y, byy ¢y =
= ek (211 b)) € = e €5 €1 = €y -

Tym sme dokézali, Ze grupa Gy; je pri zobrazeni (7) izomorfna s TubovoInou
grupou Gy, :
Gy =Gy,

PretoZe vBak vatah = je reflexivny, symetricky a tranzitivny, tym je dokd-
zané, Ze vietky grupy G;; sd navzdjom izomorfné.

Désledok vety 1,5. Kafdy minimdlny lavy (pravy) idedl komelnej jedmo-
duchej pologrupy 8 bez nuly md prdve tolko idempotentov, kolko je minimdinych
pravych (lavych) idedlov v S.

Pozndmka 1. V dbkaze vety 1,5 vyznadnt tlohu mala grupa @,,. To viak
zrejme nie je podstatné. Miesto grupy G, sme mohli hociktora ind z grip Gy
zvolit za ,,prvi‘‘. Zmenilo by sa tym iba oznadenie.

Pozndmka 2. Okrem izomorfizmu (7), uvaZovaného v dokaze vety 1,5,
méZu zrejme existovat aj iné izomorfizmy. Napr. podobne ako vztah (5)
da sa dokdzat aj vztah Gy = e, @y, e, ktory vedie vo vieobecnosti na iny
izomorfizmus.

186

Definicia 1,3. Navzdjom izomorfné disjunkiné grupy G, ktorgch suéom je
jednoduchd pologrupa S bez nuly, budeme nazygvat grupovymi komponentmi polo-
grupy S. Grupovgm komponentom budeme nazyvatl aj abstrakind grupu G =~ G;,.

Pre grupové komponenty plati:

Veta 1,6. G;, Gy = G,

Dékaz. PretoZe Gy =1L,n Ry, Gy=L;aR;, je Gy CL;, Gy C R,
G;CL;, G, CR,.

Na zaklade toho H.mu Q—.k Qt ln.. .N.\«. .N~ m h\v

pretoze L; je Tavy idedl v S. Zaroveii jo:
GGy C B B C Ry,
pretofe R, je pravy idedl v 8. Teda:
GGy CLin By = Gy
PretoZe G; je pravy idedl v L;, je:
GGy L C Gy Gy,
b.j. Gip G € L; je pravy idedl v L;. Pretoze viak G, je minimélny pravy
idedl v L;, musi platit: ~
@ Gy =Gy,

Prave tak sa dokdZe:
Veta 1,6a. Nech x,,, x; sit lubovolné elementy z Gy, resp. Gy, potom plati:

2y Gy = Gy, Gy vy = Gy
Podla vety 1,6 vidy plati:
G Gy =Gy
Vznikd otdzka, & aj pre idempotenty (jednotky grap) vidy plati:
€k €jl = €jk,
t. j., ¢ sadin Iubovolnych dvoch idempotentov je vidy idempotent.
Na zdklade vety 1,6 mézeme tvrdif iba to, Ze:
€k @.t € Qtw .
Pre j = ¢ alebo I = k to viak vidy platf na ziklade toho, ze kazdy idem-

potent minimélneho lavého (pravého) idealu je jeho pravou (lavou) jednotkou.

Teda vidy plati:
» €ik €i) = Cip-

€ip €jp = Ejp - (8)

AvSak vo vieobecnosti je e;, ¢; == ¢j; , 0 Com sa presveddime na nasledujtcom
priklade.
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Priklad. Pologrupa S = {(4,, ay, a, ay, g, Ug, Uy, dg}, v ktorej nisobenie
je definované touto multiplikaénou tabulkou:

| o a, A3 Qy Qg Qg Uy Qg
ay | Gy Gy ap 0y ag 0 ¢ ag
Ao | A @y @y @) 0g a5 g a4
| a3 @y ay ay ag a; a, ag
Ay | @y Q3 04 03 @y ag Oy a,
A5} @ Qp Ay G Qg G G5 Qg
Ug| Ay Oy @) Ay g a5 g g
Q| ay a3 a3 a4 @, g a; ag
agl a; ay a, a; ag a, ag a,

je jednoduchd bez nuly (priamo sa méjeme presveddéit, Ze asociativny zdkon
je splneny). Jej minimdlne T'avé idedly st:

Ly =y, a5, a5, ), Ly = {as, aq, a,, ay)
a minimélne pravé idely:
By = oy, 05, a5, a5}, By = {a, Uy g, g}

Vidime, e S = L, + L, = R, + R,. Podla vety 1,5 pologrupa § je stdtom
Styroch nazvdjom izomorfnych disjunktnych grip. St to:

Gy =Ly N B, = {a, ay), Gro=1L,n R, = {ay, a4) .
Gn = Ly 0 R, = {a5, ag), Gy =Ly 0 Ry = {a,, ag).

V nafom oznadeni teda je:

€1 =0y € =03 &y =d5 &y =y
) Uy =0y Qg = @y Gy = g 0Oy = 0y
Plati:
€11 €12 = Oy Oy = Gy =€)y, €); €y = Gy (g = g = €315
avak
€19 € = (3 05 == Qg = Q.

Vidime teda, %e stéin dvoch idempotentov nemusi byt vidy idempotent.
VSetky koneéné jednoduché pologrupy bez nuly méZeme teraz rozdelif do
dvoch skupin podla toho, &i spliinji alebo nespliiujd podmienku:

ik G = €5 (9)
pre kazdé ¢, 4, k, 1.

Definicia 1,4. Koneiné jednoduché pologrupy bez nuly, kioré splivuji pod-
mienku (9), budeme nazgval jednoduchymi. pologrupami typu A; v opacnom
pripade budeme hovorit o pologrupdch typu B.

Z tejto definicie a z (8) ihned vyplyva:

Veta 1,7. Ka#dd koneénd, 2Lava (sprave) jednoduchd pologrupa bez nuly
je typu A.
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Désledok vety 1,7. KaZdd jednoduchd pologrupa lypu B obsahuje aspor dva
minsmdlne lavé a aspoit dva minimdine pravé idedly. :

Dohovor. V dalfom budeme privlastok ,,konedéns* vynechavat. Polo-
grupa § bude viak znamenat vidy konednd pologrupu, ak nebude zvlist
ind¢ poznamenans, .

Veta 1,8. Nech S je jednoduchd pologrupa bez nuly a nech jej elementy si
oznalené podla (8). Potom vziah

@ir bji = a, by, (10)
plati pre kaZdé a,, bji €8 viedy a len vtedy, ak S je typu A,

Dékaz. Nech pologrupa 8 je typu 4, t. j. plati ;1 ¢ = e, pre kazdé 4, 4,
k, 1. Nech a;,, b;; st Tubovolné elementy z S, a;, = ¢;, €y, by = e by ¢,
potom Gie bjt = eip ayy ;€ byy €5y = ey, (5, €1) by ;) =

= € Oy €jy byy e == €3, @y (€5 byy) €1 = € Uyy byy €1 =
= e (¢j1 ayy) by )y = (e 1) (@ byy) €y = €jk €11 €j1 = Cj.

Ak @y by, = ¢;,, potom @k b = ¢;,. Teda:
U by = c;, = @i by

Nech naopak pre I'ubovolné elementy z § plati a, bjy = ay b;,. Potom
to plati $pecidlne aj pre e et b J. e e = ey e = ¢j. To viak znamend,
Ze pologrupa 8 je typu 4.

Pozndmka. Lahko sa mé¥eme presveddit, ze elementy ubovoIného Iavého
idedlu L; jednoduchej pologrupy § bez nuly spliinjt (10), t. j. plati ay by =
= @ by bez ohladu na to, & pévodnad pologrupa S je typu A alebo B. Prive
tak aj elementy minimalneho pravého idedlu R, : bjy = a;, b;,. To je v st
hlase s vetou 1,8, pretoze kazdy minimélny Tavy (pravy) ideal je zlava (sprava)
jednoduchd pologrupa, teda typu A. :

Ak viak vezmeme ideal By, k = 1a8je typu B, potom nemusi byt splnené (10),
ak elementy pologrupy R, berieme s tym istym oznadenim, ktoré dostali
v pévodnej pologrupe §. To zdanlivo odporuje vete 1,8. Rozpor vzniké prave
z oznadenia elementov. Totiy pri ,,starom‘* oznadeni je:

T bjie = €ip 0y € - ip by €
Méme tu do &inenia s idempotentmi ¢;,, e;, ktoré nepatria do Ry (k == 1),
teda nie je zarudens, ¥e plati ¢; e;, = ¢;; . Z toho dévodu nemusi byt ay b, =
== ;3 by :

Ak sa vBak na idedl R, divame ako na samostatni pologrupu a v nej oznadime
elementy podla (6), potom vztah (10) je prirodzene splneny.

V pripade ideslov R, a L; toto ,,staré* oznadenie nevedie k rozporu s vetou
1.8, pretoze vo vyrazoch: 2

@y o: = e Uy ey e by €its i by = ¢y, gy €5 €3 by ey

vietky idempotenty patria do R, resp. do L.
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Jednoduché pologrupy typu 4 maji niektoré ,,dobré* viastnosti, ktoré polo-
grupy typu B nemajt. O najdéleZitejsej z nich hovori veta 1,8. < doésledku
tychto vlastnosti sa pologrupy typu 4, ako uvidime neskér, daji omnoho
Tah8ie rozlozit na direktny sadin ako pologrupy typu B.

Mnozinu vSetkych idempotentov jednoduchej pologrupy § bez nuly o-
znadme E. Je zrejmé, e mno¥ina E tvori diastotni pologrupu pologrupy S
vtedy a len vtedy, ak S je typu 4. Doké¥eme, %e v tom pripade woﬂommcﬂm, E
je tieZ jednoduchéd bez nuly a obsahuje préve tolko minimélnych idedlov
ako 8. Najprv si viak dokiZeme jednu pomocnit vetu.

Lemma 1,1. Nech pologrupa 8', ktord obsahuje aspoti dva elementy, je ho-
momorfnym obrazom jednoduchej pologrupy S bez nuly. Potom 8’ % nevyhnutne
jednoduchd pologrupa bez nuly.

Dékaz. Nech § ~ 8 a nech § je jednoduchd pologrupa bez nuly. Predpo-
kladajme, Ze pologrupa S’ nie je jednoduché, t. j. obsahuje vlastny oboj-
stranny idedl M’ C 8. Pre Tubovolné s’ € §’, m' € M’ teda plati:

sm'eM', m'ss€M’.

Mnofinu tych prvkov z 8, ktoré sa pri danom homomorfizme zobrazia na
prvky idedlu M’, oznaéme M. Mnotina M je zrejme neprazdna aiste je M == 8.
Pre TubovoIné m € M, s € 8 potom plati:
m->m' €M, s s ey,
. ms —»>m's’ € M', sm —s'm' € M’,
z Goho lyva, %e
R mse€EM, smeM.

To viak znamend, ¥e neprdzdna mno¥ina M C S je obojstrannym idedlom
pologrupy 8, &o odporuje predpokladu o jej jednoduchosti. .

Treba este dokézat, Ze S’ je pologrupa bez nuly. DokédZeme to opét nepriamo.
Nech pologrupa §’ obsahuje nulu 2’. Mno#inu tych elementov z S, ktoré sa pri
danom homomorfizme zobrazia na 2’, oznaéme Z. Mno¥ina Z je opit zrejme
neprazdna a = 8. Pre I'ubovolné z €2, s€ § plati:

2>z, 8 >¢,
sz > 8’2 =2, 25 »2's =2,
t. j.
s2€7, :s€Z.
To znamené, e neprdzdna podmnoZina Z C § je obojstrannym idedlom polo-
grupy 8, &o je spor. Teda S’ je jednoduch4 pologrupa bez nuly.
Veta 1,9. Nech S je jednoduchd pologrupa typu A, kiord nie je grupou. Nech E
je mnoZina vsetkych jej idempotentov. Potom.:
1. MnoZina E je Ciastoénou pologrupou pologrupy S.
2. Plati 8 ~ E.
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. Pologrupa E je jednoduchd bez nuly. Jej minimdine lavé, resp. pravé idedly
Su: Nmmv p N\m N .@u .N.NM& f— ‘mw\n N @u

teda je ich prdve tolko ako minimdinych Lavijch idedlov IL;, resp. pravych R, v 8.

Dékaz. 1. Ze mnosina E je tiastoénou pologrupou pologrupy S, vyplyva,
ihned z predpokladu, se § je typu 4, pretofe v tom pripade stiéin Iubovolnych
dvoch idempotentov Jje idempotent.

2. Zobrazme pologrupu S na pologrupu E takto: vietkym tym elementom
z 8, ktoré patria do te] istej grupy @, priradime element e €E, . .

Tip = i,

ak x;, €G;. Toto zobrazenie je zrejme jednoznainé a v désledku vety 1,6
aj homomorfné. Teda je § ~ K. .

3. Podla predpokladu S nie je grupou, teda E obsahuje viac ako jeden

element. Podla préve dokdzaného a podla lemmy 1,1 E je teda jednoduchs
pologrupa bez nuly.

Oznaéme L; n £ = L. Potom plati:
ELY CEL; C L,

a zaroveti
- EL®CEECE,

bda h BLOCL,nE = L.
To znamend, #e LI = I, 0 F = {ei, €, ..., e je lavy idedl v E. Dalej pre
Iubovolné e;, € L plati:

@ e = {e;, Cizs - ey i) €= {eq, Ciny v ooy ) = L,

To v¥ak znamens, %e v idedli L mé rovnica za = b riedenie pre kazdé
2,b€ L) Podlavety 1,1idesl L{9 je minimélny. Takychidedlov LPjev Ezrejme
tolko, kolko je minimaInych Tavychidedlov L; v §. Ich stidet je rovny celému E,
teda st to vietky minimalne I'avé idedly v K.

Préve tak sa dokéze, %o R = R, n E st vietky minimalne pravéidedly v E.

Pozndmka 1. Je zrejmé, Ze ak dve pologrupy typu A maji. rovnaky polet
minimdlnych lavijch aj pravych idedlov, potom k nim prislichajice pologrupy
wdempotentov st 1zomorfné.

Pozndmka 2. Nech § je I'ubovolns jednoduchi pologrupa bez nuly, ktorg
nie je grupou. MnoZinu vietkych jej grupovych komponentov @;; oznatme
a definujme v nej nisobenie takto:

Ql«.ﬁt”ﬁu\.\m_ AHHV
Nech §’ je jednoduchs, pologrupa typu 4 s tym istym podtom minimilnych

H.@d@owﬁ.wgﬁor&@&od@Wom‘Hvogs jej Giastodnd pologrupa E je toho
istého radu ako @. :
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Je hned vidicf, Ze zobrazenie e;, — G pologrupy E na pologrupu @ je
izomorfizmus: F = ®. Z toho a z vety 1,9 vyplyva:

MnoZina & vsetkijch grupoviych komponentov kaZdej jednoduchej pologrupy S
bez nuly, klord nie je grupou, vzhladom na ndsobenie (11) tvori jednoduchi polo-
grupu bez nuly, ktord md prdve tolko minimdlnych Tavych aj pravych idedlov
ako pévodnd pologrupe S.

2. DIREKTNY SUCIN POLOGRUP A NIEKTORE JEHO
VLASTNOSTI

Definicia 2,1. Neck 8; = {aa), S; = {bg), kde x, B prebiehaji nejaké mnofiny .
indexov, st dve pologrupy. Mnofinu S vdetkiyjch usporiadanyjch dvojic (ae, bg), ,
kde ao € 8;, by €S, a v ktorej rovnost a ndsobenie je definované takijmio spé-

sobom: (aq, bg) = (a,, bs), viedy alen viedy, ak aq = a, , bg= b,

(a5, bp) (@4, bs) = (@aay, bpbs)

budeme nazgvat direkingm sicinom pologrip 8y, S, a budeme znadit S = §; xS,.
Z tejto definicie hned vyplyva, Ze direktng siéin dvock pologrip je pologrupa.
Dalej plati:
Veta 2,1. Plati 8; xS, = S, x 8, .
Doékaz. Nech 8, = {aa), S, = {bz}, potom 8 X8, == {{aa, bg}}, XS, =
- :w? Qﬂ,_w
Zobrazenie (@a, bs) — (bs, @)
pologrupy 8, X 8, na pologrupu S, X 8, je zrejme vzdjomne jednoznadné. Je to
izomorfizmus, pretoze z
. (@x, 02) > ASL ), @..5 @ev =2 @._: Qﬁv
vyplyva:
(@x, b2) (@u, b} = (ax ay, b2 by) = (b1 by, ax @) = (b1, @) (bs, ay).
Teda je 8 X8, == 83X 8.
Zrejmé je dalej platnost dallej vety. ol
Veta 2,2. Neck S; = 8], 8, = 8;, potom:
8% 8y=2 8% 8;.

Veta 2,3. Nech obidve pologrupy 8,, S, obsahujii aspori jeden idempolent.
Potom ich direkinyg sucin S = S; xS, obsahuje aspon jednu ctastoéni pologrupu
S; = 8, a aspoft jednu Eiastoénd pologrupu Sy = S,.

Dokaz. Nech ¢, €8, ¢, € S, st idempotentné clementy. Oznaéme

_m*m = :Qng QMWT 8y = A?T cm,w
Mnoziny ,wm C 8, 8] C § st zrejme Giastoéné pologrupy pologrupy S. Zobrazenie

AQQ > QNV > g
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je zrejme vzajomne jednoznaéné zobrazenie pologrupy 8! na pologrupu §,.
Je to izomorfizmus, pretoze z

(G s &) ~> @, (G, €)) — tt
vyplyva:
(ax, &) (@, ) = (Axy, &) — ayay.

Teda je 57 = §,. Prave tak sa dokdze, e S, ~ S,.

Veta 2/4. Nech pologrupa S, obsahuje asposs jednu pravid (Tavid) jednothku
a pologrupa S, aspoti jednw lavi (pravi) jednotku. Potom kady element
s€8 =8, X8, sa dd vyjadritako sidin s = s s, (s = 8,8;), kde 8, je urity element
iastocnej pologrupy S; = 8, a s, uréity element Clastoénej pologrupy S, == Sy, 1. §.

lati:
e 8 = 880 (8 = 8 8.

Doékaz. Nech a; je prava jednotka v S, a b, fava jednotka v §,. Podla pre-
doslej vety je:
ST = {(@a, by)} =2 8y, 8] = {{ay, bg)} = S,.

Nech s = (aq, 6%) je Tubovolny element pologrupy § = §;x.5,. Potom 8 =
= (Ga, b)) €8}, s, = (a,, %, € 8, a plati:

. 8 =8 8,, (12)
pretoze ;

(aw, by) (@, bp) = (@a0y, b, bp) = (@a, bg).

Z toho vyplyva: § = S .87.

Poznimka. Rozklad § = 8,5, nemusi byt jednoznadny. Ak totiz S, mé
v pravych a 8,», lavych jednotiek, potom mime aspol v = ¥ 1, rOznych
rozkladov:

S§=8;8=...=808",

Av&ak pri pevnom S a S} je rozklad (12) jednoznagny v désledku toho, e je
Six8; =~ 8.

Veta 2,5. Nech S = 8;xS,, nech obidve pologrupy 8y, S, obsahuji viac ako
jeden element. Potom pologrupa S je jednoduchd bez nuly vtedy o len vtedy, ak
obidve pologrupy 8S,, S, st jednoduché bez nuly.

Dékaz. Pozri Ivan [1], veta 7 a 8.

Poznamka. Vety 2,1—2,5 platia zrejme aj pre nekoneéné pologrupy.
Dalsie vety budd uz hovorit iba o kone&nych pologrupéch.

Veta 2,6. Nech st splnené predpoklady vety 2,5. Polom pologrupa S je jedno-
duchd typu A viedy a len viedy, ak obidve pologrupy 8y, 8, st typu A.

Dékaz. Nech S,, 8, st jednoduché pologrupy typu 4. Podla vety 2,5 ich
direktny saéin § = 8, x 8, je tie jednoduchi pologrupa bez nuly. Chceme
dokézaf, Ze je tief typu 4, t. j. %e siéin jej Iubovolnych dvoch idempotentov
je idempotent.
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Je zrejmé, Ze element (aa, bg) €8 je idempotentny vtedy a len vtedy, ak
elementy a, €S, b5€ S, st idempotentné. Idempotenty v §; oznaime e,
er, eh,. .. av Sy el ey, e, .. Potom saéin Iubovolnych dvoch idempotentov
z 8 je

(e, €r) (ef ef) = (€] ¢, €h¢f) = (¢m, €a),

teda opit idempotent z S. Teda 8 = §; X8, je typu 4.

Naopak, nech 8 je jednoduchd pologrupa typu 4 a nech § = §;XS,.
Podla vety 2,5 pologrupy 8;, 8, st jednoduché bez nuly. Dokézeme, Ze obidve
st typu A. Keby toti# aspoil jedna z nich, napr. §;, bola typu B, potom by
obsahovala aspoii dva idempotenty e}, ¢ také, Ze ] e] = ay, a, nie je idempo-
tant. Potom by bylo (¢f, }) (¢, ¢]) = (au, ¢,), t. . pologrupa § by obsahovala
aspoti dva také idempotenty, Ze ich stdin nie je idempotent, o je spor s pred-
pokladom, Ze S je typu 4.

Dosledok vety 2,6. Ak S = 8,X8; a 8 je jednoduchd pologrupa typu B,
potom aspors jedna z pologrip 8y, 8, je typu B.

Castejsie sa budeme odvoldvat efte na tato vetu:

Veta 2,7. Ak pologrupa S, obsahuje n, a pologrupa Syn, minimdlnych lavjch
(pravych) idedlov potom ich direking sitin S = 8, X8, obsahuje n = nyn,
minimalnych Lavych (pravich) idedlov.

Dokaz. Pozri Ivan [1}, veta 6.

3. ROZKLAD JEDNODUCHYCH POLOGRUP TYPU A

Teraz pristapime krieseniund¥ho problému, ktory znie: Najst nevyhnutné
a postadujice podmienky k tomu, aby sa jednoduché pologrupa
bez nuly, ktoré nie je grupou, dala rozloZit na direktny saéin inych
polograp. V tejto prici sa obmedzime iba na pologrupy typu A.

Je zrejmé, e pre kazda pologrupu § platt § = {e} X 8" == 8" X {e}, kde §" = S
a {2} je pologrupa, ktora pozostdva z jediného elementu. Tento trividlny pripad
nebudeme uznivat za rozklad a vyltdime ho z naSich Gvah touto definiciou.

Definicia 3,1. Budeme hovorit, %e pologrupa 8 sa dd rozloZit na direktny
subin, ak ewistujh aspos dve pologrupy 8y, S,, z ktorych kaZdd md wviac ako
jeden element, také, %e plati S; xSy = S. Pologrupdm 8,, S, budeme hovorit
direktné &initele (faktory) pologrupy S.

Z tejto de'inicie ihned vyplyva:

Veta 3,1. Nevyhnuind podmienka k tomu, aby sa pologrupa 8 dala rozlofit
na direkiny sudin, je: rad pologrupy 8 nie je prvolislo.

Nakoniec ukéseme, #e v pripade jednoduchych polograp typu A4, ktoré
nie st grupy, této podmienka je aj postacujica.

Na zéklade vety 2,3 staéi sa pri hladani direktnych faktorov 8;, 8, polo-
grupy S obmedzit na jej &iastoéné pologrupy. V pripade, %e pologrupa § je
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jednoducha typu 4, potom podla vety 2,6 aj jej direktné faktory 8, 8, musia
byt jednoduché pologrupy typu 4. Tejto podmienke vyhovuji okrem even-
tudlnych dalsich tie &iastodné pologrupy jednoduchej pologrupy typu 4,
s ktorymi sme sa zaoberali v odseku 1. S& to: L;, Ry, G, E, L¥, R{.

Poznimka. V dalfom bude vidy znaéif § jednoducht pologrupu bez nuly,
L;, R, jej minimdlne Yavé, resp. pravé idedly, G jej grupovy komponent, &
mnozinu vietkych jej idempotentov a L, R{? miniméilne lavé, resp. pravé
idedly v E (ak E tvori pologrupu). Dalej s bude znatit potet minimélnych
Yavych, ¢ podet minimélnych pravych idedlov v § a ¢ rad grupového kompo-
nentu Q.

Podla vety 1,9 E obsahuje prave tolko minimilnych Iavych aj pravych
idedlov ako S. G neobsahuje Ziaden vlastny idedl. Podla vety 2,7 pologrupa
G X E obsahuje prave tolko minimdlnych Iavych aj pravych idealov ako .
D4 sa &akat, e bude G XK ~ §. Skutoéne plati:

Veta 3,2. Nech S je jednoduchd pologrupa typu A, kiord nie je grupou a neck
g > 1. Poiom 8 sa dd rozloit na direking sdéin. Plati:

S~GXE.

Dokaz. PretoZe S nie je grupa, pologrupa ¥ obsahuje viac ako jeden ele-
ment: 4
E={ey,€0,. - 8m,...}.

Pre jednoduchost za grupovy komponent vezmime grupu Gy;:
G =0y = ey, @, by, 044, .-}
Elementmi pologrupy GxE buda teda dvojice (z,e;), kde x;; prebieha
vietky elementy z Gy, ¢;, vietky elementy z E.
Zobrazme teraz pologrupu G X K na pologrupu § takto: elementu (z,,, ;)
€ G X E priradime element z;, € 5:
(115 €ip) ~> Tig-

Pritom pod elementom x;; rozumieme stile element grupy G, ktory je rovny
(ako v dokaze vety 1,5) e x, ¢;,. Vidiet, Ze dané zobrazenie je jednozna¥né
a %e mnoZina obrazov pokryva celé S.

Nech (ay;, eir), (b11, ¢j1) st Iubovolné elementy z G X E. V nafom zobrazeni im
zodpovedaji elementy a;, by:

(@1, eix) = @i, (byy, €5) — by (13)

Ak ay by = ¢y, potom sGdinu (ayy, i) (byy, €) = (a5 by, €ip €) = (€13, €8)
v nafom zobrazeni zodpovedd element c;, € 8, teda je:

(a1, €n) (bras 1) —> Cje- (14)
Je v¥ak (vzhladom na vetu 1,8 a na nafe oznadenie):

Aip @t = Qt« F.r = o.:«. :mv
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7 (18), (14) a (15) v¥ak vyplyva, Ze uvazované zobrazenie je homomorfizmus.

Je aj vzdjomne jednoznaéné, t. j. dvom réznym elementom z G'X E zodpove-
daja rozne elementy z 8. Ak totiZ (ayy, ex) & (by, €j), potom musi nastat
aspolt jeden z tychto pripadov: a;; == by, ¢ 3§, k &= 1. Je zrejmé, Ze vo viet-
kych tychto troch pripadoch u.@ a; = b;. Teda dané zobrazenie je dokonca
izomorfizmus, t. j. S =GXE, & b. t. d.

Z prave dokdzanej vety a z vety 2,2 vyplyva tento dosledok:

Daésledok vety 3,2. Nech S, 8’ stt-jednoduché pologrupy typu A, ktoré maji rov-
naky podet minimdlnych lavyjch aj pravijch idedlov, nech grupovy komponent polo-
grupy S je izomorfny s grupovym komponentom pologrupy S'. Potom je 8 = §'. .

Inymi slovami: Jednoduchd pologrupa S typu A je grupovym komponentom ¢ ;
a pologrupou E svojich idempotentov a% na izomorfizmus jednoznaéne wréend.

Pozniamka 1. V pripade g = I je B = S a podla vety 3,2 by sme dostali
trividlny rozklad 8 = ex 8. Prve tak v pripade, Ze S je grupou: § = §Xe.

V zmysle definicie 3,1 teda vietky predpoklady vety 8,2 s podstatné.

Veta 3,2 hovori, %e postadujticou podmienkou k tomu, aby sa jednoduché
pologrupa typu 4, ktord nie je grupou, dala rozloZit na direktny stéin, je:

g > 1. Tdto podmienka viak nie je, ako uvidime na nasledujicom priklade,
nevyhnutné. :

Priklad. Pologrupa S = (o, a,, a3, @4}, v ktorej ndsobenie je dané touto
multiplikaénou tabufkou:

| a, ay a3 a4

a, ) a; a; az ag
Ay | Cy Ay Qg Ay

as | a, 0, ag g

“ -yl ayay ey a,

je jednoduchéd bez nuly J%z A. Jej minimélne .Em&% st
Ly = {ag, ao}, Ly = {as, ay}s- By = {0, agh, Ry = {05, 4y}
a grupové komponenty: ‘ ) .
Gy = {og), Gre = {aa}, Gy = s}, G = Ja}.

Je teda g = I a rozklad tvaru uvedeného vo vete 3,2 nie je moiny. Aviak
t4to pologrupa sa predsa dé rozlozif, aviak inym spdsobom. Plati napr.

NESY IS

.

Dokoneca tu plati § =1, R,.
Zobrazme wouom:%: Ly X R, na w&omz%ﬁ S takto:
(a3, @) >y 0y = @y,
(g, ay) > 0y = Gy,
(ag, a3) >0y a3 = a5,
{ag, ag) = a5 a3 = a4.
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Oznadme (a;, &) = ¢, (@, a;) = 6y, (A, a3) = ¢;, (qy, a3) = ¢, Pre Ly x R,
dostdvame tuto multiplikaént tabulku:

6 ey
€116 6 C3 6
Co | Cy Cp €4 €4

C3] 01 € C3 Gy
Cy | G €y €4 Cy
Teda skutoéne je L; X R =~ 8.

Poznédmka 2. Uvaiujme jednoduch@ pologrupu S bez nuly (nezavisie od
toho &i je typu 4 alebo B). Nech prirodzené &isla g, s, t maju obvykly vyznam,
Potom mé,. pologrupa § zrejme gst rdznych elementov. Uvazujme dalej
mnozinu L; By (¢, k pevné). Tato mnoZina je zrejme obojstrannym idedlom v S.
Kedze viak i§ je jednoduché pologrupa, je nevyhnutne S = L;R,. Nie je viak
vo vieobecnosti pravda, Ze plati S = L;X R,. Ideal L; m4 toti% presne gt,
ideal Ry, presne gs elementov. Teda L; X R, md presne g2 st réznych elementov.
Kedze pre g > 1 je vidy g% st > gst, plati tito veta:

Rozklad tvaru S =~ L;x R, je moéniyj iba viedy, ak g = 1.

Prv, ako by sme sa podrobnejsie zaoberali rozkladom takych polograp,
u ktorych je ¢ = I, t. j. takych, ktoré obsahuji iba samé idempotenty, po-
loZme si takiito otdzku: V rozklade podla vety 3,2 jeden direktny faktor je
grupa; otdzka je, éi a kedy sa jednoduchd pologrupa typu 4 da
rozloZzif tak, aby ani jeden direktny faktor nebol grupou. Posta-
éujacu podmienku pre to najdeme I'ahko. O tom hovori dalia veta.

Veta 3,3. Nech S je jednoduchd pologrupa typu A, nech s > 1, t > 1. Potom
sa 8 dd rozloZit ma direktny sucin dvoch pologriep, z ktorych ani jedna nie je
grupou. Plati:

8= L;x R, 8 = L;RY (16)
alebo :
S~ L¥xXR, S=LOR,. (16")

Dékaz. Nech § spliiuje predpoklady vyslovenej vety. Vidiet, Ze v tom pri-
pade idedly L;, By, L9, Rf? iste nie st grupy a ka#dy z nich obsahuje viac ako
jeden element.

Vezmime teraz ITubovolny idedl L; v § a Iubovolny idedl Rf® v E. Podla
vety 1,2 L; je zlava a R{? sprava jednoduchd pologrupa bez nuly, teda obidve
st typu A. Podla vety 2,6 aj ich direktny sadin L;X Rf je jednoduché polo-
grupa typu 4. Dalej, v désledku viet 1,4; 1,5; 1,9; 2,7 a vety 10 z prace
Ivan [1], pologrupa L;x R{? obsahuje prive tolko minimélnych lavych
aj pravych idedlov ako pologrupa § a jej grupovy komponent je izomorfny
s grupovym komponentom pologrupy S. Podla désledku vety 3,2 teda plati

Se=L; X Nww&.
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Pologrupa L; obsahuje zrejme aspoil jednu pravi jednotku, pretoZe je mini-
malnym Tavym idedlom v § a teda kazdy jej idempotent je jej pravou jed-
notkou. Prive tak polegrupa Rf® obsahuje aspoii jednu lavé jednotku. Teda
podla vety 2,4 je 8§ = L;Rf.

Prive tak sa dokdde, %o je S = LIIX By, 8 = LP'R,.

Poznimka 1. Vetu 3,2 sme dokézali tak, %e sme nafli jedno uréité izo-
morfné zobrazenie pologrupy @x E na pologrupu 8, kym vetu 3,3 sme do-
kézali bez toho, Ze by sme museli hadat nejaké izomorfné zobrazenie polo-
grupy L;x R na pologrupu §. Dokézali sme iba, Ze L;x R sa dé& izo-
morfne zobrazit na S. Takych zobrazeni méZe viak vo vieobecnosti existovat
viac. Jedno z nich nijdeme Tahko. Je to:

(X, Cup) = Tivlur = Tyo-

Toto zobrazenie pologrupy L;x Eff na pologrupu 8§ je zrejme vzéjomne
jednoznadné, pretoze je 8 = L;R{. Overime si, Ze je to aj homomorfizmus,.
Nech (@iu, ev), (bio, €a) 54 TubovoIné elementy z L;x R{". Potom

(Bigs €vt) > Bou, (ig» o) —> boo-

Ak ay,by; = ¢y, potom Guubee = Goubou = Cou- Treba teda dokézaf, Ze slin
(@i ewi) (Dios €ok) 52 ZObIAZI DA Cop. Skutodne je:

(@iw> €vi) (bies eor) = (@iubie, Evglok) = (@iubins €ar) = (Cius €ok) ~* Cop

Teda uvarované zobrazenie je skutodne izomorfné.

Poznémka 2. Viimnime si, %e v predpokladoch vety 3,3 sa nid nehovori
0 g, t. j. 0 podte elementov grupového komponentu. Teda veta 3,3 platf aj pre
také pologrupy, ktoré obsahuja iba samé idempotenty. V tom pripade je
E =28, L = L;, teda plati S = L; X By, 8 = LR, (pozri priklad za vetou 3,2).
V spojeni s pozndmkou 2 za vetou 3,2 teda dostdvame:

Dasledok vety 3,3. Nevyhnuind a postalujica podmienka k tomu, aby sa
jednoduchd pologrupa S typu A dala rozlo%it na direkinyg sufin tvarw

S 22 IiX Ry,
jerg=1, s>1,t>1.

Veta 3,3 mé pred vetou 3,2 ti vyhodu, Ze plati nezévisle od toho, &i polo-
grupa obsahuje iba samé idemponenty alebo nie. Jej nevyhodou viak je to,
%o predpokladé existenciu vlastnych minimélnych lavych aj pravych ideslov.

Viimnime si, ¢o sa stane, ak vo vete 3,3 predpoklad s > 1,¢ > 1 nahradime
predpokladom: & = 1, ¢ > 1. V tom pripade je L;=28, R = ey, LY =K,
R, = G, tak¥e podla (16) dostaneme trividlny rozklad S = 8 X e a podla (16°):
S = ExGy, 8=EG,. Ak viak g=1, potom aj tento druhy rozklad
bude trividlny. Ak viak pridime predpoklad g > 1, potom takd zlava jedno-
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duchi pologrupu bez nuly mézeme podla (16') rozloZit, ale pritom jeden faktor
rozkladu bude opit grupou. To isté zrejme plati aj pre sprava jednoduché
pologrupy. Takto dost4vame daliu vetu, ktord je vlastne Specidlnym pri-
padom vety 3,2.

Veta 3,4. Nech S je 2lava (sprava) jednoduchd pologrupa bez nuly, ktord nie
je grupou, nech g > 1. Potom S sa dd rozloZit na direktny stéin. Plati:

8 m.@XQﬁt S= @Q:: resp. S mQ—.‘—X@u 8= QS@.

Poznimka: Z vety 3,4 vyplyva, Ze kaidé zlava jednoduchd pologrupa
bez nuly, ktord nie je grupou, mé tato vlastnost: Kazdy jej element sa da
jednoznaéne vyjadrif ako sadin jedného idempotentu a jedného elementu I'u-
bovoIného grupového komponentu Giy,. V pripade, Ze g = 1, to tiez plati,
pretoZe v tom pripade je Gy = {ex} a ex pravou jednotkou v § = E. Podobne
to plati pre sprava jednoduché pologrupy. Vzniké otézka, &i také niedo plati
aj pre obytajnt jednoduchd pologrupu typu 4. Kladna odpoved ddva tito
veta:
~Veta 3,5. Nech st splnené predpoklady vety 3,3 a nech okrem toho je g > 1.
Potom pologrupa S sa dd rozloZit takto:

Sz .Nm& X Qmm X N&& ,8 = hwamumr.mvb.

kde Gy, je Tubovolny grupovy komponent a L, R{? lubovolng minimdiny lavy,
resp. pravy idedl v K.
Dokaz. Podla vety 3,3 plati:
S = L;X Nwmnvn S = .B-.@M& (17)
aleb 8= LOXE,, § = LR, (7

Podla vety 1,2 idel L; je zlava jednoduch4 pologrupa bez nuly. Jej miniméine
pravé idesly st grupy Gy, k= 1,2, ... ¢. Prisluinéd pologrupa idempotentov
je zrejme L{®. Teda podla vety 3,4 plati:

L; = L xQy, L; = LPGy.

Ukézeme, %o v tomto rozklade idedl L{® modZeme nahradif IubovoInym inym
idedlom L, § =+ 1.

Pretote {9 = L, je L; = LI X Gyy. Dalej podla vety 1,6a je epGi = G
Na zéklade toho je:

LGy = {ejy, €jas - - -5 el Gi = {Giy, Qg -+, Gick = L.
Teda skutodne je L; = L{?Gy, aj ked j = i. Ak to dosadime do (17), dosta-
neme 8 2 LOXGux BY, 8 = LOG, R (18)

Podobne sa dokéZe, ze R, = G; R} aj pre I == k. Po dosadeni do (17') dosta-
neme opéf (18). o
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Poznsamka. Ak nam ide iba o vyjadrenie S = LG R, potom mbzeme
vo vete 3,5 predpoklad g > 1 vynechat. Ak v8ak g = I, potom dostaneme roz-
klad S = L X e X R{9, ktory je v podstate ten isty ako podla vety 3,3,
pretoze v tom pripade je L X e X RfP = L X R{P = L;x R;.

Na zéklade predchadzajicich viet vieme uz rozlozif na direktny shéin kazda
jednoduchtl pologrupu typu A, ktoré nie je grupou, okrem takych, ktoré obsa~
hujt iba samé idempotenty a st zaroveli zlava, resp. sprava jednoduché.
Dalsia veta nam viak umoini rozloZit aj takéto pologrupy.

Veta 3,6. Nech S je 2lava (sprava ) jednoduchd pologrupa bez nuly, nech nie
je grupou a nech obsahuje iba samé idempotenty (1. j. g = 1). Nevyhnuind a po-
stadujiica podmienka k tomu, aby sa takd pologrupa dala rozlo#it na direking
sudin, je: rdd pologrupy S mie je prvodislo.

Dékaz. Podmienka je zrejme nevyhnutné. DokdZeme, Ze je aj postacujica.
Nech rad n pologrupy S, ktord spliiuje predpoklady vyslovenej vety, nie je
prvodislo. To znamend, Ze sa rad n d4 rozlozit takto:

n = nyng, My > 1, ng > 1.

Nech S je napr. zlava jednoduchd. Za danych predpokladov to znamend, Ze
kazdy jej element je jej minimélnym pravym idedlom, t. j. pre kaidé ;€8
plati ;S = a;. Sudet Tubovolného podtu idedlov je opit ideal. Teda mnoZiny

8 = {ag, @z - - -s Uiy Sy = {Gnit1s Omtas - o5 -

st pravé idedly v S a teda pologrupy. Je zrejmé, Ze obidve pologrupy 8y, S,
g4 opit zlava jednoduché a 8, obsahuje 7, & S, m, minimédlnych pravych
ideslov. Teda podla vety 2,7 ich direktny stéin Sy XS, je zlava jednoducha
pologrupa a obsabuje n = n,n, minimélnych pravych idedlov, kazdy jej ele-
ment je zrejme idempotentny. Z toho na ziklade désledku vety 3,2 vyplyva,
ze je S =28y X8, v

Pre sprava jednoduché pologrupy sa veta dokéZe Gplne analogicky.

Poznamka. Pologrupy S;. Sy v doékaze vety 3,6 moZno zrejme vybrat aj
inym spbsobom. Stati totiz vybrat z S také dve podmnoziny, z ktorych jedna
obsahuje 7, a drubé n, elementov. Vidiet, %e vietky takto ziskané S;, resp. S,
¢t navzdjom izomorfné.

Priklad. Pologrupa 8; = {a,, a2, a3, a,} s touto multiplikatnou tabulkou

| a ay o5 4
Gl @ & @ K
Gyl Ay Gy Oy Og
as| 03 O3 G3 O3
ag) @y @ Oy Q4

spliiuje predpoklady vety 3,6. V tom pripade jen=4=2.2, teda n, = 2,

= 2.
" 8y = {2y, as}, Sy = {ag, a4},

QNX‘WN — :QT @wv“ AQ\H. Qﬁv» AQ\M“ Q&f AQ@ ) pr.
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Pre jednoduchost oznadme (ay, ag) = 0y, (@, @) = Ca, (%2, ag) == €y, (g, @g) =
= ¢,. Lahko sa presvedéime, Ze multiplikané tabulka pologrupy 8, %8, je:

| e € 6 G
ol ¢ ¢ o o
€| €3 Cy €3 G
eal €3 €3 G C3
cy| ¢ € G G

Teda skutotne je 8, x S, = 5. Préve tak je S = {2y, a5} X {22, a;} alebo napr.
S = {ay, ag} X {25, az}, S = {21 a} X {1, ag}.

Tahko by sme si na tomto priklade mohli tie# overif, e kazdé vzdjomne
jednoznagné zobrazenie pologrupy 3§, X 8, na pologrupu 8 je izomorfizmus.

7 dokézanych viet teraz vyplyva: :

Veta 3,7. Jednoduchd pologrupa typu A4, Ltord nie je grupou, dd s rozlo#it
na direking sudin pologrip viedy a len viedy, ak nie je prvociselného rddu.

Dékaz. Na ziklade vety 3,1 treba uz dokézat iba to, Ze podmienka je po-
stadujaca.

Nech pologrupa S spliiuje predpoklady vety a nech jej rad n nie je prvo-
&slo. Mb#u nastat tieto dva pripady: g = 1, ¢ > 1. V prvom pripade sa polo-
grupa dé rozlozit podla vety 3,3 a 3,6, v druhom pripade podla vety 3,2 a 3,3,
resp. 3,4 a 3,5.

Tym je s problém, poloZeny na zadiatku tohto odseku, pre jednoduché
pologrupy typu 4 rozrieseny. Rozkladom pologrip typu B sa hodlam zaoberat
v dal3ej préci.
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O PA3JIOXKEHUN H.HM.OOHVHN IOJYTPYIN B ITPAMOE
IMPOU3BEJEHNE

A. UBAH

Brisojibl

Hacrosmas pabora umeer Tpyu uacTi. Ilepsad HacTh MMEET BCTIOMOTATENbHBIA Xa-
pakTep. Ee copepxaHmueM ABJIAETCH ZOKA3ATENBCTBO HECKONBKMX TeopeM (1o GonbIeit
YACTM WM3BECTHBIX) O CTPYKTyPe KOHEYHBIX IPOCTEIX nonyrpynn 6e3 myna. IIpn aToM

OKA3aJI0Ch YAOOHBIM Pa3jenuTh KOHeWHbIe NPOCThIe nonyrpynnsi, 6e3 Hyis B ABE OT-
enenns (KAACCHI):

1. IpocTole NOXYTPpyuns» THIOA A — YyAOBISTBOPAIONME YCIOBMIO:
npou3BefieHye NPOM3BOJLHBIX JABYX MAEMIIOTEHTOB TOXKE MAECMIIOTEHT.

2. TIpocThie NOAYIPYyNRIBI runa B — He YHAOBIETBOPAIOHME ITOMY
Y CIOBUIO.

CopepauueM BTOPOH HacTH, KOTOPaf UMeeT TOMXe BCIIOMOTATENbHBI XapaKTep,
ABNSETCA W3YYeHMEe HEKOTOPBIX CBOMCTB MPAMOIO npou3BeseHsa MONYIPYII, MMEHRHO
KOHEYHBIX MPOCTHIX MONyrpymt Ges Hynsa. Jloka3LIBAETCA HANPUMED, CAEAYIOMAA TEO~
peMa:

MycTts §,,S, 10Ayrpynuel, u3 KOTOPHIX Kaxjad COZEPEUT
6onBIIE OJHOTO B3JEMEHTA. floToM uX TpaMoe nDpoussepne
uue S=8, X8, mpocrasa moayrpynoa TUIZa A Torjxa M TOJABKO
Torjxa, Korjaa o6e monyrpynnet S;, S;HpocTslE Tuna A,

fzapom paboTel ABJAETCH YaCTb TPETRA, B KOTODOi1 DEIIaeTca ITOT BONPOC: KOTOPBIS
yenosuA HeoGXofMMbie M ACCTATOUHBIC IR Toro, 9¥TOBHI MPOCTAs MONAYTPyNna THUIIE A

6p1a Pa3N0XKYMadA B IIpAMoe TipoV3BeRenne. IIpu 3TOM Mbl -FOBOPMM;-HTO-NOAYTpyrna. S
pasnoxuMas BIpaAMoe mpou3BES€eHMKe €ciu CYNECTByRT IO MeHb"

el Mepe AiBe TaKse MoXyrpyrmslS), S,,#3 KOTOPBIX KamafA cofepuT Gonblile OfHOTO
snemenTa, 4T0 S= &) X S,. TnaBHBI PE3YNLTAT ITOM HACTH — caenyiomiana TeopeMa:

IIpocTaa moayrpymma Tuma A, gxoTopas He HBIAETCH
rpyumoit, pa3noXuUMaA B npAMOEe npou3BeReHHUEe TOTRA U
TONBKO TOTJHA KOTAAa eif MOPANOK HEe ABAAETCHA NPOCTH M
YUCAOM

OcrajbLHBIE TeopeMbl yuMeloT Gonee crienManNbHBL XapakTep.



