0 GRAFOVOM IZOMORFIZME
mmznaoucrbmzmnm SVAZOV

JAN JAKUB 1K, Kosice.

Pojem grafového jzomorfizmu svazov zaviedol G. wmnw‘vom\@w\sa WWH
tr muw a 42). V préoi [2] boli vySetrené niektoré otazky, ktore sa J&.wﬁd mg. o-
N&wo jzomorfizmu moduldrnych svazov. Najdolezitejsi vysledok znie amwﬁm b
Nech S, 8 st koneéné moduldrne sv4Zy, nech 8, §' st mw.@.modo izomorfne.
Potom mwwma&ﬁ také svazy A, B, Ze SVAZ S je izomorfny s0 mw&NoE\\_ X Bast-
tasne sviz S Je jzomorfny so svézom A X B Q.Bm ﬁwg t. " -
Na konci prace [2] boli vyslovené tieto neriesené otzky cwwp NWEQ ich,
ako aj niektoré definicie a lemmy z [2] ¥ plnom zneni, kediZe dislo CasopIsSu,
it 5 j tlaédi):
huitice pracu [2] je doteraz v \ o
o_omwv meﬁwmg 1 pre semimoduldrne svizy? (Zda sa pravdepodobnym, Z€
H ﬂ‘ ’ P13 r = - \ﬂ.
bmwv@%oow S je konetny modularny gviz, nech sviz S e m~@»o<.o 5033%3
so svizom S 4%1%4@,& toho, %e aj svaz S’ je modularny 7 (Kladné odpoved s
da velmi ravdepodobnou). . L N .
2 Mv/dgmm%.& do akej miery sa daja predchadzajuce AQLoMF%. E@ba@wm me
nekoneéné modulérne svaZY, ak miesto relacie g medzi mwpﬁE S, M. mo F
pokladame 7o tieto svizy sl topologicky ckvivalentné (vzhladom na mie ort
i é gzoch zavadzajd)."
topologii, ktore sa obvykle vo svazoc . . L
’ MMoEMo &4nku vysetrime otézkua)ab).Vodseku 1 NowmeaBm znéme @&Ew
cie alemmy, ktoré ot dalej potrebné. V odseku 2 na wﬁﬂm@o monN.oBJ Mm
ominand mog 1zpréce [2] pre semimodularne svazy vO vieobecnostineplati-
m,%. lei dokézeme, Ze ¥ istej zoslabenej forme tito veta ostava v platnosti a] wao
wawbomﬁ%gm mﬁﬁ% (t. 3. ak s splnené niektoré dalsie predpoklady o uvazo-
s€ :
ranom grafovorm jzomorfizme). N ) . , ,
/mwo o@m&wﬁ 3 vydetrime otdzku b). Dokiieme, 7€ odpoved je E@&M@. MQ
tetrenie otdzky c) pre $pecidlny pripad metrickych svazov bude predmeton
dalgej prace. L
O vietkych sviizoch, avazovanych dale], budeme mnmmﬁoﬁmam&, %e s ko-

neéné.

A tuj i A.
1 Ynakom A oznafujeme aviiz dudiny k
+ Takto oznafujeme grafovy izornorfizmus.
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Detinicia 1. Nech S je sviz, a, b € S. Budeme hovorit, Ze proky a, b su susedné
(v oznadent a s b), ak alebo prook a je pokryty prokom b, alebo prvok b je pokryty
prokom a. Ak plati a s b, dvojicu prokov (a, b) budeme nazgjvat elementdrnou
dvojicou (e dvojica). E dvojice (a, b), (b, a) budeme povatoval 2a ekvivalentné.

Definicia 2. Nech existuje jedno-jednoznainé zobrazenie svizu S na sviz S,
Ltoré zachovdva reldciu susedstva. Podrobnejdie: ak z, y€8, o', y €8, x+= 7,
y >y, polom T8 Y<> '8 y'. Budeme hovorit, Ze svizy S, 8§’ s grafovo tzomorfné
a budeme pisat Sg .

Poznamka. Nech S g &'. Pismenami a, b, ¢, ..., %, Y, 2 ... budeme viade
dalej oznadoval @H.A%%nma&sﬁ S; pismenami o', b', ¢,..,«,y,7,... budeme
oznadovat tie prvky svizu S, ktoré s v uvazovanom zobrazeni, ktoré sprostred-
kuje grafovy izomorfizmus, priradené prvkom a, bye ...,z 2...

Definicia 3. Nech S je moduldrny sviz, necha sbscs d s a. Potom hovorime,
%e e. dvojice (a, b), (¢, d) i navzdjom jednoducho transponované. Budeme hovorit,
%e proointervaly <z, y), <u, v> st jednoducho transponované, ak pristudné e.
dvojice st jednoducho transponovane.

Poznimka. Dahko za zisti, Ze prvointervaly <a, b3, <, d> st jednoducho
transponované vtedy a len vtedy, ked plati:

bnec=a, buc=d, asc, bsd
alebo .

dna=c¢, dua=">b, csa, dsb.

Lemma 1. ([2], lemma 3.) Nech 8 g §', nech e. dvojice (a, b), (¢, d) s jedno-
ducho transponované; potom tieZ e. dvojice (', b'), (¢, d') st jednoducho transpo-
nované.

Poznimka. Predoils lemma bola v praci [2] vyslovend za predpokladu, Ze
svizy 8, § st moduldrne, v dbkaze viak predpoklad o moduldrnosti svézov 8,
S’ nebol pouZity.

Definicia 4. Ak pre proky = ;< < .- Lz, =y plali x; 8 Tiny
(i=1,...,n—1), mnofinur = (%, Tg, - - - Ty budeme nazyvat retazcom medzi
prokami x, Y. Gislo n budeme volat dlskou refazca r [a oznalovat d(r)}.2

Definicia 5. Nech S g 8, nech a s b, a<b. Ak o’ < b (¢ >b'), hovorime,
%e e. dvojica {a, b) sa %m& uvaSovanom grafovom izomorfizme zachovd, (prevrdli).
Hovorime, %e refazec, resp. interval sa zachovd, resp. prevrdti, ak kaZdd e. dvojica
tohto retazca, resp. intervalu sa zachovd, resp. prevrdts. Nech S, je podsvdz svdzu S.
Hovorime, #e Sy sa zachovd (prevrdti), ak pre Lubovolné proky a, b€ S, a< b
plati, %e interval {a, b sa zachovd (prevrdti).

Lemma 2. ([2], dosledok lemmy 5). Nech (a, b), (¢, d) st jednoducho transpo-
nované e. dvojice. Ak sa pri danom grafovom izomorfizme jedna z nich zachovd

(prevrdti), potom sa aj druhd zachovd (prevrdti).

3 Podls terminolégie, pouZivanej v [1], uvaZujeme len maximélne retazce medzi x, y-.
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Lemma 3. Nech S je semimoduldrny

x;y. Potom airy) = d(rs)

& ([1], str. 106 a 148).

Definicia 6. Nech S je semimoduldrny swiz, nech
medzi 0, . Cislo dlr) — 1 budeme nazgvat dimenziow prolku %@ oznatoval d(z).

Ak x = 0, polozime d(0)

V celom tomto odseku budeme wno@mogma,@m, sosvizy S, 8 st semimodu-

l4rne, a e plati S ¢ R

Veta 1, Vela 1 z prdce [2].pre $

14

Obr. 1.

= 0.
_ 1 2.

sviz, nech 7y, 7y sU retazce medzi prokami

x>0, nech r je retazec

emimoduldrne ;memuw\ﬁ.\&&&&m.

Xs

Obr. 2.

Dokaz. Nech S je svizna obrazku 1, § svéz na obr. 2. Tahko sa preveri,
7e plati Sgf8. Svizy 8, &' su nie izomoriné, kedZe vo

svize S existuje dvojica

vt

navzajom WoEEoBmﬁ&,«b%arszWQN,&.m. 1, KboOTé st pokrybé najvacsim
prvkom’ svazu S: vo svaze S dvojica s takymito

Podobne svazy §, §’ st nie izomorfné, kedZe dvojica
ie komplementirna & obidva tieto prvky pokryva
takato dvojica prvkov sa vo sviize S

. Ak ‘c%”wwﬁuﬁo S~4X

dostali by sme A ~ A, 8 lmw,nw ~8, 60 ]

‘nevyskytuje.

vlastnosfami neexistuje.
prvkov 3, Y3 VO sviize S

ji najmensi prvok svézu S;

B, 8’ ~ A X B, musel by toda kasdy zo svizov 4, B
maf viac ako jeden prvok. (Ak by totiz sviz 4 (B)

obsahoval jediny prvok,

e spor s uZ dokazanym). Kedie

gviiz § ma 10 prvkov, wo@.g 20 svazov 4, B by musel maf dva prvky a druby

e i et

4 T, j. plati tzv. Jordan-Dedekindova podmienka pre refazce.

s V lemméch 5—18 stact
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:predpokladat gemimodulérnost

svizu S a vzfah S¢ g

~nosti 3 by potom vyplyv

..um\u 2, Mum‘m

5 prvkov. Predpokladajme, %o sviz A ma dva prvky, sviz B pit prvkov.

Nech ay, @ (by, b) je najmensi, resp. najvacil prvok- svizu A4(B). UvaZujme

prvky (4, by), (g, b) € 4 X ‘B. Pre ne w_@mﬁ e o e |
1. uvatované prvky:sa navzajom komplementarne,
2. prvok (d, by) wowﬂ%aﬁ.ﬁﬁgabmm prvok svézu A X B,
3. ak (a, b) € 4% B, (a, ) > b.), potom’ (a, b) A (ag. b) > (dg, bo)-
(Tvrdenia 1, 2 st zrejmé.Tvrdenie 3 dokazeme takto: zo <Nmmw.d. N..P b) >

L

X

Obr. 3 Obr. 4

> (@, b) Vyplyva a = 4, teda a=a _H%B Qbmamdmﬁm vzb 3, b) > (@,

o) = d, teda a.= a. ah (@, b a

z ktorého vyplyva b > by. Potom je: > it
(a, b) N (ag, B) = (@ b) N (ao, b) = (a9, B) > (a0, bo)-

MN EoBS‘meBo S ~ AX B by ‘wﬂ prvok (&, by) musel zobrazif na taky prvok
svéziL S, ktory ‘@&gm u, teda na prvok z, alebo y; . <%wmdm5m prvi moznost
(@, bo) «>; - Hm@msm H.xdow 7, m4 jediny komplement, & to y,, muselo by podla 1.
a predpokladaného izomorfizmu svizov S, 4 X B platit N\wl,ﬁa? b). Z vlast-

alo, e pre kazdy prvok p €S L

‘ . %v.&wnv %Dwxa,vxm - N

| Pre prvok %3 viak plati 23 >, %3N Y3 = % ém sme &m.mwoﬁzw‘mwog.

%o@o_.obm mwmwmuos,o k sporu, ak predpokladame (g, boy—

te sviz § je nerozloZitelny a tvrdenie vety je dokazané.

,,HaEEw 4 KaZdy semimoduldrny sviz, ktory nie. je moduldrnym obsahugje
podsviz, izomorfny so'svizom na’ obr. 3. , ; L

Dokaz. Nech S je semimodularny sv

: Z tolio vyplyva,

, ¥ 4z. Ak by Wao.wm.wmﬂw&noto: ?«%3 x,
ktortplati xUy =28, 282, Y52 platilozdrovefig Ny sz, 20y sy

Matematicko-fyzikéalny &asopis IV, 3.
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aviiz by bol modulérny ([1], str. 1017, veta 3). anmm.woﬁpm&cpmu e sviz S nie
je modularny; potom existuje trojica prvkov z, Y, 2, * Uy=2, x528Y, pre
ktora prvok u = N Y nie je pokryty oboma prvkami , y. Pripadnou zmenou

oznadenia moZeme dosiahnut, Ze existuje prvok %y, % $ &1 u << %, < @. Z toho
vypLves QH:CQM.‘«FGQM&CQHN.

Kedie (y, 2) Je wgowsﬁ@uémp a rovnost kY=Y _.w Nn&mbm &%E.mowpmw
musi platit z; U ¥ = % 7 nerovnosti u < 2, < &< % dale] 4%@5\4@“ ze kaidy
retazec medzi %, 2 m# aspoii 4 prvky, tak#e prvok ¥ nemobze HBWJZ& prvok .
Teda existuje prvok ¥, ¥ < Yy Y, w8 Y1+ Podobne ako pre prvky i, Q sa
dokdie 3, U x = 2. Kedie =3, Y1 pokryvaja %, prvok v =5 U woWJJH@
prvky %y, ¥1- 7 uvedenych vztahov @8&4@?@.& Up=12 YyUV= z. KedZe
(xy, ¥, {Y1» v) st wgomi..oz.&uw Tahko sa zisti platnost rovnic nov==zx,
Yyuv="1Y- Tym je tvrdenie lemmy dokézané. .

Poznamka. Z predoslej lemmy vyplyva, Ze neplatnost 4.%&” 1, [2] pre semi-
modularne svizy vyplyva z toho, Ze sa v danom mmBmEomﬁﬁd.oB m.ﬁp.so vy-
skytuje podsvéz, jzomorfny so svézom nNa ow.u. 3. Huwo.oo je wﬁmo&swcp ewﬁw
otazka: @Bmwoﬁpmﬁaﬁ e svazy S, 8 st semimoduldrne, 8 g S, a mm kaZdy
podsviz svizi § a sviizu & izomorfny so svazom na o.vﬁ m‘m@ N..@oro<p. wuoaou\p
plati analogické tvrdenie ako VO vete 1, [2] (b3 S\Emeﬁﬂ svazy 4, w.?w@,
e plati 8§ ~4 X B, 8§ ~Ax B} Cielom daliich tvah tohto odseku je do-
Kazaf, #e odpoved na thto otdzku je kladnd. ~

Definicia 7. Podsviz svdzu S, izomorfny so svdzom na obr. 3, budeme nazyval

i typu C.
%ewwhwﬁ %.%Z ech S g S, mech ry, 7y sth refazce medzi prokami @, Y- Ak sa
jeden z wich zachovd, potom druhy sa tie# zachovd. .

Dokaz. Nech ry, 73 54 refazce medzi prvkami , Y. Nech sa 8&@&@0 7 28
chové. Ak d(ry) = 2, tvrdenie lemmy je trividlne. Predpokladajme, Ze tvrdenie
jo dokézané pre retazce dizky 2, 3,..., % — H.es > 2), nech d(r,) = 7- Nech
refazec 7y (r2) (pozri obr. 4) je tvoreny prvkami

.AF.H@?HSAS...A&.HS.

Ak uy =0y, potom interval < z, v > 52 zachové womﬂ,@ w:w&onmmﬁ lemmy &
interval < va, ¥ > (dlzky n — 1) sa zachova podla E@Ewobmrﬁw wwmwmon@@F

Ak up & Vs, oznatme Uy U ¥ = 2. KedZe prvky g, Vs pokryvaji prvok &
a kedZe sviz S je semimoduldrny, prvok z pokryva prvky U, ;- Ak z=1,
potom retazec 7y (r2) e tvoreny prvkami T, Up, % (, vq,2)- Intervaly <z, %)
{ug, 2y S zachovaja podla predpokladu lemmy, interval {z, emv AQ.? 2)) Mp
zachové podla lemmy 2, kedie je jednoducho dgwmwobg@b% W intervalu
Cuy, 2 (&5 Uad): Teda cely refazec rp 82 ¥ tomto pripade zachova.

“Nech r, je nejaky retazec medzi 2, Y \29.9,%_ prvkami z = W, %
AMMoMN..A. QAS:TN = y. (Retazec r ma dlzku n — 2 podla lemmy 3.) Prvky

a..H.:aA§\/ ..
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2ty < Wy < Wy oo < Wap potom tvoria refazec dlzky n — 1 medzi %, ¥- Kedze

retazec wy < uz< ... < Uy = Y 8B zachové podla predpokladu lemmy, za-

chové sa podla indukéného predpokladu tieZ refazec r. Zistili sme, Ze prvo-

interval {(v,, 2) 82 zachové. Teda sa zachova refazec v, <zl wg< wy .. <
Wy = Y medzi Uy, ¥, ktory mé dliku » — L.

Podla indukéného predpokladu sa potom zachové tie? &ast refazca r, medzi

Obr. 5

Obr. 6

prvkami vy, ¥, ktord mé dizku n — 1. KedZe interval (=, v,> sa zachova (ako
sme u% zistili), zachové sa aj cely refazec 7,.

Lemma 6. Nech r,, 75 st refazce medzi , y. Ak
potom sa prevrdts aj druhy.

Dékaz je rovnaky, ako v lemme 5 (slovo ,,zachova‘ treba viade nahradit
slovom ,,prevrati‘‘).

Doésledok: Ak sa jeden refazec me
cely interval z, y zachové (prevrati).

Lemma 7. Nech proky =z, y si nezrovnatelné, nech xny=u, TUY =71,
nech interval {u, x> sa zachovd. Potom sa zachovd tie? interval {y, v>.

Dékaz. Nech ry (rp) je Tubovolny retazec medzi u, = (u, y). Oznatme d ==
= d(r,) + d(r,). Ak d = 4, potom prvky x, y pokryvaji prvok u, teda v po-
kryva prvky 2, y & dokazované tvrdenie vyplyva z lemmy 2. Predpokladajme,
e tvrdenie je dokdzané pre pripady d = 4, 5, 6,...n— 1;nech d = n. Nech

sa jeden z wich prevrdli,

dzi z, y zachova (prevrati), potom sa

refazec r; (r3) je tvoreny prvkami:

gHﬁAa&A...Aﬁnignw}AmwA...ASHS.
Oznaéme z,U ¥p = 2, 2 dale] (ak £ > 2) pUz, =z5l=3 4 ..., k)

Xl
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(pozri obr. 5). Pre vietky prvky z; je z; > y,. Ak by niektory z prvkov z; bol
mendi alebo rovny ako prvok -z, platilo by 2> Yy, TOY = Yo ; o je spor
s predpokladom. Teda #iaden z prvkov z; nie je mensi alebo rovny ako z. Tym
skor plati, %o tiaden z prvkov z; nie je mendi alebo rovny ako z; (j-= 1, .. ,
k — 1). Kedze S je semimoduldrny svéz, Z predoslého vyplyva, #e inberval
gy 20D (Gings 20, T=3,.-%, k) -je jednoducho transponovany k intervalu
Cuy oy ((Fimgy Tids 0= 3505 k), teda vietky intervaly (¥a, %), (Fi1s %)
(i=3,..., k)sa zachovaji. Oznatme z, = Z. =

Ak je teraz & = v, potom podla dosledku za lemmou 6 cely interval <y,, v>
sa zachové. Teda sa zachova aj cely interval, <y, v>, kedZe zrejme je (¥, ¥) C
< (Y2, - .

Ak 7< v, potom plati ZUy = v (kedze x<Z, 2V Y = o)

Oznaéme &Ny = @ Zo vzfahov % >4y, ¥ = Yy VYPIYVE B 2 Yo Podla
predoslého cely interval <{y,, ) sa zachova, teda sa zachové tiez interval
(@, B> © (Y, xy. Kedze refazec medzi ¥,, T mé dlzku k, refazec medzi @, &
m4 dlzku < k. Refazec medzi @, y mé zrejme dliku najviac I — 1 (pripad
Y, = Yy je teraz vyladeny, kedZe potom by bolo Z = v). Z indukdného pred-
pokladu a z rovnic 2Ny = @, ZU y = v potom vyplyva, Ze interval (y, v>
sa zachova. .

Lemma 8. Nech proky , ¥ st nezrovnatelné, xny =1u, TUVY =7, nech
interval (u, x) sa prevrati. Potom tie interval {y, v)> sa prevratic

Postup dokazu je taky ako v predoslej lemme. .

Lemma 9a. Nech proky x, y st nezrovnatedné, xny =1wu, xVY =7 nech
w s x. Potom plati y 8 0. ,

Dokaz. Nech d je dlzka retazea medzi u, y. Pred d = 2 je tvrdenie zrejmé
(kedZe sviz S je semimoduldrny); Pred d > 2 tvrdenie dokazeme indukciou
vzhlTadom na d. Lo = 5f : g

Ak d > 2, existuje prvok ay, w< Uy < Y, % § u. Kedze z, w, pokryvajl u,
tieto prvky st pokryté prvkom ay = & U %;. Lahko sa zisti, Ze prvky up, ¥ s
nezrovnatelné, a Ze platl up Ny =%, % uy="1. Refazec medzi u,, y W&
dlsku d — 1, teda podla indukéného predpokladu plati y s v, & b. . d.

Poznamka. Na prikladoch sa Tahko zisti, %e dudlne tvrdenie pre semimo-
dulérne svizy neplati. ot :

Lemma 9h. Nech proky =, y st nezrovnatdné, xny =1u, U Y =7, nech
relazec medzi u, Y mi disku d. Potom refazec medzi x, v md dlisku men&iu alebo
rovni ako d. ‘ :

Dokaz. Nechlje dlzka refazca medzi u, x. Tvrdenie lemmy budeme do-
kazovaf indukeciou vzhTadom na I. Oznadme znakom d (1) dlzku retazca medzi
z, v (¥, v). ; *

a) Nech I = 2. Podla predoglej lemmy je potom l=21 Jordan-Dede-
kindovej podmienky vyplyva d+1=1+d tedad=d

b) Nech I > 2. . Predpokladajme, Ze $vrdenie lemmy je dokdzané pre
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2.8, ...,1 — 1. ZanaSich predpokladov existuje prvok ), u< 2<% U8 &
Oznadme {pozri obr. 6). :
Uy =Y, $ 0T =T

Oznaéme dizku reazca medzi u, % (2, ¥1) NB&SESEz.dﬁymigmmxéwwF
4, Podla Jordan-Dedekindove] podmienky plati: m
d+2=10+d.

Kedze l, = 2, plati d = d;. Ak y, =0, potom z, = z a tvrdenie je dokézané.
Ak g, < v, potom z rovple Ny, = 2, TU Y = V22 toho, ze dlzka refazca
medzi prvkami z;, x je najviac [ — 1, podia indukéného predpokladu vy-
plyva d; = d. Uhrnne dostdvame d=d.

Pornamka. Z konStrukeie, prevedenej v dokaze predosle] lemmy, vyplyva
spréavnost tohoto tvrdenia: ,

Nech w, y st nezrovnatelné, zny =u, TV Y= v; potom existuju prvky
Xy s Tms Yoo - - y,, také, Ze plati * B

Lau=ag < oo B = %,

y=%<h< LI ="0

2. yiasyie=1,... m),

3. @0 Yoy = Timys GUYia =i =1 m).

Lemma 9. Nech proky x, y st nezrovnatelné, xny=1u, VY =10, Y8,
nech interval (y, vy sa zachovi, nech kady podsviz typu C svizu 8 sa zachovd.
Potom ties interval {u, x5 sa zachovd.

Dbékaz. Nechd je diska refazca medziu, y. Ak d=2, potom kazdy refazec
medzi %, v ma tri prvky, teda u s z s v. Interval (u, z) je potom jednoducho
transponovany k intervalu (y, v), takZe sa interval (u, x) zachovd podla
lemmy 2. . .

Dalej predpokladame, veplatid =n>2,a e tvrdenie lemmy je dokdzané
pre pripady 2, 3, ..., %=~ 1. Z predpokladu vyplyva, %o existuje prvok u,
u< u < Y, US U Oznadme z U %, = 3. Zrejme je T = ' <wv Pripad 2 =1%
je vyltdeny, kedZe potom by bolo x Ny = %, %o je proti predpokladu. Zo-
stavaju teda mofnosti < v, & = v.

1. Nech # < v (pozri obr. 7). Oznadme potom & N Y = Us. Zrejme je Uy < ¥;
2z rovnosti u, = y by viak vyplyvalo & =, ¢o je proti predpokladu. Teda
1< uy< y. Z rovnic TN Y = U, ZUy=vaz toho, Ze refazec medzi Uy,
y mé dlzku najviacn — 1, podla indukéného predpokladu vyplyva, Ze interval
{uy, Ty s& zachova. )

Zrejme plati x N uy = %, TU Uy = #. Nech d, je dlzka retazca medzi u, Uy.
Plati d, < n — 1. Ak uy s Z, potom interval u, z sa zachové podle indukéného
predpokladu. Ak u, s neplati, rozdelime podla konstrukeie, opisanej v po-
nimke za lemmou 9b, interval (uy, B> ((u, ) na @zowdamud@_% {Himrs Yiv
(na intervaly (%, ) =1, ..., m). Kedie interval (u,, Z) sa zachovi,
zachovaji sa vietky prvointervaly {¥i-1 g (i= 1. m) Podla lemmy 9b
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refazec medzi ;2 4; (1 =0, .. - m) ma dlzkunajviacdy =7 — 1, takze podla
indukéného predpokladu vetky intervaly (@i, T (i =1, ...m)sazachovaju.
Existuje teda refazec medzi %, &, ktory sa zachova. Podla lemmy 5 cely
interval {u, x) sa zachové.

2. Nech Z = v (pozri obr. 8). Ak by platilo u 8 =, prvointerval {u, ) by sa
musel zachovat (v opaénom pripade by sa podla lemmy 8 interval {y, v)
prevratil, ¢o je spors predpokladom). Stadi teda vySetrovat len pripad, ked z

;|
X

Xi Uy
Ki-t Xy

u u
Obr. 7 ) Obr. 8

nepokryva w. Potom existuje prvok =z, pre ktory plati u< &, < %, uSZ;-
Oznadme z; U % = Vp- Podla predpokiadu u;, % pokryvaja u, teda v, po-
kryva prvky &, %;-

Zrejme v, <v. Ak by platilo »; = », potom by prvky a5 <9 =7
tvorili refazec medzi u, v, &0 je podla lemmy 3 v spore s predpokladom. Teda
v, < v. Zrejme je Uz Z YW UT =1, teda nuz =0 Z toho vyplyva
v,nx< V- Kedie z,< z, <V, %180, musi byt znv; = 2. Vztah
v, <y e vyltgeny, kedZe potom by platilo z; = ¥, % < xny v spore s pred-
pokladom. Vztah v, >y je tieZ vyladeny, kedze potom by platilo u, < y < vy,
%o je v spore 8 dokézanym vztahom u § ;. Teda prvky v;, ¥ st nezrovnatelné.
QOznadéme v, = v U Y- Zrejme jo y < vy < V. Kedze y s v, plati v, = v. Kedze
wy < vy, < Y Uy 8 Vys musi platif v; Ny = ;-

Tym sme dokdzali, ze prvky z, ¥, %, ¥, %1, %1» v, tvoria podsviz typu C.
Podla mﬁm&woﬁmmc takyto podsvéz sa zachové, teda tie interval <u, x) sa
zachové.

Lemma 10. Nech proky x, y s nezrovnatelné, x Ny =4, TUY =1, nech
v sy, nech interval (y, v) sa prevrdii, nech ka#dy podsviz typu C svdzuw S sa
sachovd. Potom tieZ interval {u, ) sQ prevrdit.
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Dokaz. Ak u sy, tvrdenie lemmy je zrejmé podla lemmy 3 a 2. Ak neplati
u s ¥, existuje prvok uy, u < wy < y, w8 u,. Podobne ako v lemme 9 rozlisSu-
jeme tu dve moZnosti:

L yuz<v 2.4Ur="1 V pripade 1 je dokaz rovnaky, ako v dasti 1
dékazu lemmy 9. (Slovo ,,zachova ¢ treba viade nahradit slovom,,prevratit‘.)
Ak by platila rovnost 2., (podla asti 2 dkazu lemmy 9) prvky y, v by patrili
do intervalu typu C, teda interval (y, »> by sa musel zachovat, ¢o je spor
s predpokladom lemmy. Teda ak sa <y, v) prevrati, pripad 2 nemdze nastaf.

Lemma 11. Nech proky z, y st nezrovnatelné, xOy=1u, xU Y = v, nech
interval {y, v sa zachovd, nech ka#dy podsviz typu C svizu S sa zachovd. Potom
interval {u, x) sa zachovd.

Dékaz. Nechprvky y = ;< 2 - - < y, = v tvoria refazec medzi ¥, v.
Oznadme z 0 y; = &; (1 =1,..., ). Pre pevné ¢ moZe platit alebo z;,; = i,
alebo z;_, < ;. Pre dokaz nafej lemmy zrejme stadi dokazat, Ze pre vietky
dvojice prvkov ;. %;, pre ktoré je x;_, < ;, plati, Ze interval {x;_,, %;> sa&
zachova.

Nech z;_, < ;. Potom y;q = ;U ¥y < y;. Kedie (¥iy, ¥i» Jje prvo-
interval, plati aleto ;U ¥#iq = ¥i-1» alebo ;U y;_, = ¥;. Z prvého vzfahu
by viak vyplyvalo % =¥, teda N Yy = %3, iy = L V Spore 8 pred-
pokladom. Teda 2; U ¥i— = y;. Zrejme plati #; N Yiy = Tiny- Ked¥e {¥;—1, ¥i>
je prvointerval, ktory sa podla predpokladu lemmy zachové, podla lemmy 10
sa zachova tie interval {x;y, ;).

Lemma 12. Nech proky =, y st nezrovnatelné, xny=1u, VY =1 nech
interval (y, vy sa prevrdii, nech kaidy podsviz typu C svdzu 8 sa zachovd. Potom
interval {u, x) sa prevrdti. ,

Dékaz, ktory spodiva na lemme 10, je podobny, ako ddkaz lemmy 11.

Definicia 8. Zavedme na S reldciu By (Ry) takio: pre x, y € S plati x = ¥y (Ry)
(z = y (Ry)) vtedy o len vtedy, ked je alebo z = ¥, alebo interval {x Ny, TU YO
sa zachovd (prevrdit). .

Lemma 13. Nech u< v, u =v (By) (u =v (R,)), z € 8. Potom

§CumecNAF:ﬁcNmecNAwN:.

Doékaz. Nech u < v, u=v(R) (u=v (Ry)). Ak uuz=7vUz2, tvrdenie
lemmy je zrejmé. Ak w U z< v U z,0znadme u Uz = U, v U 2 = 0y, U NV = Up
P j i:

otom zrejme plati uy< B, U U O = By, Uy N = Ty

Interval Cu,, v) je dastou intervalu <(u, v, teda interval {(u,, v> sa zachova
(prevrati). Zrejme je alebo (uy, v> = Uy, V17 (a vtedy je spravnost tvrdenia
Jemmy jasnd), alebo prvky u;, v st nezrovnatelné. Potom tvrdenie lemmy vy-
plyva z lemmy 7 (lemmy 8).

Lemma 14 Nech u< v, u = v (B) (=7 (Ry)), 2 € 8, nech véetky podsvizy
typu C svizu S sa zachovaji. Potom uQz=vNz (R) wnz=v0z2 (R,))-
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Postup dokazu je ‘analogicky ako v predoglej lemme 2 spodiva na pouziti
lemmy 11 resp. 12. .

Lemma 15. Nech kasdy podsviz typu O svizu S sa zachovd. Potom reldcia R,
je vytvorujuct rozklad na 8. .

Dokaz. a) Reldcia B, je zrejme reflexivna a symetricka. Tranzitivnost do-
kaZeme takto: nech =¥ (Ry), y =2 (By)- Qznadme:

TNY = U, YN2Z2= Uy, Uy N Uy = Ug,
. acw\ﬂepu@cNHem,epc@mWeu.
Z ﬁdm@mﬁ%or predpokladov & z definicie 8 vyplyva:
U =Y U=y =Y = gy (By),
teda pouZitim lemmy 14, resp. 13 na prvy, resp. treti z Spwwm@b%or vzfahov
g = Uy N Uy = Y N U = U vy = v UV =y U vy = vy (By).

7 predoslého vyplyva, Ze kazda z dvojic, oznadenych pismenami Uz, Uy} Uz,
Y3 Y, U2 Var Us udéva alebo jediny prvok, alebo interval, ktory sa zachova.
Teda medzi: Uz, Vs existuje refazec, ktory sa zachové, takZe (podla lemmy 5)
plati alebo 3 = Y3 alebo interval (ug, vg» S& zachova. V prvom pripade
zrejme plati z =2, T =2 (R,). V druhom pripade prvky znz, U2 zrejme
lezia v.intervale {(us, vy, takie je alebo xNz =2 U 2z, alebo interval (xnz,
x U2y sa zachové. V kazdom pripade je teda z = 2 (By)-

b) Nech z = y (By) €8, Ak x =y, zrejme plati zuz= yuz (R
Ak x == y, potom:

w=zny<zUy=711% ~v(R,), uvz=vUz(R)

Ak wuUz=vUz potom zrejme plati zUz=YU?% ak wuz<{vuz
potom (kedZe interval (unz, vU 2> sa zachova a prvky xzuz, yuz lezia
v ‘tomto intervale), plati: 2= g0 B

Analogicky (pouZitim lemmy 14) sa dokdZe vzfah znz = ynz (k). Tym
je dokaz lemmy 15 vykonany. \ B

Lemma 6. Nech La#dy podsvdz typu O svizu S sa zachovd. Potom reldcia R,
je vytvorujuct rozklad na S.

Postup dokazu je taky ako v lemme 15. .

Poznamka. Analogicky by sme definovali relacie R, B} na S’ (pozri defi-
niciu 8, ak v¥ade dame &arkované pismeny). Kedze podla predpokladu 8 je
tie# semimoduldrny sviz, plati: ak kazdy podsvéz typu C svazu 8 sa zachova,
potom R, R; st vytvorujace rozklady na 8.

Lemma 17. N ech kafdy podsviz typu ¢ svizu S a svizu S sa zachovd. Pre
rozklady Ry, Bs plati:

1. RnRy=0, R, U R, =1,

9. rozklady By, By 8% doplnkové.
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Dékaz prvého, resp. druhého tvrdenia by sa vykohal presne takym postupom
ako dokaz lemmy 6, resp. 7 v préci [2].

Rovnakym postupom ako v [2] z toho vyplyva :

Veta 2. Nech S, 8 st semimoduldrne svizy, nech S g S, mech vdetky. pod-
svizy typu C svizu S 1 8 sa pri wvaZovanom QE\oeesﬂ@.NeSoﬂ?.NEm zachovaji.
Potom existujti také svizy A, B, Ze plati: :

§~AxXB, 8§ ~A4AX B.

3.

Pripomefime najprv dve lemmy, odvodené v préici [2], ktoré platia pre
Tubovolny konedny svéz S.

Lemma 18. ([2], lemma 1) NV ech a, b, ¢, d st navzdjom réane proky svizu S,
nech a s b scsdsa. Potom proky. a, b, ¢, d tvoria podsvdz v S, v ktorom presne
dva proky st nezrovnatelné.

Lemma 19. (2], lemma 7. 2). Nech S g 8, mech interval <u, a> (Ka, 1))
sa zachovd, mech interval (u, b (Kb, w)) sa prevrdti. Potom plati anb =
= u {@aUb=u). : : :

Poznamka. Kede modulérny svdz neobsahuje Ziadny podsviz typu C,
zlemmy 7,8, 11a 12 vyplfva toto tyrdenie: nech S je modulérny svaz, Sg s,
nech prvky z, y sl nezrovnatelné, Ny =%, xU Y = Y- Ak sa jeden z inter-
valov (u, x), <y, v zachova (prevrati), potom sa aj druhy zachova (prevrati).

V dalgom budeme predpokladaf, Ze svaz S je moduldrny, a Ze plati S g 8.

Lemma 20. Nech <9, %' < o, x = 0. Potom interval {zx, ¥ 0 zachovd.

Dékaz. Nech prvky &' = u; < u, < ..., =y tvoria refazec medzi #', ¥’
Ak sa vietky intervaly I} = <ui, Wy E=1...7— 1) zachovaji, potom
existuje refazec medzi «, ¥, ktory sa zachova a tvrdenie vyplyva z lemmy 5.

Ak by sa niektory z intervalov I! prevratil, existoval by medzi nimi inter-
val Ij s najmensim indexom, ktory sa prevrati. Intervaly I (i < ly by sa za-
chovali, takZe by platilo z = w > up4q- Moinost z = >y je Zrejme Vy-
ladens, kedie z = 0. Ak z < uy, potom prvky @ = u; << ay < .. . < wy tvoria
retazec medzi z, u;, ktory sa zachové, teda cely interval <{z, u;> sa zachova.
Kedze interval {upqy, Uy 88 prevrati, plati podla lemmy 19 x U ¥4y =iy, €0
je spor s predpokladom z = 0. Teda vietky intervaly I} sa zachovaju.

Lemma 21. Nech < ¥, x < y'. Potom interval (z, y> sa zachovd.

Dokaz vykondme indukciou vzhladom na d(z). Pre d(z) =0 je tvrdenie
dokazané v predoslej lemme.

Nech d(z) = n. Nech 2" = T < u}, =y je refazec medzi 2,y
Ak sa vietky intervaly (v, ) =1 ..., k— 1) zachovajt, platnost
tvrdenia je zrejma. Predpokladajme, Ze I} je interval s najmenSim indexor,
ktory sa prevrati. Potom platl x < wp > gy Ak x = uy, viedy vy < <y,
41 Y Ary) < n, teda podla indukéného predpokladu (w4, ¥ 52 zachové,
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takze interval {upqy, > € (g, §D by sa musel tied zachovat, o je spor s pred-
pokladom.

Ak x < w, potom interval {z, w;) sa zrejme zachovi. Podla lemmy 19
U Uy = - Oznalme z N U4y = 1 Podla pozndmky za lemmou 19 interval
{xy, Upgr) S zachova, teda @< uj4, . Zrejme je d(zy) < d(z) = n. Uhrnne
pre x, plati x, < 2 Y, < upn < Y-

Podla indukéného predpokladu interval {a,, ¥> sa zachové. Potom by sa
musel zachovat tieZ interval {z, %> a podla pozndmky za lemmou 19 tiez
interval {upyy, %> €0 je spor s predpokladom. Teda vietky intervaly I sa
zachovaji.

Kedse refazec ' = < up< ... < uj =y medzi %/, 4 bol vybrany
Tubovolnym spésobom, zaroven sme dokézali, Ze kazdy retazec medzi «’, ¥’
sa zachovi, teda cely interval (z', y') sa zachovi.

Poznamka. Na prikladoch sa Pahko zisti, e lemmy 20 a 21 pre vieobecné
(nemodulérne) svazy neplatia.

Lemma 22. Nech proky x, Y, &+ y' pokryvaji prook o =2 ay, nech

= y < uw< x. Potom prook v = &' VY pokrgva proky «', ¥

Dokaz. Nech o = 23 < ...ap=1"Je Tubovolny refazec medzi ', v'.
Oznatme I = {xi, Ti41? G=1,...k—1). Ak by sa vetky tieto intervaly
zachovali, platilo by %< < v, w < . Podla lemmy 21 by sa potom cely
interval (', v’y zachoval, to je spor s predpokladom y < u. Teda medzi
intervalmi I] existuje interval I} s najmensim indexom, ktory sa prevrati.
Potom zrejme plabi: <l =z, T < s interval <(u, z;) sa za-
chové, interval (@i, z;) sa prevrati. Podla lemmy 19 plati v U 214y = %
Teda prvky u, ¥4 50 nezrovnatelné. Kedze d(u) = 1, rausi platit 2, 0w =
=0 =Y.

Oznaéme z N Zj4 = 0 Ak by bolo v =y, potom (kedZe zy4, & y) by
prvky %, Ti4g boli nezrovnatelné, x == 2; & prvky ¥, u, T, Zp, Tptys by tvorili ne-
moduldrny podsvaz v S, o nie je moZné. Teda v, > y. Zrejme je v, < .
Kedze dlzka refazca medzi y, & je 2, musi platit y s v, 8 teda tiez ¢’ svys .
Podla predpokladov dokazovanej lemmy a lemmy 18 je potom v,=2 0y =
=,y svsa, bt d.

Definicia 9. Definujme podmnoZinu Y < S takto: prook y patri do mnoZiny Y
vtedy a len vtedy, Led k nemu existuji proky x, u také, e plati:

1. y<< w<l x, YsSUS,

9. ¥ Ny =1,

3. prook u nemd relativny komplement v intervale {y, *).

Lemma 23a. Predpokladajme, Ze prvok y patrt do mnofiny Y. Oznaéme
d(y) = n. Potom existuje prook y, € Y, pre ktory platé d(y;) = n — L.

Dokaz. Nech sl splnené predpoklady lemmy. Pouzivajme rovnaké oznate-
nia ako v lemme 22 (okrem predpokladu y = 0). Rovnakym postupom ako
v dokaze lemmy 22 sa zisti, #e medzi prvointervalmi I¢ musi existovat interval [
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s najmeniim indexom, ktory sa prevrati. Z predoslého zrejmym postupom
vyplyva: ,
) = Hay) — 1 = dlz) > d(y),
takze nemdze platit x4 = Y- Rozlisujme dve moZnosti:
a) Xyyq > Y- PrvRy 2p4,, ¥ s zrejme nezrovnatelné (keby boli zrovnatelné,

interval {2y, ¥;> by patril do intervalu <w, z;p, teda by sa zachoval, ¢o je
proti predpokladu). KedZe ysu, Ti4q
s z;, by potom bolo:

wN Ty =Y, 0Ly = 2

Viedy by vsak prvok o, = x 0 %14y
pol zrejme relativnym komplementom
prvkuuv intervale (g, z), ¢o je v spore
s predpokladom. Teda vztah 214 > Y
nemdze platit.

b) Predpokladajme, Ze Prvky %y, ¥
st nezrovnatelné (pozri obr. 9). Potom
zrejme plati y U 24y = - Oznacme
YO Ly = Yy ZO vzfahu 254, 8 13 VY-
plyva y, s y. Oznatme dalej:

e sz Obr. 9
UN Ty = Uy, TO Ty = Ty

Zrejme plati 1) y; 8 % 8 %1, Y < uy < #,. Z pozndmky za lemmou 19 vy-
plyva, Ze interval ¥y, u> ({4, 1)) 82 prevrati (zachova). TLahko sa zisti, Ze
potom plati 2) 0y, = u;-

Podla vety 6, str. 113 z price [1] transponované intervaly <y, x>, {¥1, >
st izomorfné, pritom v uvajovanom izomorfizme prvku u' je priradeny
prvok u;. KedZe u nemd relativny komplement v {y, 2, nemé u, relativny
komplement v intervale {y,, %;)- Z toho podla 1" a 2’ vyplyva y; € Y. Zrejme
jed(yy) =n— L Tym je tvrdenie lemmy dokazané.

Lemma 23b. Mnofina Y je przdna.

Dékaz. Ak by prvok y leZal v mnozine Y, oznaéme d(y) = n. Poutijtic

n-krat za sebou predodli lemmu dostali by sme vztah 0€ Y, ¢éo je v spore
s lemmou 22.

7 toho bezprostredne vyplyva

Lemma 23. Nech y<u< 2z, Yysusz, # ny =u. Potom existuje rela-
tivny komplement proku w v intervale (y, x).
Poznamky.

1. Analogickym postupom by sa dokdzalo dudlne tvrdenie k predosle]
lemme.

2. Nech si splnené predpoklady z predo3lej lemmy. PouZivajme tam za-
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vedené oznadenia. Nech r je relativny komplement prvkuuv intervale <y, ).
Kedie S je moduldrny sviz, plati y s7 s . 7 uvedeného a lemmy 18 vyplyva,
e potom musi platit " U y =r. ) . .
Platnost dudlneho tvrdenia by sme zistili analogicky.
Lemma 24. Nech proky ', y', @ =y pokrjvajd prook « = x' ny'. Potom
o,y st pokryté prokom v = Uy ; .
Dokaz. ) . . )
a) Nech vietky prvky 2, ¥, 4 sti zrovnateIné. Potom tvrdenie lemmy vy-
plyva z lemmy 23 a za fiou nasledujtcich pozndmok. [
b) Nech medzi prvkami x, y, % existuje dvojica nezrovnatelnyelr prvkov.
Kedye plati z s u s y, takito dvojicu mézu tvorit len prvky =, y a plati alebo
0Ny =u, alebo U Y = U V prvom- pripade oznadme z Uy = v;. Kedie
S je moduldrny sviz, prvok o, pokryva prvky «, ¥, takie xsv, 8y, ' sv sy
Podla predpokladu lemmy a lemmy 18 musibyt v =2'uy =17, a's vsy.
V druhom pripade oznaéme %Ay = v,. Z ‘modulérnosti svizu 8 vyplyva
ameum?gmm&\memmw\u&Heﬁ .
Lemma 25. Nech proky o, o, ' £y st pokryté prokom v = 2’ U Y.
Potom &, ' pokryvaji prook v = Zny.
Dékaz je k dokazu lemmy 24 dudlny. . ! ‘
Veta 3. Nech S je moduldrny sviz, nech 'S g 8- Potom sviz ' je modaldrny.
Dokaz. Podla vety 3, kap. V., [1] podmienky vyslovené v lemméach 24
a 25, zaruduji moduldrnost svizu S. : N
Pozndmka. Pre semimodulérne svazy analogick4 veta neplati. Priklad: Nech

-8 je svdz na obr. 3, nech & = 8. Zrejme je Sg S, sviz 8 je semimodulérny,

sviz S viak nie je semimodularny.

Doilo dita 20. februédra 1954.
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O TPADUIECKOM ‘MN30MOPDPU3ME HOb%ﬁwﬁMWSNﬁOWWHN
¥ . CTPYKTVP
fSIH AKYBUK
Brneoam

Iomarre rpadmIecKoro H30MOPPHU3MA CTPYRTYP BBEICHO T. Bmpxrogom (cm. [1], eTp. 23
m 42). B craree aBTOpa [2] pacemoTpeREl HEeKOTOphe BONPOCH!, KACAIOIHECH rpaQEIecKore
maoMopuaMa [IeAeKHHJIOBLIX CTPYKTYP. TrnaBHEM De3ylLTATOM JIBJIAETCA CoeyIoman
teopema ([2], Teopema 1): h ’ . ’

Hycrs S, S’ — KOHEYHEIC ICASKANIOBH CTPYKTYpH, BycTh S, S’ rpadugecks naoMopPub.
IloToM CyCIeCTBYIOT TaKue crpyrrypsl A, B, 910 CTPyKTYPa S nsomopdua A X B u cTpyk-
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Typa S’ maomopdua CTPYKTYpe AXB (3nech AxB ofosmauaer npamoc mpousselcHue
crpyktyp A, B 1 A crpyxrypy, ABCHCTBEHHYIO crpykType 4).

B komime cTaThE [2] MOMEHICHEL! CIICAYIOUUIS HEPEICUHe BONPOCH:

a) Copasepigpa TeopeMa 1 i HOJYACHCKEHIOBEIX CTpyRTYp?

b) IIycrs S — RCACKAHAOBA CTpyKTYp2, HyCTh CTPYRTYPA S’ rpadmyeckn uzomopdua
crpyxrype 8. Crmemyer-i H3 Toro, 9ro cIpyxTypa S’ Toie nefexEEAOBal

B wacTH 2 cTaThU AOKA33AH oTpLIuATETBHELE OTBET Ha BONPOC a). Jlanee MOKA3LIBAETCA
ocnabnerras Jopma TeopeMul 1, [2], KOTOpasA OCTaHeT B CIIC R JUIA NOTy/efeRIAJOBRIX
¢TpyKTyp. B uacTm 3 foKasaHo, uTO oTBeT Ha BOIpPOC b) MOJIOFKETENeEH.
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