O ROVNOMERNEJ KONVERGENCII
SPOJITYCH FUNKCII

JAN JARKUBIK, Kosice

Cielom dalgich pozndmok je vySetrenie dvoch problémov, ktoré sa tykaju
rovnomernej konvergencie spojitych funkeii. Aby sme ich mohli prehfadne
formulovat, zavedme najprv tieto oznadenia:

Nech M je mnoZina vSetkych spojitych funkeii z (t), t € €0,15. Dalej viade
pismeny z, ¥, 2, %, v, w, ... (pripadne s indexmi) znadia prvky mnoZiny M.
Konvergenciu postupnosti funkecii v kaZdom bode intervalu <0,1> budeme
oznagovat x, — x, rovnomernt konvergenciu v (0,1} =z, = x. Pre M, Cc M
definujme mnozinu M, (3. ;) takto:

x € M, (x € M,) vtedy a len vtedy, ak existuje postupnost {z,},
2, € M;, n =12 ..., takd, %e plati z, » 2 (z, = z).

Naskytuj sa tieto otdzky:

1. Ci existuje viasind podnofina M, ¢ M, pre kiord plati 8, = M, M, = M,.

2. i existuje vlastnd podnofina M, c M, ktord spliuje podmienky z otdzky 1.
a takd, aby bola grupow (ak grupovou operdciou je séitanie funkeii).

Dokdzeme, Ze odpoved na obidve otdzky je kladnd. Dokaz vykondme tak,
Ze zostrojime mnoZiny, ktoré maja Ziadané vlastnosti.!

V odseku 1 odvodime niekolko pomocnych viet. V odseku 2 urobime vlastni
konstrukciu hladanych mnozin.

1.

Pojmy ,,rovnomerne ohraniéend postupnost funkecii* a , linedrna zavislost
funkeii*‘ povazujeme za znidme. Postupnost (¢isel alebo funkeii) budeme nazyvat
staciondrnou, ak existuje také &islo N, Ze vietky jej dleny s indexmi va&$imi
ako N si si navzdjom rovné.

Lemma 1. Nech z, = z. Potom postupnost {z,} je rovnomerne ohraniéend.

Dokaz je zrejmy.

Definieia 1. Nech A c M. Predpokladajme, Ze je dané zobrazenie mno¥iny A
na mnofinu B ¢ M, (v oznaleni d(A) = B, d(z) = y, x € 4, y € B), pre kioré
plati: ku kazdému x € A existuje mnofina m(z) < <0,I) tak, Ze 1. pre x, = x, je

! Otézky polozil (vychédzajic z problémov, ktoré sa tykaju topologickych grip)
L. Misik, ktory uz skér vyriesil (inym postupom) prva otdzku.
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m{z,) N m(z,) = &. 2. Ak d(z) = y, polom 1€ m(x) = x(t)= y(t)2 Zobrazenie
tyjchto viastnosti budeme volat deformdciou mnofiny 4 na B. Znakom d budeme
viade dalej oznatoval deformdciu. _

Lemma 2. Nech d{A) = B. Potom 4 c B.

Dékaz. Nech z,€ A. Potom existuje postupnost 2, »> 24, 2, € 4, n = 1,
2, ... UvaZujme postupnost {#,}, ¥, = d(z,)- Dokézeme, Ze plati v, = 2.

Nech ¢ € <0,1>. 1. Ak pre kaZdé z, : t € m(z,), potom y,(f) = z,() » xo(t)-
2. Ak pre isté ay : t € m{ay), potom pre n > N =t €m(x,), z, (t) = v,(t), teda
aj v tomto pripade y,(f) ~> zo(f)- B

Poznémky. 1. Ak je Specidlne 4 — M, potom d(4) = B = B = M.

9. Lahko sa doké¥e zostrenie lemmy 2:d(4) = B == A = B. (To dalej
nepouZijeme). .

3. Lemma 1 a 2 ndm naznaduju cestu k zostrojeniu prikladuna zodpovedanie
otazky 1.Treba vyjst z nejakej mnoZiny X, pre ktord plati X = M a pokisit sa
deformovaf mnoZinu X na mnoZinu Y tak, ahy Ziadna nestaciondrna postup-
nost {y,), ¥, €Y nebola rovnomerne ohraniéens. Podla lemmy 1 potom plati

Y =Y a podla lemmy 2 Y = M.

Lemma3. Nech z,, @,, - . . } $4 navzdjom linedrne nezdvislé funkcie, nech a”
. v " n —_—
stredlne&isla (i=1,...k,n=12,...).0zmalmeatz, + afz, + ... +afa=
= < —» x. Potom funkcia x je linedrne zdvisld na z,, ... Tp-
n- €ci &y,

Doékaz. Pre k = 1 je tvrdenie zrejmé. Predpokladajme, Ze je to dokazané
pre 1,2,... k— L \

a) Ak sa z postupnosti {aj} da vybrat konvergentns &lastoéna MOmaﬁ.HEOmm
a7’ - aj, vyberme k nej prisludn Giastoént postupnost {£,} z postupnosti {£,}.
Nech £ = a¥a; + ... + af'x. Potom af'zy + ... + aflq%q s apxy,
teda funkcia z — a,z, je podlaindukéného predpokladulinedrne zavisla od z,,
..., z Goho vyplyva tvrdenie lemmy.

b) Ak sa z postupnosti {af} ned vybrat konvergentna &iastodna postupnost,
d4 sa z nej vybrat Siastotna postupnost {ap’} taks, ze L. |a}|— o, 2.a}’ + 0.

Vyberme k nej prislusna postupnost &, = ¥z +afz, + ...+ afz, >
Oznaéme: o 1
% b =1, ... k— 1).Plati— 0, teda:
al ! a}
by 4+ 6y + . LTy 2> 0
e 4y . A L — 2

Podla indukéného predpokladu by funkcia z, bola lineirne zdvisld od
funkeii @, - . ., ¥4y, ¢0 je spor s predpokladom. \

Dosledok 1. Nech platia predpoklady z lemmy 3. Potom kaZdd z postupnosti
{a®) (i = 1, ... k) je konvergentna.

2 Znak = na tcmto mieste znadi implikdciu. V dalicm texte je zo stvislosti ziejmé
o aky vyznam symbolu = ide.
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Dokaz. Stali dokdzat, Ze postupnost {a}) je konvergentni. Podla dékazu
predoilej lemmy sa dd z nej vybrat konvergentna eiastoénd postupnost
ap - aj,. Ak dislo aj je hromadnym bodom postupnosti {af}®, existuje jej
Siastoéna postupnost af” — af. Vyberme prislu§né postupnosti z postupnosti

{&ay:
E=a¥y, + ... +af o>,
& =a 2 +

R AT R
Z toho vyplyva:

(@ —a)my + ... + (af’y — apl) 2y = (@} — af)zy.

Ak by af, — af 3 0, dostali by sme spor s tvrdenim lemmy 3. Teda postupnost
{a7} mé jediny hromadny bod a je konvergentni.

Dasledok 2. Nech platia predpoklady z lemmy 3, nech et =1, ... k,

=1, 2,...) st celé &isla. Potom postupnost {£,} je staciondrna.

Doékaz. Stadi dokdzat, %e kaZda z postupnosti (a7} (i = 1... k) je stacio-
nérna. Podla désledku 1 postupnost {a7} je konvergentnd. Postupnost, ktore]

2 v

vietky &leny st celé &isla, mdZe byt konvergentna len vtedy, ked je stacio-
narna.

Poznamka. Predo$ls lemma vyplyva bezprostredne a priamo zo zakladnych
viet tedrie linedrnych priestorov s koneinym poétom dimenzii.

Lemma 4. Nech x,, . .., @y, st linedrne nezdvislé funkcie, nech ¢? (1 = 1, ...k,
n=1, 2, ...) st celé &isla, nech postupnost {&,), &, = ciwy + ... - cfxp md
véetky Eleny navzdjom rézne. Potom postupnost {£,} nie je rovnomerne ohranitend.

Dokaz. 1. Nech &k = 1. KedZe postupnost celych disel {cz} je prosta, plati
nu_ — . Postupnost funkeif {7z} potom neméZe byt rovnomerne ohraniéend.

2. Predpokladajme, #e tvrdenie je dokdzané pre 1, 2,...k—1. Predpokla-
dajme, %e by postupnost {&,} bola rovnomerne ohranidena.

a) Ak by pritom postupnost {cj} bola ohranitena, obsahovala by len ko-
nedny podet roznych élenov; postupovaf s élenmi

e=ciz + ... + % (1)

by potom musela obsahovat nekoneéne mnoho réznych €lenov, teda by sa
z nej dala vybrat Siastoénd postupnost {£7'}, ktore) vietky gleny by boli na-
vzajom roézne. Z uvedenych predpokladov zdroven vyplyva, Ze by postupnost
{£7'} bola rovnomerne ohranifend (kedie £ = &, — cfx;). To je spor s induké-
nym predpokladom.
b) Ak {c7} nie je ohraniend, d4 sa z nej vybrat taka Giastoénd postupnost
1

{ct'}, Ze plati 7] > o, ¢+ 0, eom@mllv 0. Pre diastodnti postupnosf {c}’}
k

3 Podla &asti b) dékazu lemny 3 + o ani--- oo nemdiu byt hromadnymi hodmi
uvafovanej postupnosti.

vyberme prisluinti postupnost (&), £, = 'z + ... + . Oznadme
— w =b",i=1,...k — 1. Z predpokladu o rovnomernej ohrani¢enosti po-
%

stupnosti {1} vyplyva, Ze postupnost o ¢lenoch

u ’

I..||m\ =ba, + ... 0T — %

g
konverguje k funkeii x = 0, teda b7'z; + ... + 03 %p—y = % Podla lemmy 3
by funkeia @, bola linedrne zdvisla od @y, ... %4, €0 je spor s predpokladom.

Poznamky.

1. Nech x € M, nech Ic {0,1>. Pod znakom z, budeme rozumiet funkeiu,
ktorej oblastou definicie je mnozina I a ktord na tejto mnoZine nadobuda

rovnaké hodnoty ako funkcia z. Budeme hovorif, Ze funkeie z;, ...z st
linedrne z4vislé, resp. nezavislé na I, ak funkcie y;, . . ., T st linedrne zévislé,
resp. nezavislé. Ak funkeie zy, ...y su linedrne nezdvislé na I, potom si

linedrne nezavislé (opaéné tvrdenie neplati).

2. Pripomefime vyslovne, %e v lemmdch 3 a 4 je nie potrebné predpokladat,
e uvafované funkcie maji za oblast definicie interval (0,1) (oblast definicie
md¥e byt fubovolna, oviem rovnaka pre vetky funkcie z,...%, ).

- 2.

Definicia 2. Funkciu x € M budeme volat raciondlnou lomenou &iarou, ak
existuje privodzené islo n a raciondlne Cisla 0 = ¢, < t;,<...<t, =1 také,
%e 1. z (t;) je raciondlne &éislo (i = 0,1,...n), 2. funkcia x je linedrna v intervale
Ly, > (6 =1, ... n). Muofinu véetkych raciondinych lomenych &iar budeme
oznadovat X.

Lemma 5. Mno%ina X je spoCitatelnd a plati X=M

Doékaz oboch tvrdeni je zrejmy. (Plati dokonca X = M). Mnpoiinu X
budeme v dalsom uvaZovat v tvare postupnosti X = {x,}.

Detinicia 3. Zvolme si postupnost otvorengch intervalov I,, n =1, 2, ...,
1,c (0, Wv s raciondlnymi koncovymi bodmi, z ktorgch Lubovolné dva si
disjunkiné. Funkcii z, € X priradme funkciu y, definovani takto:

Ak t€1,, polotme y,(t) = x,(t). Nech I, = (a,, b,), v strede c, mitervalu 1,
nech y,(c,) = n + maz |xic,)| pre n > 1; yle) = 1; v intervaloch (a,. c,),

t=1,...n—1

(c,, b,) utvorime y,(t) tak, aby funkcia y,(t) bola linedrna v kaZdom z intervalov
@y, €5, {Cn bp). MnoFinu vdetlijch funkcii, vystupujicich v postuprost {y.},
oznaéme Y. Zrejme plati:

Lemma 6. Priradenie d(x,) = y,, ktoré sme prdve definovali, je deformacion
mno¥iny X na Y. Plait ¥ ¢ X.

Lemma 7. ¥ = Y.

Doékaz. Nech {n;) je postupnost prirodzenych &isiel; uvaZujme postupnost

1
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{¥.;}- Ak postupnost {n;} obsahuje nekonedne mmnoho réznych &isiel, potom
podla definicie 3 postupnost {y,;} nie je rovnomerne ohrani¢end, teda (podla
lemmy 1) nie je rovnomerne konvergentné. Ak {r;} obsahuje len koneény podet
roznych &isiel, potom je {y,} alebo staciondrna, alebo divergentna. Tym je
ddkaz vykonany.

Veta 1. Plati Y =M, Y = 7.

Doékaz prvého tvrdenia vyplyva z lemmat 5, 6 a 2; druhé tvrdenie je
vyslovené v lemme 7.

DBefinieia 4. Nech A c¢ M. Znakom g(A) oznalme mnofinu vdetkych funkcii,
ktoré sa daju vyjadrit v tvare linedrnej kombindcie funkcii a; € A s celotiselnymi
koeficientms.

Zrejme plati:

Lemma 8. Nech A c M. MnoZina g(A4) je grupa (ked pod grupovou operdciou
rozumieme séitovanie funkcif).

Poznamka. Postup prisostrojovani prikladu k otazke 2 bude tento: Vyjdeme
od mnoziny Y z definicie 3 a deformujeme ju na isti mnoZinu Z tak, aby funkeie
mnoZiny Z boli linedrne nezdvislé. Utvorime mnoZinu ¢g(Z) a vySetrime otizku
rovnomernej ohranidenosti postupnosti, ktorych &leny st prvkami ¢(Z). Na
zdklade zistenych vlastnosti mnoZiny g(Z) deformujeme mnoiinu Z na istd
mnoZinu V tak, aby Ziadna nestaciondrna postupnost, ktorej ¢leny patria do
g(V), nebola rovnomerne ohraniéena. Vyslednd mnoZina bude W = g(¥).

Befinieia 5. Definujme mno#inu a, € {0,1> (n = 1, 2, ...) takto: t € a, viedy
a len viedy, ak medzi funkciams y,, .. . y,_, existuje asport jedna takd, kiord nemd
derivdciu v bode t. a, nech je rovnd prdzdnej mnoZine.

Lemma 9. Véetky mnofiny a, si konelné.

Dokaz vyplyva z definicii 3 a 5.

Definicia 6. Nech {1;} je postupnost otvorenijch intervalov, z ktorych Lubovolné
dva st navzdjom disjuniiné, nech I, C <},3)>. Zvolme si v katdom intervale I,
raciondlne éislo t,, t, € a,. Priradine kaidej funkcii y, € Y funkciuz,, pre kiord
plati: 1. z, € X, 2. 2, nemd derivdciu v bode t,, 3. pre t€ I, je y,(t) = 2,(t).
Takdto funkcia z, zrejme existuje. MnoZinu vdetkijch z, oznalme Z.

Lemma 10. Pre mnofinu Z plati: 1. Z = M, 2. Z = Z, 3. funkcie mnoZiny Z
st navzdjom linedrne nezdvislé v intervale <%, 3.

Dokaz.

1. Zobrazenie mnoZiny ¥ na Z, zavedené v definicii 6, je zrejme deformécia,
teda podla vety 1 a lemmy 1 Z = M.

2. Ddkaz je taky ako v lemmes 7, kedZe na intervale <0, 1> plati 7,(t) = z,(¢).

3. Ziadna z funkeif z, je nie identicky rovnd nule, (v intervale I, je supremum
funkcie z, = n). Funkeia 2z, nie je linedrne zdvisld od z, ..., z,; (v opadnom
pripade by mala derivadciu v bode £,, v spore s definiciou 6). Ak by saz, dala
vyjadrit v tvare z, = @2 + ot G2, mbZeme bez ujmy vSeobecnosti
predpokladat a,, = 0 (¢ = 1,. . .k). Nech n, je najvidiiez tisel n, ny, . . ., . Potom
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by bolo 2, linedrne zavislé od 2, . . ., Zny—1,00 e spor s uz dokdzanym tvrdenim.

Lemma 11. Oznadme Z, = (2, 2,, . . . 2,}. Mno%ina g(Z,) obsahuje len konelny
pobet funkeii, ktorgck absolitne hodnoty st v ka¥dom bode intervalu (%, %>
mensie ako n.

Dékaz. Ak by takychto funkeii v g(Z,) bol nekoneény podet,mohli by sme
z nich utvorit postupnost, ktorej vietky &leny by boli navzijom rézne. To by
bol spor s lemmou 4, kedZe funkeie z, ... 2, sl linedrne nezdvislé v intervale
S TR )2

Oznatme g,(Z,) = ¢(Zy), (%) = 9(Z,) — 9(Z,) (n =12, 3, ....).

Mnozinu v8etkych funkeii, ktoré patria do ¢,(Z,) a ktoré nie st identicky
rovné nule a maji vlastnosti uvedené v predoslej lemme,* oznadme go(Z,).
Ak go(Z,) je neprazdna, budeme jej prvky oznalovat £2. Podla lemmy 11

mobzeme pisat go(Z,) = {57, ..., & }. Dalej budeme poutivat oznadenia
&n = oty + Py + ... + cliz,,
7t =Pz e+ o .

Befinicia 7. Nech {I]} je postupnost otvorenych intervalov, z ktorych T'ubo-
volné dva st disjunktné, I, c (3, 1> (n =1, 2,...), nech I, = (a}, b%), 1" € I~.
Priradme kaZdej funkcit z, € Z funkciu v,, definovani takto: ak go(Z,) = @,
nech v, = z,; ak go(Z,) == &, potom

1. pre &.mnwn nech v,(t) = z,(t),

2. pre t =t poloime v,(1%2) = max _NE

i=1,...l _nu__

3. v intervale (a], ) [(t2, b2)] definujme v, tak, aby funkcia v, bola lnedrna
v intervale {al, t1> [, b0>].

MnoZinu véetkych funkcii v, oznaéme V. Oznacme dalej

akn > 15 a v (i]) = 27(7),

V,= AeT ey eav» (V1) = g(Vy), ¢:(V,) = g(Va) — g(Vai)n 2 2).

Lemma 12. Platd 1. V = M, 2. funkcie mnofiny V st navzdjom linedrne
nezdvislé.

Doékaz prvého tvrdenia vyplyva z toho, Ze zobrazenie mnoZiny Z na V,
uvazované v definicii 7, je zrejme deformicia. Dékaz druhého tvrdenia vy-
plyva z toho, e v intervale <}, %) plati 2,(f) = v,(¢) a z lemmy 10 a 3).

Lemma 13. Nech » > 1. Nech w € g,(W,,), w == 0. Potom existuje t, € {0,1>
tak, Ze [w(ty)] = n.

Dokaz. Podla predpokladu sa w dé vyjadrif vivarew = ¢;v; + ... 4+ ¢,v,
(¢; cel8). Uvaiujme prvok & = ¢z, + ... 4+ ¢,2,. RozliSujeme tieto moZnosti:
1. £ € go(Z,). Potom existuje t € (}, 3>, pre ktoré plati [£(ty)] = n. Podla

* t. j. v ka¥dom bode intervalu (}, £ > st v absolitnej hodnote menfie ako n.
t Kedze je n > 1 a £ €gy(Z,), &7 =F 0, musi byt c¥ = 0.
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definicie 7 je viak w(ty) = &(ty), teda |w(ly)] = n. 2. &€ g4(Z,). Potom je
pre vhodné 1 €{1,..., 1} & =&,

& = ¢tz + ... - ctiz,, teda pre w plati:

w = Py, -+ ... + ¥y,
ML
Podla definicie 7 pre ¢ = i plati [v,(12)] = F_l_ _ _m ] (i=1,....1,), teda:
che 7t
feriv, (1] = |gruny] + n,
72 + exon(in] = lemva(to)] — ] = n.
Podla definicie 7 je dalej v,(#) = %{{Z}i=1,...n — 1),
teda:

i)+ emivglin) = cPu(tn) A ... Gl (l) + Gea(l) = wity)-
Podla posleduej nerovnosti je |w( 5_ = q.
Pozndmka. Zrejme plati g(V) = w_@:\;v = W.SA V).
n=1 n=1

Veta 2. Oznalme W = g(V). MnoZina W je grupa a plati pre iiu W=M,
W=Ws

Doékaz. Je zrejmé, Ze g(V) je grupou. Kedie V ¢ W, V = M, tym skér
plati W = M.

Nech w, € Wn=1, 2...), w, = u€ M. Nech existuje také prirodzené
&slo N, ze vietky &leny postupnosti {w,} leZia v mnozine g(Vy). Podla dolsedku
2 lemmy 3 postupnost {w,} je stacionirna, teda plati w € W.

Ak neexistuje také prirodzené &islo N, #e vietky &leny postupnosti {wy)
lezia v mnozine g(Vy), potom pre Tubovolné N existuje m > N tak, Ze isty

dlen w,  uvaZovanej postupnosti patri do ¢y(V,). Teda je M.mMM_S:sE_ =m
[ %29

(podla lemmy 13). Postupnost {w,} nie je potom rovnomerne ohraniend, teda
nie je rovnomerne konvergentnd, o je v spore s predpokladom.
Pozndmka. Vysledky lemmy 10 a vety 2 moZeme zhrntf takto:
Existuje mnoZira Z c B, pre ktoré plati
H mcb_voE_ mnoziny Z st navzdjom linedrne nezdvislé
= M, 9(Z) = 9(Z) + M.

Doglo dila 26. januara 1954.

O PABHOMEPHO! CXOOVMMOCTH HETPEPLIBHBIX SYHKIINN
AH AKYBUK
BriBoas

Hycts M — MHOMecTBO BCeX HenpepwBRRX Qynxmmi z(f), t € <0, 1>. byksu z, y, . .
B cTaThe 0003HAYAIOT 2JIeMCHTLI MHOKecTBa M. CX0QUMOCTH HOCTEN0BaTeIbHOCTH AJEE:E
B Kakpoll Touxe nuuepsasa <0,1> mm Gyaem obosnauars x, — x, PaBHOMCPHYW €XO-
JAMMOCTE Z, => X.

¢ Zrejme W &= M.
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Hyers M, ﬂa\S. Onpepenam MEOmecTBO M, C M Qﬂf C M) caengyromam oOpaszom:

z €M, (x € M) Torga W TOJBKO TOTHR, €CJIN CYCHeCTBYEM NOCJAEA0BATENLHOCTH Aaav.,
z, € My, n= 1,2, ..., TaKasg, 4TO BMeCT MeCTO %, = z (z, = z).

MuosxectBo M — rpynna (ecim TPyINIOBYI0 ONEPAalHi0 NPENCTAaBIACT CJOKeHme ¢yH-
wnmit). Ecmm M, c M, ofsHaymM gepes g () nmepceyenme Beex ROArpynn rpynme M,
coflepaaluux MHozecTBo M,. B crare noctpoed mnpumep mHOmectBa Z C M, Kotopoe
EMeeT CIefyIouye CBOHCTBRA:

1. Qynxcun MHOMECTPa Z JEHeAHO He3aBHEHME
2. Z= M, gZ)=g@) + M.
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